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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY &IsLO 3

STATIONARE EINDIMENSIONALE WARMESTROMUNG
IN n-KORPERSYSTEMEN MIT INNERER WARMEENTWICKLUNG. L.

I. KARASOVA, A. KESSLER
(Eingegangen am 12. Juni 1964.)

EINLEITUNG

Unter den bislang veroffentlichten geldssten Wirmeleitungs-Aufgaben finden wir
nur ganz vereinzelt Probleme der Wirmleitung in Mehrkorpersystemen. Ob nun
der Grund hiefiir in der Kompliziertheit solcher Aufgaben oder im Mangel an
praktischen Impulsen zu suchen ist: Unter den Aufgaben, die die moderne Technik
mit sich gebracht hat gibt es eine Reihe solcher Probleme. Als Beispiel seien z.B.
das Warmeproblem der elektrischen Maschine und die Wiarmeabgabe bei verschie-
denen Kernreaktoren genannt.

In der folgenden Arbeit wollen wir zeigen, dass im Falle dass die Warmeleitung
in einem n-Korpersystem mittels eindimensionaller Wirmeleitungsgleichungen
beschrieben werden kann, leicht eine allgemeine Losung gefunden und numerisch
ausgewertet werden kann, unter gewissen Einschridnkungen zwar, die in der Praxis
jedoch, wie es scheint, keine Rolle spielen werden.

Wir wollen dabei versuchen eine moglichst allgemeine Formulation zu finden, die
den hidufigst vorkommenden Aufgaben Rechnung tragt.

UBERSICHT DER BENUTZTEN SYMBOLE

h, h*  Wairmeiibergangszahl der Staboberfliche, am Stabende
D> Py Parameter, Eigenwerte
S Stabquerschnitt
T, T(x) Temperatur, Temperatur an der Stelle x
Ty, Ty, Temperatur der Umgebung
x - Léangskoordinate
o;, Bi, o Konstanten, Temparaturkoefficient
W, %, i, k Indizes
A Wirmeleitzahl

n
>'a;, Summation iiber alle k mit Ausnahme von k = i
k=1
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l Stabhinge
0 Stabumfang
z Spezifische Warmeentwicklung

FORMULATION DES PROBLEMS

Wenn wir von einer eindimensionalen Wirmeleitungsaufgabe sprechen, heisst
dies soviel, als dass wir lediglich den Temperaturverlauf in einer Richtung in
Betracht ziehen. Eine solche Aufgabe kann dann bildlich als Warmeleitung in einem
Stab oder einer Platte dargestellt werden. Als allgemeinsten Fall eindimensionaler
Wirmeleitung konnen wir darum die Wirmeleitung in einem Stab betrachten,
in dem sich Warme entwickelt und der an der Oberfliche und an den Endflichen
gekiihlt (oder erwidrmt) wird. Da wir die Wirmeleitzahl und Wirmeantwicklung
in dieser Arbeit als von der Temperatur unabhingig ansehen, wird die Warmeleitung,
im Falle dass der Querschnitt des Stabes verdnderlich ist, durch folgende Differen-
tialgleichung beschrieben

" 1 ETE) |, 45 4T)
2 X

— Oh|T(x) — Ty| = =Sz,
. m [T(x) - To]

die sich im Falle eines konstanten Stabquerschnittes zu

d*T(x)

(2) e

— H[T(x) —To] = —w

mit H = hO[AS und w = z/4 vereinfacht. Der Ausdruck H[T(x) — T,] beriick-
sichtigt dabei die Wirmeabgabe von der Staboberfliche an die Umgebung. Lassen
wir (1) einstweilen ausser Betracht und versuchen wir die Wirmeleitung in zwei
parallelen Stdben zu beschreiben, die an den Berithrungsflichen Wirme austauschen
(Abb. la). Setzen wir sinngemdss in (2) fiir h die Warmeiibergangszahl, die den
Wirmeaustausch zwischen beiden Stdben charakterisiert, ein, fiir O die Breite der
Kontaktfliche beider Stibe und fiir T, die Temperatur des zweiten Stabes, so wird (2)
die Wirmeleitung im ersten der beiden Stdbe beschreiben. Fiir A, S und z sind
natiirlich die fiir den ersten Stab gzltenden Werte einzusetzen. Desgleichen gilt fiir
den zweiten Stab. Im Falle mehrerer paralleler Stidbe (Abb. 1b), die alle mit einem
von ihnen auf die beschriebene Art Warme austauschen, also thermisch gekoppelt
sind, wiirden fiir diesen Stab zusitzlich weitere Glieder der Form H(T — T;) in (2)
auftreten, die den beziiglichen Wirmeaustausch mit den einzelnen Stidben beriick-
sichtigen usw. Der Index bezeichnet die einzelnen Stdbe. In jeder der Wiarmeleitungs-
gleichungen treten also ausser der unbekannten Temperatur des beireffenden Stabes
auch noch die unbekannten Temperaturen derjenigen Stidbe auf, mit denen der Stab
thermisch ,,parallel*“ gekoppelt ist.

Haben wir es hingegen mit zwei Stdben zu tun, die mit ihren Endquerschnitten
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zusammengefiigt sind, wobei jeder der beiden Stdbe an der Oberfliche beliebig
gekiihlt sein kann (verschiedene Temperatur der Umgebung oder verschiedene
Wirmeiibergangszahlen usw.), so gilt fiir jeden eine Differentialgleichung der Form
(2), in der als Unbekannte lediglich die Temperatur des betreffenden Stabes vor-
kommt. Fiir beide Gleichungen werden aber zwei gemeinsame Randbedingungen
vorgeschrieben sein.

Aus diesen Erwédgungen folgt schliesslich, dass die Wiarmeleitungin einem beliebigen
System von n Stidben und Platten, die teils parallel, teils hintereinander

¥ A1,249, 1 ‘hm 9, _’65“
AR S RN = 4

—»  WARMEABGABE va
—>  KEINEABGABE
Abb. la. Abb. Ib.

angeordnet sind, mittels eines Systems von eindimensionalen Wirmeleitungsglei-
chungen beschrieben werden wird. Dabei werden die einzelnen Gleichungen des
Systems, dic teilweise simultan (fiir die ,,parallel** angeordneten Stibe) und teilweise
von einander unabhingig (fiir die hintereinander angeordneten Stibe)seien je nach
Umstdnden

_Z IkTi+ Z/H,‘ka:“W,', i=1,2,....n,

k=1 k=1

©) e

dx?

mit Hy = h;0,/A:S; und w; = z;[A; + H;T,. Es sei dabei vermerkt, dass h, 0, =
= h;0,; ist, jedoch H, + H,;. Der Doppelindex ii bezeichnet den Wirmeiibergang
in das den i-ten Stab umgebende Medium. Der Ausdruck H;;T, wurde auf die rechte
Seite iiberfithrt, damit die linke Seite ausschliesslich nur die unbekannten Tempe-
raturen T; und T, enthalte'). Im konkreten Falle wird der Koeffizient mit dem
Index ik in Gl. (3) dann aufscheinen, wenn es zwischen dem ,,parallelen® i-ten und
k-ten Stab zum Wirmeaustausch kommt, d.h. wenn diese thermisch gekoppelt sind.

Sind die Stdbe i und k dagegen ohne thermischen Kontakt, ist der Wert von H;,
Null.

1) Es sei noch bemerkt, dass in dem vom praktischen Gesichtspunkt aus recht wichtigen
Falle, we die Wirmeentwicklung linear von der Temperatur abhéangt, z; = zy,(1 + aT}), GL. (3)

n
gleichfalls zutrifft mit (Y Hy, — zg/2;) T; auf der linken Seite.
K=1
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Vom mathematischen Gesichtspunkt aus konnen wir die Randbedingungen
im Falle der eindimensionalen Wirmeleitung ganz allgemein wie folgt ausdriicken

(4) {H*(T— To) + d—T} =0, H*= bt %)
dx)x=o0.1 A
Multiplizieren wir (4) mit 4, sind in dieser Formulation alle praktisch in Betracht
kommenden Randbedingungen eingeschlossen, wobei im Einzelfalle diese oder jene
Grosse besondere Werte, unter anderem Null annehmen kann. T, bedeutet wiederum
die Temperatur der Umgebung, die allerdings nicht unbedingt den gleichen Wert
wie in (3) haben muss. Es ist der thermische Kontakt zwischen zwei Stabenden,
also zwischen zwel Stdben, die hintereinander geordnet sind, mit einem Kontakt-
widerstand verbunden, so erhalten wir zwei Gleichungen der Form (4), wo fiir T,
jeweils die Temperatur des anderen Stabes im Endquerschnitt einzusetzen ist,
{Hi(T,-—Tk)Jrfi—E} —0, HE="u
X ) Kontaktfliche ’Ii

Da gleichzeitig ohne Riicksicht auf H7,
{ d7, _, dT,

i k
L 1 l
X X }Komaktﬁﬁche

gelten muss und im Falle eines ,,idealen* Kontaktes der Stabenden {T; = T} }x ontaktsiiche
gilt, liefern die letzteren beiden Beziehungen die Randbegingungen fiir den Fall
,Jidealen‘* Kontaktes.

Im Falle dass wir es ausschliesslich mit parallel aneinander gereihten Stdben und
Platten zu tun haben, wo das Gleichungssystem (3) ein ausschliesslich simultanes
sein wird, konnen auch bloss die Temperaturen der Stabenden vorgeschrieben sein.
In diesem Falle lauten die Randbedingungen

(4b) {T(x)}x=0,l =To1,02-

Fassen wir das Gesagte zusammen, so konnen wir unter Benutzung der Matrizen-
schreibweise die Warmeleitung im ganzen n-Korpersystem mit der Matrizengleichung

£ T

(4a)

wo : "
Ty(x) kZIHIk —Hy —Hy, ..
T(x) = TZ(:x) , H=| —H,, k;HZ" —Hy ...}, Lbk=1,2,...,n

T.(x)
2) Es ist zu beachten, dass A*, A und [ hier, sowie in (4b) und (6) im Allgemeinen fiir jede
einzelne Gleichung einen anderen Wert besitzen wird.
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und
wy + Hy Ty
W= :
w, + H,T,

ist, beschreiben. Die Randbedingungen konnen dann in der Form

T
(6) Ei@ + H* T(x) = konst

dx x=0,1
ausgedriickt werden, wobei H* wiederum eine Matrix der Koeffizienten H3, i, k =

= 1,2, ..., n bezeichnet.

ALLGEMEINE LOSUNG DES EINDIMENSIONALEN WARMELEITUNGS-
GLEICHUNGSSYSTEMS

Wir wollen uns nun der Losung des Gleichungssystems (5) unter den Randbedin-
gungen (6) zuwenden. Setzen wir voraus, dass die Losungsfunktionen T(x) fiir alle
positiven Werte von x die notwendigen Bedingungen fiir die Durchfiithrbarkeit
der Laplaceschen Transformaticnen erfiillen werden und fithren wir die Laplacesche
Transformation der Gleichung (5) durch. Wie man sich leicht iiberzeugen kann,
indem man die Transformation Zeile fiir Zeile durchfiibrt, erhalten wir

%) (pZE~H>T(p>=pa+ﬁ—";V,

wo
a= [oa;\ und B = /f
o, B
die beziiglichen Grenzwerte der Losung und ihrer ersten Ableitung im Koordi-
natenanfang von rechts sind. Gl. (7) stellt ein System algebraischer Gleichungen dar,
in dem die Bildfunktionen der gesuchten Losungsfunktionen Tj(p) als Unbekannte
auftreten. Bezeichnen wir den Determinanten der Koeffizienten-Matrix dieses

Gleichungssystems (p>E — H), welcher ein Polynom in p ist, mit D(p), dann muss
fiir die Bildfunktionen der Losungsfunktionen ganz allgemein

) — ;Q",(E), i = n
(8) T,-(p)—pD(p), =1,2...,

gelten, wo unter D(p) der Determinant D(p), bei welchem die mit p multiplizierte
Spalte durch die rechte Seite von (7) ersetzt wurde, zu verstehen ist.
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Die allgemeine Losung von (5) kann daher an Hand der komplexen Unkehrformel
der Laplaceschen Transformation als komplexes Integral dargestellt werden

) Tix) = L {,D_@} L f D) oy

pD(p) T r— lt(aD(()
i=1,2,...,n und (=r+it,

wo die Integration entlang der Geraden r = konst. durchzufiihren ist. Die Lage
dieser Geraden ist so zu wihlen, dass alle Pole von D,({)/¢ D({) links von der Geraden
zu liegen kommen usw. In (9) wurde die Veriinderliche unter dem Intergalzeichen
mit { anstatt mit p bezeichnet, um zu betonen, dass wir p als komplexe Verdnderliche
betrachten.

Der Determinant p D(p) ist 2n + 1 Grades in p, D,(p) aber nur 2n-ten Grades. (8)
kann daher unmittelbar zwecks Berechnung von (9) in Patialbriiche zerlegt werden.
Zu diesem Zwecke driicken wir p D(p), d.h. den charakteristischen Determinanten
des Systems, multipliziert durch p als Polynom der beziiglichen Eigenwerte aus,

(10) p D(p) = p(p* — p}) (P> — P3) - 7).

Es soll an diesen Stelle betont werden, dass wir uns lediglich auf die Behandlung
des Falles realer Eigenwerte beschrianken wollen. Diese kommen in der Praxis am
hiufigsten vor und wir sind bei Aufgaben, wie sie hier behandelt werden, praktisch
noch niemals auf komplexe Wurzeln gestossen.

Der Beziehung (10) entsprechen dann sowohl positive als auch negative Werte p;
(die sich aus der Losung der Gleichung p D(p) = 0 ergeben). Bezeichnen wir die
positiven Eigznwerte p,, die negativen p_, und den Eigenwert Null als p,. In prak-
tischen Fillen hat die Gleichung pD(p) = 0 nur einfache Wurzeln. Dann kann
die Zerlegung in Partialbriiche wie folgt angeschrieben werden

= Di(pu) ) 1
u=-n [P D(p)]ﬁagpu (p - p,,) ’

wo [p D(p)]'" die erste Ableitung nach p bezeichnet. Setzen wir diesen Ausdruck
fiir Ty(p) in (9) ein, kdnnen wir ohne Weiteres den Wert des Integrals, d.h. die 2ni
fache Summe der Residua in den Polen p, und damit die gesuchte allgemeine Losung,
angeben

(1) T,.(x)-_—L“{EEQJ-)—}z Lt S I

pD(p)]  w*=a[p D(D)]5Y,,

Die Giiltigkeit von (11) ist durch den Auschluss mehrfacher Wurzeln und dadurch,
dass Dp) ein Polynom niederen Grades als p D(p) ist, sichergestellt (siche z.B.
Churchill [1] Absch. 20). Auch im Falle mehrfacher Wurzeln kénnen wir die Losung
auf die beschriebene Weise berechnen. Wir miissen nur den beziiglichen Ausdruck
fiir die Partialbruchzerlegung benutzen.

Ti(p.) =
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Die rechte Seite von (11) kann (durch aufteilen von D(p)) in drei Determinanten
zerlegt werden: Einen mit der i-ten Spalte p?a, einen zweiten mit der i-ten Spalte pf
und schliesslich einen dritten mit der i-ten Spalte — W. Wir bezeichnen diese Determi-
nanten sinngemiéss D(p; p’«), D(p; pB) und Dp; —W). Bedenken wir, dass
D(p; p*¢), D(p; —W) und [p D(p)] gerade Funktionen von p sind, wohingegen
D(p; pB) eine ungerade Funktion von p ist und dass

[p ()], = D(o) = (—1)" 1 p?

n=1

und

D pn—1 n
[p D(P) gl-lipu = 2p,, {p EP) z} = Zpi 'I'l (pz - pf) _n (Pz - pi)
ist, so kénnen wir (11) wie folgt umformen
(12)
Ti(x)

Il

g Di(p,; 72%) + Di(p,i = W) + D0, PuB) p _
n=-n [p D(p) ;1__311“
_ DAOI=W) | Dipiria) + Do, —w) ey

Z‘ l"ll 2
(=1 “I:]1 p: " p? Kf:ll(p,rpx) H (p,, p2)

+ Dl(pu’ puﬂ) ePrr — g7 Pux -
n—1 R n 2
pe I (o2 = p3) 11 (pi —p3d)
k=1 K=p+1
i .o . - X .__w'
= D—»———'(O’ . W) + i ”?;(p‘“ P%) + Dip,; ) cosh p,x +
(=1)" l_[1 p.  #=tp; 1 (2 - px) H (pu - p})
p= k=1
+ Y D(py: puﬂ) sinh p,x .
pn=1

p—1
pﬁ[[ pi— 2) H (p2 — pl)

In (12) haben wir, wie man sich leicht iiberzeugen kann, eine allgemeine Losung
unseres Problems gefunden, wobei @ und B vorderhand nicht nidher bestimmte
Konstanten sind. Ehe wir an ihre Bestimmung aus den Randbedingungen heran-
treten, wollen wir die gefundene Losung noch etwas ndher untersuchen. Setzen wir
zundchst voraus, dass wir es mit einem System von Stdben tu zun haben, die aus-
schliesslich hintereinander gereiht werden, so dass alle H; mit Ausnahme von H,
i = k, indentisch Null sind. Dies bedeutet, dass in dem Gleichungssystem (3) kein
einziges Paar von Gleichungen untereinander simultan ist. Der Determinant D(p)
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besitzt dann einzig und allein in der Hauptdiagonale von Null verschiedene Elemente
und die Losung wird mit Riicksicht auf

D{p; —W + pB + p’a) =

= (=wt o+ ) (0 = D) 11 (7 - 52)

k=it

fiir jede einzelne Gleichung aus (3) unabhingig von den anderen

(13) T{(x) = v%, + <oci - %‘) cosh p;x +&sinh pix
i pi i
lauten, mit p;, = \/H,-,.. Setzen wir im Gegensatz dazu voraus, dass alle Stibe aus-
schliesslich parallel angeordnet sind und dass alle Gleichungen mit allen restlichen
simultan sind; dann werden natiirlich alle 2n Koeffizienten in (12) von Null verschie-
den sein.

Zwischen diesen Extremen liegen dann alle die Félle, wo das Gleichungssystem
in ein oder mehrere simultane Teilsysteme zerfillt, die untereinander unabhéingig sind

(wenn wir von den Randbedingungen absehen, natiirlich)

& ° und in eine Gruppe von einzelnen von einander unab-
jo--=+-+6+ol  hingige Gleichungen, wie symbolisch in Abb. 2 ange-
= o deutet ist. Alle Gleichungen des Systems werden dabei

weiterhin durch die Randbedingungen untereinander
ot G oi4g -0 verkniipft sein. Unter diesen Umstdnden wird die Losung
fiir die einzelnen Teilsysteme durch die Gleichungen (10)
und (12) festgelegt sein und fiir die einzelnen nicht-
Abb. 2. simultanen Gleichungen durch (13).

Die so gefundene allgemeine Losung ist als Ganzes in
(6) einzusetzen, damit die Konstanten a und B bestimmt werden koénnen, wobei
wir voraussetzen wollen, dass die Elemente von p iiberhaupt so bestimmt werden
konnen, dass die vorgeschriebenen Randbedingungen Gl. (6) fir die x = [ erfullt
sein werden. Dabei ist darauf zu achten, dass jede Losungsfunktion T,-(x) in Gl
(6) zweimal aufscheinen muss: Fiir die Anfangswerte der Argummente x = 0 und
fiir die den Stabenen entsprechenden Werte x = [ usw. Am einfachsten gestaltet
sich das Gleichungssystem zur Bestimmung von «und B, wenn die Randbedingungen
in Form von (4b) vorgeschrieben sind. In diesem Falle ist einfach Ti(x) fiir die bezii-
glichen Werte der Argumente in die link e Seite von (4b) einzusetzen.

PRAKTISCHE AUSWERTUNG DER ALLGEMEINEN LOSUNG

Die Bestimmung der Losung wird im konkreten Fall in einer Reihe von Schritten
durchgefiihrt: Bestimmung der Eigenwerte der Koeffizientenmatrizen der einzelnen
Teilsysteme, Bestimmung der Werte der Determinanten D(p,) der einzelnen Teil-
systeme und der dazugehdrigen Werte von [p D(p)]'2, . Zusammenstellung der
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allgemeinen Gesamtlosung und zuletzt, deren Einsetzung in die Randbedingungen
und Bestimmung der Zahlenwerte von « und g durch Lésung der beziiglichen Gl. (6)
resp. (4b).

Es ist nicht unsere Absicht hier die Eignung einzelner numerischer Metheden.
die zur Durchfiihrung der notigen Schritte zu Gebote stehen, zu diskutieren. Es soll
nur ganz allgemein festgestellt werden, dass eine numerische Auswertung der Losung
im Prinzip ohne weiteres an Hand der laufend zur Verfiigung stehenden Hilfspro-
gramme (Bestimmung der Eigenwerte von Matrizen, Berechnung des Wertes von
Determinanten und Losung von Systemen algebraischer Gleichungen) mittels
Rechenautomaten durchgefithrt werden kann, was im Falle mehrerer Gleichungen
von wesentlicher Bedeutung ist.

Die Moglichkeit der praktischen numerischen Auswertung der allgemeinen Losung
unterliegt aber einer Einschrinkung. Die Losung kann (in einem gewissen numeri-
schen Sinn) recht unstabil werden. Ein Bild davon, was wir in dieser Beziehung
erwarten konnen, konnen wir schon aus den berechneten Zahlenwerten der Eigen-
werte gewinnen. In dem Gleichungssystem (6) and Hand dessen wir « und § zu
bestimmen haben, treten als Koeffizienten hyperbolische Funktionen auf. Je grosser
der wertmissige Unterschied zwischen dem grossten und kleinsten Eigenwert sein
wird und je grosser das Intervall der unabhingig Verdnderlichen wird, desto grossere
ordnungsméssige Unterschiede werden zwischen diesen Koeffizienten vorkommen.
Dabei ergeben die Summen der einzelnen Zeilen verhiltnisméssig kleine Werte — die
vorgegebenen Temperaturen oder Wéarmestrome. Erst eine eingehende Analyse der
Werte der Koeffizienten kann uns da z.B. zeigen, mit wie vielen giiltigen Ziffern
wir arbeiten miissen usw.

NUMERISCHES BEISPIEL

Die Wiarmeleitung in den beiden in Abb. 3 symbolisch dargestellten Stiben wird durch folgende
Differentialgleichungen beschrieben

d?T,/dx? — 1,5789 . 107 3T, + 2,1053 . 10737, —= — 1,3158 . 10"},
d*7,/dx* — 3,7333. 10717, + 1,6600 . 10~ ' T, = —12,133,

mit den Randbedingungen

dT dT _
1 = 1,579.1073[T,(0) — 20], -1 = —2,632.1073T,(5),
dx /.- dx | _
dT. dT
s <A2> = 0,2[T,(0) — 15], <ﬂ2»> = —0,5[T(5) — 51,
dx dx
x=0 x=5

so dass wir nach Durchfithrung der Laplaceschen Transformation fir D(p)

D(p) = (p* — 1,5789 .1073) (p? — 3,7333. 107 ") — 2,1053. 107> . 1,6600 . 107" =
= p* — 37491 . 107 'p? + 2,5260. 107 *



mit Wurzeln

P} =(46,11748 . 10" 1)?; p2 = (12,5990p %)2
erhalten. Fir die Determinaten D; ergibt sich
Dy(p; —~W 1 pp + pPa) = [—1,3158. 1071+ pBy + pay, 2,1053. 1073 | =
| —12,133 4 pB, + p*ay, p2 — 3,7333 107!
= D,(p; —W) - Dy(p; pB) -- Dy(p; p*a) =
= 7,4667 . 1072 + {p*a, — p?(1,3158 . 107! -
4+ 3,7333.107 Yoy + 2,1053. 107 3a, | p34,

- 3,7333.107 '8, +
+2,1053.10734,)) .

Auf analoge Art bestimmen wir D,(p). Wir setzen noch fir

[p DY = pT . p3 = 2,5260. 107 * usw.

ein und koénnen die allgemeine Losung zusammenstellen:

T((x) = 295,58 -+ (1,9000 . 1071 - 2,4249 . 1073, — 5,6358. 10 3a,) .

.cosh 6,1174 . 107 'v = (3,9599. 10718, — 9,2124.10734,) .

.sinh 6,1174 .10 'x -
+ (295,77 + 9,9758 . 10~ Yo - 5,6359 . 107 3a,) cosh 2,5990 . 10~ 2 4
- (38,4104, + 2,1700 . 101 f,) sinh 2,5990 . 10 2,

I

Ty(x) = 159,18 + (—32,190 — 4,2831 . 10" 'x; - 9,9758 . 10~ 1x?).

.cosh 6,1174 .10 'y -

Wir fithren die Ableitung von 7T(x) und T,(x) durch und setzen x; = 0 und x = 5 sowoh]

in die Losungsfunktionen, als auch in ihre Ableitungen ein und stellen die Gl. (6) zusammen,
die nach Umordnung

—4,85267, 11,8098, —6,78510, 19,3203 )\ =
2,18566. 1072, —3,6761. 1072, 1,04586, —5,46475. 1072 [ a,
1,57890. 1073, o0, —1,0000, 0 B,

0, 0,20000, 0, —1,00000 B,
= /369,418
—1,66745 . 107!
3,15780 . 102
3,00000

lautet und die Werte ay = 114,687, a, = 62,7745, f; = 1,49510. 107! und B3 = 9,55530 als
Losung ergibt, sodass wir

Ti(x) = 295,59 + 0,10433 . cosh 0,61174x — 0,087435 sinh 0,61174x —
— 181,00 . cosh 0,02599x - 7,8163 sinh 0,02599x ,

Ty(x) = 159,18 — 18,690 cosh 0,61174x - 15,477 sinh 0,61174x —
— 77,715 cosh 0,02599.x -}- 3,3561 sinh 0,02599.x

als Losung erhalten.
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Benutzen wir als Ausgangswerte abgerundete Werte, fiir die numerische Auswertung der
Losung

427, _3 -3 -1
S~ 15600 10737 42,100 10777, = — 1,316 1071,
X
dZTZ -1 1 -1
2 70T 1,600 10717, = — 12,133,
X

sodass die Werte der Koeffizienten der Differentialgleichung nun um

’ T
AuENEEH
114 T
70 L | |
Toy=10 W
hy = 0,008
h* 6002 2,=01  Ag=001| h* 0005 00
Ty=15 <€ §,=15 P 7,=5
h*< .00 9,,=6 & hyp=000q4 h* 001 T,0
—t 50
7‘71:20 Q‘f Z,=0,5 A1=3,8 S$4=3 —J’ 7;)5:0

! =5

—

. ; 45 77234567
X >

=

Abb. 3. Abb. 4.

1,3% 0,25% 0,013%
0,008% 0,0%  0,0%
von den urspriinglichen abweichen, erhalten wir als Eigenwerte
p? = (+0,6117)%, p3 = (40,0283)
und fir die Koeffizienten «; und f;

ay = 126,39, o, = 66,825, B, = 0,1666, f, = 10,371,
sodass sich
Ty (x) = 248,67 - 0,0789 cosh pyx — 0,0957 sinh pyx —
121,94 cosh p,x |- 9,2877 sinh p,x,
T,(x) = 135,00 — 19,711 cosh pyx + 16,796 sinh p;x —
— 60,540 cosh pyx -+ 2,499 sinh p,x
als Losung ergibt. Wir sehen, dass die Werte beider Losungen betréchtliche Differenzen aufweisen.

Das heisst soviel, dass ein vom technischen Standpunkt aus recht geringfiigiger Abrundungs-
fehler einen Bedeutenden Fehler in der berechneten Losung ergibt.
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Dem in Abb. 4 festgehaltenen Losungsverlauf ist zu entnehmen, dass mittels der gleichen
hyperbolischen Funktionen und Eigenwerte einmal ein recht steiler, einmal ein recht flacher
Losungs-Verlauf dargestellt wird. Dies fiihrt zu der, in dem Beispiel demonstrierten ,,Instabilitate.

Um die Gute der Losung eines gegebenen Wirmeleitungsproblems beurteilen zu konnen,
erscheint es zweckmissig an Hand der gefundenen Losung eine Warmebilanz durchzufiihren,
d.h. die sich aus dem Losungsverlauf ergebende Wirmeentwicklung und Wirmeabgeba usw.
zu vergleichen.

DISKUSSION DER LOSUNG

Unsere Untersuchung ergibt folgendes Bild. Jedes beliebige System eindimensio-
naler Wirmeleitungsgleichungen kann im vollig allgemeinen Fall in Teilsysteme
(ev. mehrere) simultaner Gleichungssysteme und dein System von gegenseitig unab-
hingiger Gleichungen aufgeteilt werden. Unter besonderen Bedingungen kann das
System allerdings ausschliesslich aus simultanen oder von einander unabhidngigen
Gleichungen bestehen. Die simultanen Gleichungssysteme beschreiben, bildlich
gesprochen, ,,parallele Stibe und Platten*, die untereinander Warme austauschen,
diz unabhingigen Gleichungen ,hintereinander angeordnete Stéibe und Platten‘.
Die Losungen der simultanen Teilsysteme bestehen, unter der Voraussetzung, dass
die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix real sind, aus der gleichen Anzahl von
Losungsfunktionen der Form a, cosh p,x + b, sinh p,x, wie die Anzahl der Glei-
chungen im System ist (n’), also u = 1,2,3,...,n’, wobei p, diec Eigenwerte der
Koeffizientenmatrix des betreffenden Teilsystems sind, also von den anderen Differen-
tialgleichungen unabhingig, ebenso von den Randbedingungen und der Wéirme-
entwicklung. Die Losung jeder einzelnen der unabhingigen Differentialgleichungen
besteht aus einem einzigen solchen Ausdruck. Bei allen Systemen von Gleichungen
tritt im Falle dass sich wenigstens in einem Stabe oder Platte Warme entwickelt,
d.h. wenn die rechte Seite von (5) wenigstens fiir eine der Gleichungen von Null
verschieden sein wird, ein konstantes Glied auf. Die Konstanten der hyperbolischen
Funktionen wiederum sind von allen Differentialgleichungen des Gesamtsystems
und von den Randbedingungen abhingig.

Im speziellen Fall vollig symetrischer Randbedingungen kann, wie bekannt,
die Wirmeleitungsaufgabe so formuliert werden, dass eine Randbedingung als
adiabatische Bedingung formuliert wird. Es zeigt sich, dass auch im Falle eines
ganzen, symetrischen Systems von Stdben und Platten die Losung sich dann verein-
facht: Die Koeffizienten f werden identisch Null.
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Vytah
USTALENE JEDNOROZMERNE PROUDENI TEPLA V SOUSTAVE n
TELES S VNITRNIM VYVINEM TEPLA I
I. KARASOVA, A. KESSLER
V urcitém ptipadé se problém vedeni tepla v soustavé n téles pfevddi na problém

jednorozmérného vedeni tepla, naptiklad v pfipadé tepelné vdzanych desek a tyci.
Tato prdce je vénovdna nejobecnéjsi formulaci a feSeni zminéného problému.

Pe3rome

YCTAHOBUBHIEECS OJHOMEPHOE PACIIPOCTPAHEHHWE TEILIA
B CUCTEME n TEJI C BHYTPEHHUM BO3HMKHOBEHUEM TEILIA. I

. KAPACOBA, A. KECCIJIEP (I. KARASOVA, A. KESSLER)
B onpeneseHoM ciydae mpobJieMa TemJIONPOBOJHOCTH B CUCTEME N TEJI CBOJUTCS
K po6JieMe OJTHOMEPHOTO PACIPOCTPaHEHUsI TEIIa, HAIIPUMED, B CJIy4ae TEPMUUECKU

CBSI3aHHBIX TUIACTUHOK U cTepxkHer. Camoii o61eit popMyIMPOBKE U PELICHUIO 3TOMH
3a/1a4¥ NOCBELleHA HacTosLas pabora.
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