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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

SUR L’EXISTENCE ET L’UNICITE DE LA SOLUTION
DANS LA THEORIE DU FLUAGE LINEAIRE

III. LE PROBLEME CONTACT ET MIXTE

IvaN HLAVACEK et MIRCEA PREDELEANU
(Regu le 9 novembre 1964.)

LE PROBLEME CONTACT

Considérons les domaines Q du méme type que dans le second probleme aux
limites [12].

Soit donnée la fonction des forces massiques Fe L,(Q, J). Les conditions aux
limites du probléme contact sont:

1° la projection du vecteur du déplacement dans la direction de la normale vers
la frontiere I

3
(31) uy =y vau; =0 sur I, tel,
i=1
3
2° la projection de la tension superficielle g; = Z v.0x; dans le plan tangent vers
k=1
la frontiere I
(32) 9y =9—-v(q.v)=0 sur I,telJ,

ou v est un vecteur — unité de la normale.

Les équations de ’equilibre (4) avec des forces massiques données naturellement
doivent étre accomplies.

Comme dans le premier et second probleme aux limites, a la place d’un probléme
du fluage linéaire nous formulerons d’abord un probleme équivalent de la théorie
de I’élasticité pour les forces massiques modifiées.

On peut écrire la condition (32) aussi sous la forme
3 3
(33) dolt) =Y veou(t) = vi Y, o) vy =0, ted,i=1,273.
k=1 Jk=1
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Si on substitue ici
oult) = G,6, (a comparer [12])

et si on profite de la linéarité de 'opérateur G,, on obtient

3 3
G[Y wbu — v Z Gaviv] = 0.
k=1 k=1
En méme temps on suppose dv(t)[ot = 0 pour te J, i = 1,2,3.
Ensuite, il résulte du lemme 4 [12]

3

3
(34) Y ovedalt) —vi Y 6u() vy =0, ted i=1273.
k=1

Jk=1

Nous sommes arrivés a un probléme aux limites équivalent de la théorie de I'élasti-
cité classique, que nous définissons par les équations

(23) Liu(t)y= G 'F, = Fi(t), tel,i=1,23

et par les conditions aux limites (31), (34).

En solutionnant le probléme contact, on comprendra la solution faible du pro-
bléme aux limites (23), (31), (34), c’est-a-dire la fonction des déplacements u(X, t) e

e WiP(Q, J) telle, que pour chaque f € J on ait (en continuant on supprime ’argu-
ment 1):

3
1° (31) Y. v;ut) = 0 sur I' (au sens des traces),
i<1

2° pour chaque vecteur-fonction ¢(X), qui posséde toutes les dérivées continues
dans Q et satisfait la condition (31), (on indiquera le linéal de ces fonction R), fait

2 0Py 4 2 *
(35) Y Eeuu)dX = =Y | o FTdX.
k=1)g 0 i=1 Jo

i X;

Remarque 5. Dans les cas singuliers, ot I' est compos¢ des surfaces de rotation,
on restreindra la solution u, la fonction F et les fonctions ¢ € R encore par les condi-
tions, qu’on introduit plus tard dans la démonstration du théoréme d’existence.

Remarque 6. La relation (35) résulte de I’équation
3 3
Y [ pLuax =y [ 9.7t dX
i=1 Jgo i=1 ) g

et des conditions aux limites (31), (34) par I'intégration par parties. Le second membre
de (35) représente la valeur de la fonctionelle —(¢, #*), qui est linéaire et continue
non seulement pour ¢ € R, mais aussi pour v e W(Z“(Q), car F* e L,(Q, J) (voir la
remarque 4 [12]).
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Théoréme 3. Le probléme contact pour un corps défini par les relations (1)—(3)
en tenant compte des suppositions du lemme 4, soumis aux forces massiques F e
€ Ly(Q, J) a une solution u, qui est unique dans Hy(Q, J) = W3'(Q, J)" et

(36) luw.coi.0) = ¢|Fli@.n -

Démonstration: qu’on choisisse d’abord un 7 e J fixé et dans le suivant qu’on
supprime le signe de la dépendence de t. Considérons d’abord les domaines dont les
frontiéres ne sont pas formées par les surfaces de rotation, aussi que la condition (31)
déja élimine les déplacements et les petites rotations du corps comme un entier
rigide.

H  soit I’espace hilbertien, qui provient comme une enveloppe compléte du linéal R
dans une norme convenante au produit scalaire

3
: 0
[v,u],, = 2 Yk Gu(u)dX, v,ueR.
ik=1J o 0x;

La forme bilinéaire ainsi définie possede en effet des qualités du produit scalaire
dans une part de I'espace WY ’(Q) C’est-a-dire dans I’ensemble R ont lieu
Iinégalité de Korn ([7], § 43) et I'inégalité

2 > 0v,\?
(37) VL0 = c2_21 ) dx.
=t Jo

ik 6X[
De cela on déduit I'inégalité

(38) I¥|wane) S lV|i. pour veR,

Hp = WED(Q) et la validité de (38) méme pour v e Hy.

La définition intégrale du produit scalaire vaut pour tous les v, ue Hy. C’est la
conséquence de la continuité du produit scalaire, de I'inégalité (38) et de la fermeté
de 'opérateur de la dérivation généralisée.

Suivant le théoreme de Fréchet-Riesz, il existe précisément un élément ue Hy,
tel que

[v,u]y, = —(v.#*) pour veHg,

donc spécialement aussi pour ¢ € R = Hy, alors u satisfait & la condition (35).
La mesurabilité de u(r) résulte de la mesurabilité de la transformation % *(1) dans J.

Nous vérifions I'accomplissement de la condition (31) ainsi: on sait, qu’il existe
la suite des éléments ¢, € R telle que (selon (38))

lim ’(p,, - "'wzm(m =0.

n— o

1)y HR(R, J) soit I'espace des transformations mesurables de I'intervalle J dans I'espace Hy.
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Alors méme pour toutes les composantes, on a

lim l(p'“. - uilwl(l)(g) =0.

n—r o

Pour les domaines du type considéré, il existe une transformation continue linéaire
de I'espace W{V(Q) dans 'espace des traces Ly(I') (voir [7], § 22, resp. [6]). Alors

(*) lim I(p,,i - ui|Lz(f) =0.

n—o
Evaluons la norme des différences

3 3 2 3
|Z ViPni — leiuiﬁz(r) = 2 j [Zlvi((f)ni - “i)]z dxmk dxnk =
i=1 i= 1) g i=

k=

A 3 3 3
= f (52 (5 (00 — 1)) dm, A, = 3 [0 = w0l
k=1 g i=1 i=1 i=1

parce que v est un vecteur-unité. Si on substitue ici la condition (31) pour les fonctions
@,; et la rélation (*), on obtient

3
2
I Z Vi“iILz(r) =0.
i=1
Ensuite, on montre facilement, qu’il vaut (36) et que la solution faible est unique

dans Hg(Q) = W{I(Q).

Enfin nous ferons une mention des cas singuliers ot la condition aux limites (31)
n’élimine pas les mouvements du corps en tant qu’ entier rigide.

En cas ou I' se compose des surfaces de rotation avec un seul axe de rotation com-
mun qu’on identifie sans détriment de la généralité avec I’axe x5, on pose les conditions
suivantes pour la solution u du probléme, et pour les fonctions ¢ € R resp. pour
les forces massiques (pour chaque f € J)

9 )
J (‘T“i - ﬂ) dX =0, resp. J (x1. F, — x,F,)dX = 0.
2 \0Xy 0x, Q

En cas ou I" se compose de deux surfaces sphériques concentriques, on prend les
conditions

j rotudX =0 resp. J (rx Fdx =0,
k9] (9]

ou r est le rayon — vecteur.

es conditions orces massiques expriment [’équili e forces extérieures,
Les conditio our les forc e t’ libre de fi t
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les conditions additionnelles pour la solution u resp. pour les fonctions ¢ sont
suffisantes pour I’élimination des rotations possibles du corps pris comme un entier
rigide. Pour le linéal R ainsi défini on a de nouveau I’inégalité de Korn et I’inégalité
(38) dans Hp, pour la démonstration on peut donc procéder comme tout & I’heure.

LE PROBLEME MIXTE

Supposons de nouveau que le domaine Q satisfait les conditions du second probléme
aux limites [ 12] et que sa frontiére se compose de trois parties

Fr=ry+I'y+ Iy,

(dont une quelconque peut manquer).

Par L,(I')) on désignera I'espace des fonctions p, définies presque partout dans
la partie I'; de la frontiére (c’est-a-dire presque partout dans ces domaines bidimen-
sionnaux g, < g, , ou pour (x,,, X, )€ gL ona

[xmm X (pkr(x'nr’ x"r)] € Fl
(chaque point de I'; pouvant étre exprimé de cette maniére-ci), et tels, que expression

(norme)

Z pz[xmr’ Xy (pkr(xm,’ xnr)] dxmr dx,, = |p|12~z(ﬂ) < ©.

r=k, g.l

L,(I';) représente I'espace des vecteur-fonctions p(X) = (p,(X), po(X), p3(X)), dont
chaque composante p; € Ly(I';), i = 1, 2, 3; et on introduit la norme dans L,(I';) par

2
La(Iy) *

3
Pl = .;,Pi

Par L,(I';, J) on désignera I'espace de toutes les transformations de Iintervalle J
dans L,(I') telles, que P'expression (norme)

sup [P(N]eary = [Pliacran < -
teJ

De maniére analogue, on définit les espaces Ly(I'y), Ly(I'y), Lo(Ty, J) et Ly(T ).
LZ(F]II)9 Ll(rllb J)

Soit donnée la fonction des forces massiques F € LZ(Q, J), la fonction de la charge
de surface p € Ly(I'y;, J) et la fonction des déplacements superficiels fe W{D(Q, J)
telle, que pour tous les t € J on ait f(,) = 0 sur 'y au sens des traces.
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On formule les conditions aux limites du probléeme mixte ainsi (pour tous les
1eJ):

(39) u=f sur I'y,
3
(40) = Z veo(u)=p;, sur Iy, i=1,273,
3
(41) Uy = Y vitl; = 0 sur Iy,
i=1
(42) 9y, =q—v(q.v)=0 sur Iy

(comparer (32)). En outre, naturellement, les relations (1), (2), (3) et les équiatons
d’équilibre (4) doivent &tre accomplies (voir [11]).

On peut écrire ces équations — comme on sait — dans la forme (5) ou dans la
forme équivalente (23), (voir lemme 3 resp. la remarque 4).

On peut transformer la condition (40) dans la forme équivalente (21), valable
sur la partie I'y, de la frontiére et la condition (42) dans la forme (34), valable sur I'yy;.
Nous sommes arrivés de nouveau a un probléme mixte équivalent de la théorie
de I’élasticité classique, que nous définissons par les équations (23) et par les conditions
aux limites (39), (21), (41), (34).

En solutionnant le probléme mixte on comprendra la solution faible du probleme
aux limites équivalent, c’est-a-dire la fonction des déplacements u(X, t) e W5'(Q, J)
telle, que pour chaque t € J on ait (en continuant on supprime I’argument f)

1° u = fsur I', (au sens des traces),
2° ug,, = O sur 'y (au sens des traces),

3° pour chaque vecteur-fonction ¢@(X), qui posséde toutes les dérivées continues
dans @, dont le support est disjoint avec la partie I', et ¢,, = 0 sur I'y, (on indiquera
le linéal de ces fonction M), fait

3 3 3
(43) s J 9915 (u)dx = j S @.p* ds —f S @ FFdX .
o 0 Fi=1 o i=1

ik=1 X

Remarque 7. Dans les cas singuliers, quand I'; manque et la condition (41)
permet les mouvements du corps comme un entier rigide, on pose sur la solution u,
les fonctions ¢ € M et les forces extérieures F, p les conditions suivantes, qu’on intro-
duit plus tard dans la démonstration du théoréme d’existence.

Remarque 8. La relation (43) résulte de I’équation

3
}; L00ulu) g S 0. F*dX

o k=1 0x, o i=1
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et des conditions aux limites (40), (42) pour u et des conditions pour les fonctions ¢
par Pintégration par parties. Le second membre de (43) représente une différence
des valeurs des fonctionelles (¢, p*) — (@, F*) qui sont linéaires et continues non
seulement pour @ € M, mais aussi pour ve W{(Q). Cest-a-dire que le lemme 4
resp. la remarque 2 vaut méme dans le cas ot ’'on remplace partout L,(I', J) par
L,(I'y, J), ainsi que

G, 'pi=pie Ly(Iy, J).

Ensuite, il suffit d’employer la définition de I’intégrale de surface et la continuité
de I'immersion W4'(Q) dans Ly(I",;) (comparer [7], § 22), en attestant I’affirmation
pour la premiére fonctionelle. Pour la seconde fonctionelle I'affirmation est évidente,
car F* e Ly(Q, J).

Théoréme 4. Le probléme mixte pour un corps défini par les relations (1)—(3),
compte tenu des suppositions du lemme 4, soumis aux forces massiques F e L,(Q, J)
et a la charge de surface p € L(I'y, J) a une solution u, qui est unique dans
S® Hy(Q,J) « W(Q, J)? et

(44) lulw.co@.0) = c[IFliyos + [Plerns + [flwaoes] -

Démonstration. On choisit d’abord un t € J fixé et dans la suite on supprime
le signe de la dépendance de 1.

Supposons d’abord que par les conditions (39) et (41) les mouvements du corps —
pris comme un entier rigide — sont éliminés.

On pose
u=fFf+w,

si bien que, au sens de (43), I’égalité suivante devrait &tre valable

3 3 " 3 ('}(p
Z (Pip:'k ds - J Z o; 7 dX — j Z . &i“(f)dX ’
i Q

Fyi=t i=1 o k=1 0X
La fonctionelle définie par la derniére intégrale du second membre {¢, f) est linéaire

et continue pour les fonctions de W{D(Q), car 6,(f) e L,y(Q).

H,, soit ’espace hilbertien, qui provient comme une enveloppe complete du linéal
M dans une norme convenant au produit scalaire

2 vy
[v.w],, = “HLeuw)dX, v,weM.
2

ik=1 0x;

2) H (L2, J) soit I'espace des transformations mesurables de I'intervalle J dans I'espace H),.
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La forme bilinéaire ainsi définie possede en effet des qualités du produit scalaire
dans une partiec de W{V(Q). Cest-a-dire dans I'ensemble M I'inégalité de Korn et
I'inégalité

3 0 2
(37) V[E,0) = € (ﬂ> dx.
ik

Lk=1 J o ﬁxi
ont lieu (voir [7], § 43). De cela, on déduit I'inégalité
(45) [¥[Wacey S ealv]E,, pour veM,

Hy = WED(Q) et la validité de (45) dans H), entier. La définition intégrale du
produit scalaire vaut pour tous les v, w € H,,. C’est une conséquence de la continuité
du produit scalaire, de I'inégalité (45) et de la fermeté de I'opérateur de dérivation
généralisée.

Suivant le théoréme de Fréchet-Riesz, il existe précisément un élément w € H,, tel,
que

(46) [v: Wiy, = (v p*) = (v, %) = v, f>

pour v e Hy,, alors spécialement aussi pour ¢ € M = H,. La mesurabilité de u(r)
résulte de la mesurabilité des transformations p*(t), #*(t), f(r) dans J. Ensuite,
u = f + w satisfait a la définition de la solution faible (43).

Nous vérifions I'accomplissement de la condition (41) sur I'y;; d’une fagon analogue
comme dans le probléme contact, avec la seule différence qu’on emploie ici la conti-
nuité de la transformation linéaire de I'espace W{'(Q) dans I’espace des traces

Ly(Iyy) (voir [7], § 22).
L’accomplissement de la condition

w=0 sur I,

résulte pareillement de Dexistence d’une suite {¢,}, ¢,€ M, qui converge dans
I'espace Wi(Q) vers w, et de la continuité de 'immersion d’espace W3"(Q) dans
Ly(I)).

On atteste I'unicité de la solution faible de méme que p.ex. dans la démonstration
du théoréeme 2.

Pour démontrer (44), on profite de I'inégalité (45) pour w(r) et ensuite de la relation
(46) pour v = w(r) on dérive

@7 |w)li,, < W) w.ooe (P*Olwac- vy + [F O wac-vi2) + [F(D]wac-nea) -

Par la conjonction de (45) pour w(t), de (47) et par la transition a la borne supé-
rieure, on obtient

(48) IWIWI(U(QJ) = c3|p* + F* + f,wz(-')(.(),J) .
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D’apres la citation dans la remarque 8 on dérive par suite
(v, p*(1)] < calv]wacna [P*(D]eacrnn »
d’ou il résulte
'P*’w2(~n(9,1) = C4’P*sz(r”,J) .
Suivant les inégalités analogues (17) (voir [11]) on obtient

P*|Lariny = eslPliau) -
.

En somme alors

(49) IP*IWZ(-I)(.Q,J) é c6|PILz(I'u,J) .

Dans le travail [12] on a établi I'inégalité

(30) [7 * wac-ne2,0y = €5[Fliya -
On trouve facilement que
[(V, f(t)>l = C7|"|w;u>(m |f(t)lW1(1)(Q) s
d’ou il résulte
(50) lf!Wz('“(Q,J) = C7|f'w2<‘>(n,1) .

Si I’on substitute (49), (30), (50) dans (48) et que I'on emploie la relation

ulw.co0.) = [Wlwaen + [flwao@n »

on obtient I'inégalité (44).

Enfin, nous analysons quelques cas singuliers du probléme mixte, quand la partie
I'; de la frontiére manque, et la condition (41) n’é¢limine pas les mouvements du
corps pris comme un entier rigide.

Pour obtenir la solution unique, on compléte les conditions pour la solution u
et pour les fonctions ¢ € M ainsi:

a) quand I'yy se compose de surfaces cylindriques avec les droites superficielles
paralléles p.ex. a’axe x,, nous éliminons la possibilité du déplacement du corps par la -
condition

(1) f”*d)‘:(’;
R Q2

b) quand I'iy est réduite en parties de plans qui sont réciproquement paralléles,
p.ex. avec les équations x3 = xq;, i = 1,2, ..., N, on emploie les conditions

(52) udX = | upax =o, [ (H2_%)\gx-o0:
2 Q o\0x;  0x,
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c) quand [ se compose de surfaces de rotation avec un seul axe de rotation
commun, qu’on identifie sans détriment de la généralité avec I'axe x;, resp. de
surfaces sphériques concentriques, on prend les conditions (voir le probléme contact)

0
(53) j <(f’z _ 8u1> dX =0, resp. J rotudX =0;
2 \0x, 0x, o

d) quand I'yy; est une partie de la surface hélicoidale

X, =90cCcosw, X, =¢sinw,
x3 = g(o) + hw,

il suffit de mettre la condition

(54) gui _ Q‘fi dX = 0.
o \0x{  0x,

Les conditions du type de (51)—(54) sont valables aussi pour les fonctions ¢ € M.
En méme temps, il faut accomplir les conditions nécessaires d’équilibre de toutes
forces extérieures, a savoir dans le cas

(55) a) — FldX+J‘ p ds =0,
JQ I'n

(56) b) — Fldx+f pldS:~JF2dX+J p,dS =0,
Jo ' Q2 I'n

(57) — | (x;Fy = x,F,)dX +j (x1p2 — x3p,)dS =0,
J I'n

c) (57) resp. —f (r x F)dx +J (rxp)dS=0,

(58) d) —J (xF; — x,F;)dX +J‘ (x,p2 — x3p;) dS +
Q '

+h<J —F,dX +J p3d5)=0,
Q I'n

(comparer [7], § 40). En employant I'opérateur G,, on constate que méme les forces
extérieures modifiées 7 *, p* accomplissent ensuite les conditions d’équilibre citées.

Dans chacun des quatre cas cités I'inégalité (37) et I'inégalité de Korn ont lieu
de nouveau dans le linéal corréspondant. Parce que I'; manque, on peut mettre dans
la démonstration précitée f = O et u = w. A part de cela, le procédé de la démonstra-
tion reste sans changement. On vérifie I"accomplissement des conditions (51)—(54)
facilement par un passage a la limite.
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Vytah

EXISTENCE A JEDNOZNACNOST RESENI
V TEORII LINEARNI REOLOGIE

I1I. KONTAKTNI A SMISENA OKRAJOVA ULOHA

IVAN HLAVACEK a MIRCEA PREDELEANU

Dokazuje se existence a unicita feSeni kontaktniho a smiSeného okrajového
problému v linedrni prostorové reologii, s omezenim na homogenni a isotropni
materidly a stdly, v Case neproménny koeficient pricné kontrakce. Je zapocteno
jak dotvarovdni, tak i starnuti materidlu. Pfi smisené tloze jsou na &dsti povrchu
ddna posunuti, na dalsi ¢dsti povrchové sily a na zbytku povrchu jsou kontaktni
podminky.

Reseni ulohy je definovdno ve slabém smyslu (viz [6], [7). Pomoci pfislusné
Volterrovy integralni rovnice je pavodni problém preveden na problém klasické
teorie pruznosti, pro ktery se snadno dokdze existence i unicita feSeni.

Pe3rwome

CYIECTBOBAHUE U OAHO3HAYHOCTb PELIEHWS
B TEOPUM JIMHEMHOW TMOJI3YUECTU

III. KOHTAKTHAS 1 CMEWIAHHASA KPAEBBIE 3AJAYU

MBAH T'JTABAYEK n MUPYA TIPEIDJIEAHY

(IvAN HLAVACEK et MIRCEA PREDELEANU)

ﬂOKa3blB’d€ICH CyuIeCTBOBAHUEC U OJHO3HAYHOCTb pPELLUCHUSA KOHTaKTHOW M cMme-
LIAHHOM KpacBbIX 3a/1a4 B JIMHEHHOI HpOCTpaHCTBeHHOﬁ MOJI3YHECTH, IIPHUHEM OrIpa-
HUYMBAEMCA OAHOPO/IHBIMU W U3OTPOINHBIMU MaTEpHaJlaMU U NMOCTOAHHbLIM, HENE-
PEMEHHbLIM  BO BPEMZHHU I\‘O3(l)(1)l.1l_|,l/leHTOM nonepeyHoro Cxartus. YuuTbiBaeTcs
HACJCACTBEHHOCTb U TAKXE CTaAapCHUE MaT¢pHana.
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B cmemaHHOl 3ajaye mpennojiaraeTcs, YTO Ha OIHOM YacTH TPaHULbI 3aaHbl
NepeMeLLeHNs, HA BTOPOW NMOBEPXHOCTHBIE HANpPSOKEHMSI M Ha ocTaroluelics 4acTu
BBIMOJIHEHBI KOHTAKTHBIC YCIIOBHSL.

Peuienne 3anaun onpenencHo B ciabom cmeicie (em. [6]). TIpu noMoum cooTseT-
CTBYIOILIETO MHTErpajbHOTO ypaBHeHHUs BosbTeppa CBOAMTCS MEepBOHAYAJIbHAS 3a-
[aya K npo6JsieMe U3 TEOPUHU YIPYroCTH, AJsl KOTOPOI JIETKO IPOBEPUTH YTBEPKIACHHE
O CYLLECTBOBAaHHH U OJHO3HAYHOCTH peLICHUS.
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