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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo 2

O NEKTERYCH VLASTNOSTECH MEMBRANOVEHO NAPETI
A JEHO SDRUZENYCH SMERU

ALICE BARTLOVA
(Doslo dne 10. ¢ervna 1964.)

ProtoZe feSeni membrdnového napéti vychdzi ze soustavy parcidlnich diferencidl-
nich rovnic, které v nékterych pripadech nejsou ani linedrni, pouZivd se v praxi
vesmés metod numerickych, vétSinou pfibliznych, a to zejména z hlediska geometric-
kého; skofepinu obecného tvaru prakticky fesit nelze.

Omezime se pouze na statickou ¢dst problému, kterd v obecném pfipadé vede
na parcidlni diferencidlni rovnici druhého fddu. Avsak za uritych predpokladi,
jak bude déle ukdzdno, lze feSeni rovnic rovnovdhy pfevést na integraci totdlniho
diferencidlu bez zjednodusujicich pfedpokladl, které by omezily geometrickou
obecnost feSeni, a nalézt dalsi, vesmés geometrické vlastnosti membrdnového na-
péti. Pro strucnost pouzijeme homogennich rovnic rovnovdhy, tj. pro nulové povr-
chové zatiZzni.

POUZITE OZNACEN[ PRO GEOMETRICKE VELICINY

a=12 =12 s¢itaci indexy
i=1,2,jj=1,2 indexy soufadnic tenzorl
ul, u? parametry plochy
ds® = 4%(du')?® + 24B cos Y du' du® + B*(du?)?
resp. ds* = g,, du® du” prvni zdkladni forma plochy
9= /911922 — (9:2)° diskriminant prvni formy
L(du')®> + 2M du' du® + N(du?)? resp.
h,p du® du? druhd zdkladni forma plochy
1/Ry, 1/R, norm. kfivosti soufadnych ¢ar
r(u', u?) privodi¢ bodd plochy

, or or
Py=0r= —— 1, =0,r =— teCné vektory soutadnych car

ou' ou?

n=(r x "2)1 Jjednotkovy vektor normdly plochy
G’tfi Christoffelovy symboly 2. druhu
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1. VNITRN] SiLY

Rovnice rovnovdhy

Budeme uvaZovat skofepinu takovych fyzikdlnich vlastnosti, které nds opraviiuji
piedpoklddat, Ze je v kaZdém bod€ namdhdna pouze silami, které leZi v roviné
béZné s teénou rovinou jeji stfednicové plochy; napéti podél tloustky skofepiny

Obr. 1. Element membrany, oddéleny soufadnymi
normalovymi fezy.

2

je konstantni[1]. Stfednicovd plocha
skofepiny, vyjddfend rovnici

r=r(u', u?),

necht md Gaussovu kfivost vSude
od nuly riznou — feSeni rozvinu-
telnych ploch lze provést jednoduse
i jinymi metodami.

Oznadime R!, resp. R? vyslednice
vnitfnich sil, které plsobi na jed-
notku délky normalového fezu, vede-
ného podél soutadnicové u'-kiivky
(tj. ktivky u® = konst.), resp. u’-
kfivky (tj. kfivky u' = konst.) — viz
obr. 1.

Z rovnovdhy elementu plochy,
vymezeného Fezy podél &ar (cy, ¢,
konstanty)

U, = ¢y, u- = Cy,
u' = ¢, +du', u*=c, +du?,
najdeme vyminku [2]
(1) 3,(ARW) + 9,(BR®) = 0.
Sily R rozloZime do sméri vektor ry, r, (sloZka ve sméru normdly plochy je rovna
nule)
S T.
2 R = - Zr —2p,,
@) Sr-
R® = ~£r1 —§r2.
A B

Derivace, které se vyskytuji v rovnici (1), vyjddfime za pomoci vztahu o,r =
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= Gjjr, + h;;n jako

ijla

—9,(ARW) = [azs + GL,S + —’; TZG;{] r, +

A A A
+|GLS +0, (=T + =G4,T,|ry, +| hy,S + = hyy, Ty |0,
I: 12 Z(B 2> B 22 2:| 2 [12 B 22142
P (2) B B 1 1
—3,(BR®) = | 9, ZT1 +ZG“T,+GHS ro+

B B
+ [71 T,G3, + 0,S + szs] r, + [:1 hy Ty + hlzs]n.

£

JestliZe tyto vyrazy upravime dosazenim derivaci
1 Gy, A 1 G}
o (=)= — 2 — Zcos YGi,, 9, ~>:——1~1———Bicosgbe1
B? A A A?

a zavedenim pomocnych hodnot vztahy

A? B? AB

hyy=—=—, hyp=——, hp=—,

Rl RZ R12
pak rovnice (1) ve skaldrnim tvaru (podminky rovnovahy sil ve smérech r, r,, n)
jsou

B2
(3) (a) 0,(BTy) + A.0,S — Zcos ¥ .G T, +
A, 1
+ B G,,T, + 24G;,S =0,

2
(b) 0,(AT,) + B.0,S — -AECOS V. GoT, +
B2
+ N G2, T, + 2BG?,S =0,

T, T, 28
—_— + —_ o —
Rl RZ RIZ

=0.

Tensor vnitinich sil

Hledejme vyjddieni vnitfnich sil pro nesoutadnicovy fez, ktery svird s u'-kfivkou
Gihel ; hledanou silu (op&t na jednotku délky fezu) oznacime
R! R?
R=—r +—r,.
A B
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Z podminky rovnovahy elementu podle obr. 2 najdeme
RMsin (y + 4) + RPsin A + Rsiny = 0.

Z tého¥ obr. pro fyzikdlni soufadnice vektoru te¢ny uvaZovaného fezu

t=n"ty 22
B

plyne

N sin (W + ) 2 sin 1
sing sin

Obr. 2. Vyjadreni napéti pro nesouradné fezy.

Misto vektoru te€ny zavedeme nyni jednotkovy vektor vnéjsi normdly N (obr. 2),
pro jehoZ kovariantni soufadnice plati

Ny=1, Ny=—1,
takZe rovnice rovnovahy lze upravit na tvar
R = —RON, — RON, .
Jestlize zavedeme oznaceni
T, = T, T2=T22, S = T2 =712,
pak rovnice rovnovdhy ve skaldrnim vyjadfeni maji tvar
) R' = T"N,.

Rovnice (4), které k normadle Sikmého fezu pfifazuji jeho vnitini silu, definuji ope-
rdtor tohoto pfifazeni T jako tenzor vnit¥nich sil.

Symetrie tenzoru T je totoZnd se zdkonem rovnosti smykovych sloZek protina-
jicich se soufadnicovych fezii, ktery plyne z momentové vyminky rovnovédhy [2];
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plati oviem jen v zde uvaZovaném stavu napéti (u skofepiny, namdhané i momenty,
plati pouze zdkon sdruZenych smykovych napéti).

Zvolme nyni dva sméry nesoufadnicovych fezi jejich normdlami N a ﬁl’, sily
k nim pfislusejici oznacime R a R’. Podminka pro to, aby R méla smér fezu kolmého
o o .
k N"a R" smér fezu kolmého k N, je podle (4)
o o o o
B T —T A
NgRF = NyR'"" = T*N,N; = 0,
coZ je totoZno s rovnici sdruzenych smértt T, tj.
o 0 ,
T*N.Ny =0,
kterou Ize rovnéz psét jako diferencidlni rovnici sité sdruzenych smért T/
Q) T du* du’® = 0,
jejiz staticky vyznam je zfejmy; jestliZe tato sif je siti soufadnicovou, pak je

(6) S=0.

Sit (5) je vychodiskem dalSiho FeSeni.

2. RESEN[ ROVNIC ROVNOVAHY
ProtoZe se omezujeme pouze na statickou ¢dst problému, pokldddme tvar plochy
za dany, tj. pfedem zvoleny. Soufadnou siti necht je sit (5) je tedy S = 0. Z rovnice
(3c) lze pak zavést novou funkci vztahy
T, =TR,, T,= —TR,,
takZe (3a, b) pfejdou v

BZ AZ
0,(BR,T) — — cos ¥ .G R, T— 5 GLR, T=0,

A? B?
0,(AR,T) — ~ cos Y. GLR,T — " Gi,R,T=0.

Rovnice vyfesime pro derivace T, pfi ¢emZ pouZijeme vztahu

de _3lel _ 51,
0 lo
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Najdeme

B A2 R

0, 1g|T| = Zcosn// .G+ 7 G;ZR—IZ — 9, 1g(B|R,|),
A B? R

0, 1g|T| = = cosy .Gl + — G, =1 — 8, 1g (4|R,]).
B 2+ 500 R, 2

Z vlastnosti G',fj plyne

icosx//.Gfl =0,lgA - Gi,,

gcosd/.Géz=021gB— G2,,

takZe soustava prejde v koneény tvar

AR A
7 o,1g|T| = G, +0,1g— — Giy,
() 1 gl | BZRI 22 1 gBlR1| 11
B?R B
0,1g|T] = == G*, + 0,ig —— — G%,.
2 gl l AR, 11 2 gAiRzl 22

Ozna¢me pravé strany (7) a(u’, u?), resp. b(u', u*). Necht oblast, v niZ se m&ni
parametry u', u? je jednoduse souvisld a nechf v této oblasti jsou funkce a, b a jejich
derivace d,a, d,b spojité. Potom, jak je zndmo z matematické analyzy, aby existovala
jednoznaénd funkce Ig |T|, vyhovujici obéma rovnicim (7), je nutno a stadi, aby

(8) 0,0 = 3,b

(tzv. podminka integrability).

Pak (7) md FeSeni

9) T(P) = T(P,) exp (fpa du' + b du2>,

Po
kde Py(ug, uf) je pevny a P(u', u?) je libovolny bod integraéni oblasti.
PRIKLADY
Zvolme tvar stfednicové plochy skofepiny, zatiZené pouze okrajovymi silami,
a hledejme vnitini sily Ty, T, za pfedpokladu, Ze zvolend soufadnicovd sit je sdruZe-

nou siti tenzoru T.
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Piiklad 1: Translaéni plocha
Z rovnice translaéni plochy
z=f(x) + o(»)
najdeme pro prvni zdkladni tenzor plochy

A* =1+ f?, ABcosy = f'¢’,
B*=1+¢2, g*=1+f?+0¢",

f’(p" (P’¢/'
G;Z = 5 G;Z = 2
g g
f/.f/l f”¢l
G}I = T3 Gfl = 2
g g
a pro druhy
L=f_ , = M=0
g g
ProtoZe je tedy
A’R, 4 B’R
— G = Gl , - M GZ = GZ ,
B°R, 22 11 1R, 11 22

jsou pravé strany rovnic

o=l b—o gl
AB AB

Podminka (8) pfechdzi v
02,1g(9AB) = a2, 1g (9AB).

Predpokldddme-li /” # 0, ¢” # 0 v celé integratni oblasti, jsou a, b spojité. Pod-
minka (8) je splnéna, rovnice (7) maji tvar

6x1g|Tl=6,lg£%l,

N
s air- ol
jejich feseni je ziejmé&

T=cg—
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a hledané sily

Pifiklad 2: Minimdlni plocha

Za soufadnicové kiivky zvolime hlavni kfivky plochy. Sit je tedy ortogondlni

a plati pro ni

Bo,B 0,4
1 _ 1 T _ Y1
Gz, = Ve Gll_A’

A0,A d,B
Gfl___ Bi > G%z—i

Minimdlni plocha je plochou nulové stfedni kfivosti, je tedy

Lyl 0, 4 R =-R =R.
R, R,

Pravé strany soustavy (7) pfejdou v

a= -0 1g|R| = —0,1g|R|,
b= —0,lg|R,| = —0,1g|R|
a feSeni
T= .
IR|

Hledané sily
T, =T, = csign R

jsou tedy konstantni a sob& rovny.

Pozn.: Podrobné fe$eni dalSich ploch viz [3].
3. VEKTOR NAPET{
V piedchozim odstavci byla v podstaté vyfe$zna zdkladni uloha, tj. uréeni vnitinich
sil a nalezeni podminky, za niZ lze feSzni pfevést na integraci totdlniho diferencidlu.

Toto fe$eni bude nyni jesté doplnéno pozndmkami o nékterych dalSich vlastnostech
membrdanového napéti.
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Na stfednicové plose M membrédny definujme vektorové pole

V(u', u?) = v*(u', u?) r, + v(u', u*) n ’
vztahy

(10) 0,V = AR® 9,V = BR®
které podminky rovnovahy (1) prevadéji na
2,V=0.

Vektor V¥ budeme nazyvat vektorem napéti. Jeho soufadnice jsou vazdny podmin-

kou, #e obé derivace (10) nemaji slozky ve sméru normdly. ProtoZe pro derivace
soufadnych vektort plati

6irj = G(?jra + I’l,‘j" s

maji tyto podminky tvar

v*hy, + 0,0 =0,

V*hy, + 00 = 0.

Kdybychom poklddali za zndmou funkci v, pak determinant soustavy pro ne-

zndmé v’ je

hythyy — (hi2)*,
tj. diskriminant druhého zdkladniho tenzoru plochy, ktery pro nerozvinutelnou plo-
chu je vzdy rizny od nuly, soustava m4 pro v', v? feSeni. Z toho plyne, Ze membranovd

napjatost je charakterizovdna jednou funkci napéti-jedinou, na ostatnich nezavis-
lou slozkou vektoru V¥ — prdvé tak, jako napjatost rovinnd.

Vektor ¥V mizzme poklddat za pravodi¢ bodu plochy A>;I, kterd je geometrickym
obrazem vnit¥nich sil [4].

Urcéeme napf. plochu M za pfedpokladu, Ze sit€ sdruZenych sméri (tedy i smérd
hlavnich) tenzortt T a h;; splynou; za soufadnou vezméme sit hlavnich sm&rd.
V4 (10) plyne pro soutadnicové vektory plochy M

r,=0,V= —%Tzrz,

X

B
r,=0,Y = —ZTlrl,

N

a ze vztahu g;; = F,r; metricky tenzor plochy M
= (A‘)Z (Tz)z ’
(B)? (T0)*,

T\T,g,2, =0 (Je g2 = 0)-

Il

x
g1
x
922
x
gdi2
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Je tedy soufadnicovd sit plochy M rovngz ortogondlni [a tedy sit hlavnich sm&ra
T hlavni siti zobrazeni plochy M na ]\,;I]
Pro normdlu plochy M plati

X X X X
gn =7r; X r, =T Tgn

a pro druhou hlavni formu plochy M tedy

x x X A
.{\"’ h11=n51r1——ET2h12,
o 5
x X
G ds hyy = A OyFy = — = Tihy,y,
I e A
&
X x X A
hi, =nor, = — E T,h,, .

Obr. 3. Element ohebného vlakna.

|
o
IS

ProtoZe soufadnicovd sif plochy M je sdruzznd, je h , =
x x
hiy = hy =0,

coz charakterizuje asymptotickou soufadnou sit. Ta je vak ortogondlni pouze u ploch
minimdlnich, které jsou tedy obrazem kaZdé membrdny, u niZ hlavni sméry TV
a h;; jsou totoZné.

Staticko-geometrické analogie 1ze ovSem vyuZit i jinymi zpiisoby, neZ v uvedeném
prikladg.

4. VOLNY OKRAJ MEMBRANY
Timto terminem oznacime okrajovy nosnik membrdny, ktery je podepfen pouze

v bodech (nikoliv spojit) a je namghdn pouze osovou silou.
UvaZujme ohebné vldkno tvaru
r=r(s)

(s je délka oblouku k¥ivky od uritého bodu kfivky), které je zatiZeno spojitym
zatiZenim (na jednotku délky oblouku)

p(s) = pi(s) t + pa(s) N + ps(s) b,

kde jednotkové vektory t, N a b tvofi privodni trojhran kfivky:

d
= hlavni te¢na,
ds
dr .
N = 452 norméla (R-polomér kfivosti),
b=tx N binorméla.

142



Vldkno miiZe byt namdhdno pouze osovou silou, tedy
oc=o0ct, o= Ial s
pro jejiz derivaci plati
do do N

=—t+0—.
ds ds R

Vyminku rovnovdhy ¢dsti vldkna po-
dle obr. 3

(2)
do = pds R

vyjadfime tedy ve skaldrnim tvaru jako

do
(1) (a) Pi=—,
ds

o

b P2 = —,

6 p-?

(c) p;=0.

UvaZujme nyni volny okraj membrd- Obr. 4. Okrajovy element membrany.

ny o stfednici tvaru
(12) r=r[u'(s), u*(s)] = r(s).

Z (11c) plyne, 7e zatiZeni plisobi vZdy v oskulaéni roving kfivky (tj. rovina tN);
zatiZeni okraje membrdny je tvofeno vnitfnimi silami membrdny, které leZi v te¢né
roviné plochy.

Aby okrajovy nosnik skofepiny byl namdhdn pouze osovou silou, je tedy nutno,
aby jeho stfednice byla asymptotickou kfivkou plochy.

To tedy znamend, Ze a) volny okraj nemiiZe existovat u ploch kladné kiivosti,
kde asymptotické kiivky nejsou redlné, b) pouze u pfimkovych ploch miZe byt
volny okraj pfimy.

Hledejme nyni podminky pro to, aby asymptotickd kfivka (12) mohla byt volnym
okrajem dané membrdany. Z rovnovdhy elementu na obr. 4 najdeme

pds = ARMD du' + BR™ du?

kde
p=rpt+pN.
Pro te¢nu kiivky (12) plati
s 1ds

143



JestliZe nyni zavedeme vektor kfivosti kfivky soufadnicemi

. dA! ; du® duf
G = CU g, S
ds? ds ds

pak, jak se lze snadno presvédcit, pro derivaci teCny plati

t * duf
de _ G'r, + G?r, + haﬂdidln_
ds ds ds

ProtoZe pro asymptotické kfivky je
h,g du® du? =0,

je jejich prostorova kfivost rovna kfivosti geodetické,

1
— = |@G].
! -gl

Rovnice (13) ve skaldrnim tvaru bude (pro jednoduchost piedpokldddme opét
S = 0, neni to viak nutné)

W', oG B
e T 6 "4 ds’
du2+pG_2_ Adu!
P ds 2|G| B ds

Reseni této soustavy je

1 2
pl___i Tzécldl__TIEGZdi‘. ,
|G|l "B ds A ds

B (du*\? A (du"\?
=g|T = (=) -TZ(==)|.
r=o[ni () -m(a) ]
Podle (1 lb) je tedy osova sila okrajového nosniku
2\ 2 1\ 2
(15) =9 Tlgcl“_ —Tzé d_“_
IG|L "4\ ds B\ ds

a podle (11a) podminka nutnd k tomu, aby asymptotickd kfivka (12) mohla byt
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stfednici volného okraje, je

1 2
[TZAZG‘ du’ _ 1 prge d”/] =

(16) -

ds ds
2\ 2 1\ 27
=i{ 9| g () - e 5112) }
ds ! 4 B|G| ds ds

5. APLIKACE PRO LANOVOU SiT

Mezi novodobé stie$ni prostorové konstrukce patii sif, tvofend dvéma systémy
pfedpjatych lan, vzdjemné se kfiZicich. Je-li tato sif dostate¢né hustd, miz:me ji
ieSit jako ohebnou membrdnu a pfimo aplikovat pfedchozi vysledky. ProtoZe vSak
osové sily lan mohou byt pouze tahy, musi podle (9) byt

1
RiR,

<0,

tj. omezime se na plochy zdporné kfivosti.

Lanovad sif md zfejmé& vlastnosti sité (5) Homogenni rovnice rovnovdhy popisuji
montdZni stav sité pouze pfedpjaté, bez stiedniho pldsts (vlastni vdha lan je vzhledem
k predpéti zanedbatelnd). Zvolime tvar lanové sit&; je-li splnéna podminka (8), pak
osové sily najdeme pfimo z (9) vyndsobenim vzddlenosti lan. Minimdlni plocha
Jje pak takovym tvarem sité, pfi niZ — pfi stejné vzddlenosti lan — jsou v§zchna lana
stejné namdhdna.

V nékterych pfipadech se €dsti tuhého okrajového nosniku nahrazuji lanem, které
je pak totoZno s volnym okrajem podle 4.
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Peswome

O HEKOTOPBIX CBOMICTBAX MEMBPAHHOI'O HAIIPSKEHUS
U Er'O COMPAXEHHBIX HATPABJEHUN

AJIMLIE BAPTJIOBA (ALICE BARTLOVA)

PelucHne 0fHOPOIHBIX ypaBHCHUH paBHOBECHS (3) MeMOPAHBI, HAXOASIUEHCS 1O
JeWCTBHEM BHYTPESHHMX CHJI, M300paXKeHHBIX Ha puc. 1, cBoAUTCS B OOIIEM ciiydyae
K muddepeHIaaIbHOMY YPaBHEHHIO B YACTHBIX IIPOU3BOJHBIX BTOpOro nopsyka. Ho
ecJIM KOOPIAMHATHAS CETh HAXOMTCS HA TIOBEPXHOCTH CETOK (5), T. €. CeTOK COIpPSDKeH-
HBIX HAIpPABISHUII TeH30pa BHYTpeHHMX cui TV, pemznue BBuay S = 0 cBOmMTCA
K MHTETpUPOBaHUIO MOJIHOTO aubdzpenumana (7); YCJIOBHE UHTEIPUPYEMOCTHU (8)
BBIMOJIHSIET L2JIBLIA PSiZ MIOBZPXHOCTEN, HATIPUMED, TIOBZPXHOCTH C/ABYDKEHUS U MUHU-
MaJIbHbIe TOBSPXHOCTH, KOTOPHIC MPEACTABISIOT CO00M HOBSPXHOCTH MOCTOSIHHOTO
HAMNPsOHKCHUST MEMOpaHHBL. 3TOT CIOCOO pellleHMss MOXHO WUCHOJb30BaTh MPH BbI-
YUCJICHUU MPEOBAPUTENILHO HAMPSKEHHON HEHATPY)XEHHOH KaHATHOU CETKH, KOTO-
pas kak pa3 o6JlagaeT CBOHCTBOM CETKU (5)

Otpgenbl 3 — QyHKIMM HanpspkeHUust — U 4 — pacdeT KpaeBoit 6anku MeMOpaHsbl,
HArpy>KeHHOH TOJIbKO CHJIAMHM B HAINpPaBJICHMU OCSH — TIOCBSALUCHBI JATbHECHIINM,
MPEUMYILECTBSHHO TeOMSTPAYSCKHM CBOMCTBAM MeMOPaHHOTO HAIIPSDKECHUS.

Summary

PROPERTIES OF MEMBRANE STRESS AND ITS CONJUGATE
DIRECTIONS

ALICE BARTLOVA

The solution of the homogeneous equations of equilibrium (3) of a membrane
under interior forces as in fig. 1, in gzneral leads to a second-order partial differential
equation. However, if the coordinates are taken as in (5), viz. the conjugate directions
of the tensor T of interior forces, then the solution reduces to the integration of the
total differential (7); the integrability conditions (8) are satisfied on a number of
surfaces of constant tension of the membrane, such as the translational surface
or the minimal surface. This solution may be applied to the computation of a pre-
stressed unloaded network which has the property described by (5)

Sections 3 and 4 — the tension function and the solution of the boundary of
a membrane with a purely axial load indicate further, predominantly geometrical,
properties of membrane stress.
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