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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

GRAFICKA METODA RESEN[ JEDNOROZMERNEHO MODELU
DISLOKACE V KRYSTALU

JAN KRATOCHVIL

(Doslo dne 9. ¢ervence 1964.)

1. Radu duleZitych vlastnosti dislokace v krystalu lze kvalitativng ocenit na jedno-
rozmérném modelu, ktery je oznacovan jako model Frenkeliiv [1] Model je represen-
tovdn nekonecnou fadou ,,atomi‘ umisténych v periodickém potencidlu W a vzd-
jemn& spojenych elastickymi pruZinami (obr. 1a). Vznik dislokace v tomto modelu
si miZeme predstavit tak, Ze v pravé Cdsti atomové fady je proveden skluz o vzddle-
nost rovnou periodé potencidlu W. Poruszné stavy jsou na obr. 1b, 1c. Polohy atomt
musi vyhovovat podminkdm rovnovdhy, které zapiSeme ve tvaru:

) (e r = w) = (e = we—y) = V(w) = 0, V(w) = 2714:

kde u, uddvd vychylky k-tého atomu z neporuSené polohy, k je celé dislo,
k € (— o0, ). Periodicky potencidl W nahrazuje ptisobeni okolni krystalové mtizky
na uvaZovanou atomovou fadu a miz zahrnovat i vliv vnéjsiho smykového napéti
vloZeného na krystal. O funkci V(u) budeme ptedpoklddat, Ze je definovdna a je
spojitd na intervalu (— oo, o0), je periodickd s periodou 1 a pro u € €0, &, ¢; > 0,
plati

(2) V(u)z%u, x>0.

V dal§im se budeme zajimat o statické rovnovdZiné polohy atomu u,, jeZ spliiuji
rovnici rovnovdhy (1) a které odpovidaji krystalu s jedinou dislokaci, tj. plati

(A) lim u, =0, (B)limu,=1, (C)u £uy, pro k=0, +1, +2,....
i ko —o ko0

Podminky (A) a (B) charakterisuji dislokaci jako hranici mezi levou a pravou &dsti
skluzové roviny. Vpravo od dislokace byl proveden skluz o —1, vlevo ziistdvaji
atomy v blizkosti neporuznych poloh. Pozadavek (C) znamend, Ze hledané feSeni
odpoyidd jediné dislokaci s Burgersovym vektorem rovnym —1 a ne fadé dislokaci
s riznymi Burgersovymi vektory a s celkovym Burgersovym vektorem rovnym —1.
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Uloha tedy vyZaduje nalézt pro danou funkci V(u) viechny posloupnosti &isel u,,
k & (— 0, o), které splituji systém nelinedrnich diferen¢nich rovnic (1) a vyhovuji
podminkdm (A), (B), (C). V této préci popifeme grafickou metodu feSeni uvedeného

problému. Podrobngjsi fysikdlni rozbor ziskanych vysledki je poddn v &ldnku [2];
tato prédce je vénovana matematickému zdvodnéni navrhované metody.
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Obr. 1. a) Model idedlniho krystalu; b) ¢) Dvé symetrické konfigurace atomi v modelu,
ktery je porusen dislokaci.

2. Pro grafickou metodu feseni systému (1) je vychozi a zdkladni p¥ibuznd Gloha:
Hledejme vSechny posloupnosti &isel u,, k=35, s —1,..., —co které spliiuji
rovnice (1) prok =5 — 1,5 — 2,..., — o0, s je libovoln& zvolené celé &islo.
Ddle poZadujeme, aby posloupnosti u, spliiovaly podminky:
(A') existuje ko, —00 < ko £ s tak, Ze u, = 0 pro k < ko,
(A) lim u, = 0.
P

0

Posloupnosti t&chto vlastnosti nazveme feSenim systému (1) prok = s — 1,..., —c0.
Pokud 0 £ u;, < ¢, pro vSechna k < s, feSeni jsou ddna rovnicemi
(3) u, = uel* ™,

u, e <0, &), B je uréeno vztahy cosh f = 1 + %%, B > 0, x je konstanta z (2). Mno-
Zina feSeni systému (1) pro k = s — 1, ..., — oo je neprdzdnd.
K systému rovnic (1) pfifadime systém rovnic

(4) “k+1““k“vi V(“i)=0,

i=—o0
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ktery jsme ziskali formdlnim setenim rovnic (1) pro i = k, k — 1, ..., — oo. Posloup-
nost Cisel u, pro k =s,5s — 1, —oo kde s je libovolné celé &islo, nazveme feSeni

systémem (4), konverguji-li fady z V(u;), spliiuji-li u, rovnice (4) pro k = s — 1,

s —2,..., —oo0 a vyhovuji-li podmmkam (A"), (A).

Plati: kazde feSeni systému (1) pro k = s — 1,..., —o0 je feSenim systému (4)
a naopak. Z podminky (A’), (A) plyne, Ze existuje CISlo ky, pro které 0 < u, < ¢y,
je-li k < k,. To znamend, Z¢ pro k < k; — 1, u, spliuji linedrni rovnice
(trr — we) — (ug — ty—y) — %u, = 0 a podle (3) plati u, = Dexp p(k — kl),

D > 0. Pro posloupnost u, plati napf. lim u,.k*> =0 a tedy vyrazy Z uj

k= — i=—w
Z V(u;) konverguji. Odtud jiZ snadno plyne uvedené tvrzeni.

Redeni systému (4) (fe¥eni budeme oznadovat indexem oc) pfifadime spocetnou
mnoZinu bodi v roving u, v o soufadnicich

k
(5) U=1uUg,, 0= Sk,a > Sk,z = Z V(ui,z) .
i=—w

Definice 1. Dvé Feseni systému (4), FeSeni a s koncovym bodem s a Feseni o’ s kon-
covym bodem s', budeme povaZovat za shodnd, lisi-li se jen tim, Ze Cislovdni bodii
je posunuto (4. Uy, = Ugrr g Skg = Sktra» S =5 + r) nebo v Fefeni o« oproti
FeSeni a jsou vynechdny (resp. pfiddny) body s, s — 1,...,s = p+ 1,5 =s — p.

Ve smyslu zavedené rovnosti je kaZdému fe3zni systému (4) jednoznadng pf¥ifazena
spocetnd uspofddand mnoZina bodu v roviné.

Véta 1. Dvé FeSeni a a o systému (4) jsou shodnd maji-li jeden spolecny bod.
Dikaz. Existuje &islo I takové, Ze u, , = u; 4, S, = S, (Md-li splyvajici bod
v fe$eni o index I a v feSeni o’ index I, miZzms ve smyslu zavedené rovnosti body
feSeni o pfecislovat.) Z (I — 1)-ni rovnice systému (4) a definice &isel S, plyne
=y =S — V(“z) s Sy =8, — V(“z),
odtud z pfedpokladi véty dostdavame

U, = Ul—1 0> Sic1a= S|t
Z I-té rovnice systému (4) obdobng

Upp1,e = U410 Siv10= Sista -

Shoduji-li se feSeni o, o’ v bod& I, shoduji se i v bodech I + 1,1 — 1, atd.

Z véty 1 plyne, Ze k ureni feSeni systému (4) staéi predepsat soufadnice jediného
bodu. Bod roviny u, v uddvajici feSeni budeme nazyvat representaénim bodem
feSeni.

Lemma 1. Nechf t, je libovolné zvolené ¢islo 0 < 1, < &, za representacni bod
FeSeni vezméme bod k = p, kterému odpovidd nejvétsi hodnota z hodnot FeSeni
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u, < 1. Potom plati: Representacni body vSech FeSeni systému (4), kterd spliiuji
nerovnost 0 = u, < ¢, prok < s,vyplnivrovinéu,vuseckuu = 7,0 = m/(l - e"ﬁ).
Cislo © je parametr, re(‘roe“/’, TO). Kazdému representacnimu bodu této usecky
odpovidd prdvé jedno FeSent.

Dukaz. Vzhledem k tomu, Ze

u, = ugexp Bk — s)

k k
v =S = Y V(w) = nuge™ Y e =x[l — e ugexp f(s — k),

i= i— =00
vSechny body uvaZovaného feSeni leZi na tsefce v = %u/] —e? 0<su< €y
a vzhledem k definici 1 nejméné jeden na tseéce u = t,

X _
v = —1, e

Cl—et

To<T=Tp.

Kazdé hodnoté  z intervalu 15e ™/ < t < 1, odpovidd representa¢ni bod feeni (4);
staéi poloZit v rovnici u, = usexp f(p — s), u; =1, p = s = 0. Usetka 19¢™ <
< 1 £ 1, je representaénimi body vyplnéna. Zdavéredné tvrzeni vyplyvd jiZ trividlng.

K pevné zvolenému &islu 7y, 0 < 75 < &, budeme postupné definovat O-ty az I-ty
oblouk kfivky S, kde [ je pfirozené &islo. Body I-tého oblouku budeme oznalovat

tu, .

Nultym obloukem nazveme usecku ‘u =1, % = xt/l — 7%, 10¢™" <1 < 1,
Podle lemmatu 1 nulty oblouk representuje vSschna feSeni (ve smyslu zavedené
rovnosti) systému (4), kterd spliiuji poZadavek 0 < u, < 7o, pro k < s. KaZdé feseni
téchto vlastnosti md na nultém oblouku pravé jeden bod.

Na zdklad& (I — 1)-ho oblouku definujeme -ty oblouk: I-tym obloukem nazveme
mnoZinu bodi 'u ="ty + "o, ' = to + V(" 'u + ''v). Vzhledem k vlast-
nostem funkce V(u) je k spojitému (! — 1)-nimu oblouku I-ty oblouk uddn t&mito
rovnicemi jednoznaéné a je spojity. Znamend to, Ze k danému 1, 1¢ ¥ < 1 < 1,
je na [-tém oblouku uren jednoznaéné bod, ktery se spojitou zménou T méni svoji
polohu na I-tém oblouku spojité&.

Lemma 2. UvaZujme vsechna feSeni systému (4) pro kterd plati: 0 < u, < 7,
prok <s—1, bod k=5 — 1+ 1 leZi na prvém oblouku, ..., bod k = s — 1 leZi
na (I — 1)-nim oblouku. Representacnim bodem takového FeSeni nazveme bod
k =s. Tyto representacni body vyplni I-ty oblouk. KaZdému FeSeni uvedenych
vlastnosti odpovidd na I-tém oblouku prdvé jeden bod.

UZitim Gvahy z dikazu lemmatu 1 lze dokdzat lemma 2 snadno uplnou indukci.

Lemma 3. Oblouky na sebe spojité navazuji, tj. proni oblouk navazuje na nulty,
druhy na proni, ..., I-ty na (I — 1)-ni atd.
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Pod pojmem spojitého navazovdni rozumime

lim 'u =""u(t,), lim v ="'""0(z).

totge-F torge- b
Pro prvni oblouk plati, uvaZujeme-li vztah P t+e P —2=uyn,

lim 'u = lim (t + %7)[(1 — e %) = 75 = u(z,),

t—10e- 8 1= 10e-B
lim 'v = lim [xt/(1 — e?) + V(v + x1)J(1 — e7#)] = wroe”?[(1 — e7*) +
t—o19e- B t-10e-B

+ %19 = #70/(1 — e7*) = %u(zy),

a z indukce plyne tvrzeni lemmatu 3.

Definice 2. Pro dané t, nazveme krivkou S mnoZinu bodi, které vypliuji used-
ku v = xu/l — e™®, 0 < u <1y a proni, druhy, ....... , (1= 1)-ni,1-1p. . .oblouk.

Véta 2. Krivka S je definovdna jednoznacné nezdvisle na volbé t, a je spojitd.

Diikaz: K danému 74 jsou oblouky definovdny jednoznaéng, tedy je jednoznad-
né uréena 1 kfivka S. Volimz-li za 7, jinou hodnotu 74, 0 < 75 < ¢; dosdhneme
jen jiného dé€leni kfivky S na oblouky. Podle v€ty 1 nemlZ:me pii vytvdfeni
obloukt odpovidajicich hodnoté 7y obdrZzt jiné body neZ body leZici na obloucich,
které ndlez:ji 7,. Vzhledem k spojitosti obloukl a jejich spojitému navazovani je
ktivky S spojitd.

Véta 3. Vsechny body pFirazené kaZdému z reSeni systému (4) lezi na kfivce S.
Je mozZné nalézt cisla vy, | takovd, Ze bod s lezi na I-tém oblouku.

Diikaz. Vezméme libovolné feSzni systému (4) a zvolme jeho jeden bod k = s
za representatni. Vzhledem k tomu, Zz feSeni musi spliovat podminky (A") a (A),
po konedném poctu kroké (jejich pocet oznalme I) budou body k < s — I leZet
v linedrni oblasti a tedy nutné na tsedce v = xuf(1 — e™*), 0 < u < ¢;. Volme
To = Ug_; tj. bod k = s — I leZi na nultém oblouku takto zavedeném dé&leni k¥ivky S.
To v8ak znamend, 7z bod s — [ + 1 leZi v prvém oblouku atd. ... a%Z bod k = s
leZi na I-tém oblouku. Vsechny body feseni leZi nutné na kfivee S. Tim je tvrzeni
véty 3 prokdzdno.

Zvolms na kfivce S libovolny bod. Vzhledem ke konstrukci kfivky S lze vidy
nalézt takovy oblouk na kfivee S (tj. zvolit takové t,), Ze zvoleny bod pati do tohoto
oblouku. Podle popsanych vét lze tento bod poklddat ta representaéni bod feSeni
systému (4). Pfifadime-li k zvolenému bodu (miZ2me jej nyni oznagit s) oblouk
zplUsobem, ktery byl uddn v diikaze véty 3, pak je spravné tvrzeni véty 4.

Véta 4. KaZdé FeSeni systému (4) md na oblouku, ktery je pFifazen libovolné
zvolenému bodu kfivky S (vyjma bodu u = 0, v = 0), prdvé jeden bod.

V tomto odstavci jsme dokédzali existenci a jednoznaénost kfivky S a do uvedenych
vét jsme shrnuli jeji podstatné vlastnosti.
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3. Na zdklad& tivah z druhého odstavce lze ulohu ,,nalézt vechna feseni systémy
(1), kterd spliiuji podminky (A), (B), (C)", ¥elit ndsledujicim zpiisobem. ZVolme
libovolny atom fetézce a oznaéme ho indexem k = 5. Atom k = s déli fetézec na dvyg
&dsti (d&leni je moZao zavést i jinym ne¥ uvedenym zptisobem):

I. Retézec, ktery je slo¥zn z atomi s indexem k = — oo, ..., s.

IL. Retézec, ktery zalind pruZinou mezi atomy s, s + 1 a zahrnuje atomy k —
=s+1,..., 0.

Obr. 2. Grafické feseni systému (1) dané pruseciky kiivek S a Z pro V(u) slozené z piimkovych
usekit. Plna ¢ara predstavuje kiivku S, ¢arkované je vytazena kiivka Z. Krouzky a plné vyznadené
pruseciky predstavuji dvé mozna feseni.

Viechny moZné rovnovdzné konfigurace fetdzce 1., ktery spliiuje podminky (A),
(A) jsou representovdny body k¥ivky S. (KFivka S ddvd predstavu o silovych pomé-
rech v fetézci: S, uddva silu, kterou bychom museli pisobit na atom k = s, aby byl
vychylen z neporusené polohy o vzddlenost u,.)

Vsechny moZné rovnovdzné konfigurace fetézce II. vyjadiime kfivkou Z. (Nyni
hleddme posloupnosti &isel uy, k ='s, s + 1,..., 00, které spliuji rovnice (1) pro
k=s+1,s+2,..., 00 a vyhovuji podmince (B) a podmince analogické k (A’).)
K¥ivka Z je mnoZina bodi roviny u, v o soufadnicich (y znadi index FeSent)

[<e)

(6) U=, v==2,, Zi,— ¥ V().

i=k+1

+

Analogickym zplsobem jako pro kiivku S lze dokdzat existenci, jednoznaénost
a dalsi vlastnosti kfivky Z.

Reeni dlohy z prvého odstavee nalezneme z podminky rovnovahy (1) s-tého
atomu (i, — ug) — (uy — u,—y) — V(u,) = 0, kterou vzhledem k definicim k¥ivek
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S a Z je moZné napsat ve tvaru
(7) S, =2

pfi CemZ Zdddme u, , = u, .

Pro dané V(u) nalezneme feSeni tak, 7= sestrojime kfivky S a Z a uddme jejich
pruseciky. Z takto nalezenych feseni budou piedstavovat jedinou dislokaci ta feseni,
kterd vyhovuji podmince (C). (Podminka (A’) a analogickd podminka pro fetézec IL.
podminku (C) pIn& nevystihuje.)

Regeni nezdvisi na volbé indexu rozd&lovaciho bodu k = s (viz definice 1). To zna-
mend, protknou-li se kfivky S a Z v bodég, ktery oznacime s, protnou se i v bodech
k= —o0,....,5s = 1, s + 1,..., co. Plati totiZ, Ze u,, je moZnou polohou atomu,
je moZnou polohou atomu i U 4 Us—y 4 --., které nalezneme k danému ug , z rovnic
(4). K¥ivky S a Z bud nemaji #ddny spole¢ny bod, nebo jich maji alespoii spodetné
nekoneéné mnoho. Jednoduchy ptiklad kfivek je uveden na obr. 2.

Kfivky S a Z je mozné snadno konstruovat a zjistit tak polohy atomua ve vSech
moznych rovnovdZnych konfiguracich, které predstavuji model krystalu poruseny
dislokaci. (Zm&nime-li vhodn& podminky (A), (B), (C), lze studovat i skupiny dislo-
kaci.) Vé&ta 4 umoZiiuje uréit podet riznych feSeni z podtu prisediki, které padnou
do libovolného z obloukit k¥ivky S.

Rozbor vysledk ziskanych grafickou metodou je popsdn v préci [2].

Dékuji I. BaBuskovi Dr. Sc., F. Krouprovr Dr. Sc. a E. Vitiaskovi C. Sc. za cenné diskuse
a pomoc pii zpracovani uvedenych otazek.
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Pe3rome

TPA®UYECKWN METOJ] PEHIEHMS OJHOMEPHOM MOJEIU
AUCIIOKALIVN B KPUCTAIJIJIE
SAH KPATOXBWJI (JAN KRATOCHVIL)
[Ipensaraetcs rpaduyeckuii MeTO pelleHUsT OECKOHEYHOW CUCTEMBI HEJTMHEHHBIX

Pa3HOCTHBIX ypaBHeHUA. MeTo/ MCMOIb30BaH IS MOJIyYCHHUS] CTATUYECKHX PABHO-
BECHBIX KOH(QUTYpauuii aToMoOB, KOTOpPBIE MNPEACTABISIOT OJHOMEPHYIO MOJENb
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kpuctaiia ¢ guciokauyeii (1) (Puc. 1). Monoxenus u, atomos (k — MHIEKC aTOMA)
B MOJIEJIM MBI TIOJTy4MITH U3 yCJIoBUiT paBHoBecHs (1) u ycstosuii (A), (B), (C).

MBEI pasjiesisieM LEnouKy aToMOB Ha JIBE yacTi (s — JiroGoe 1zioe yncso): I) uenou-

Ky, COCTOSILLUYIO U3 aTOMOB k = — 0, ..., &, II) LIEMOYKY, HAUMHAIOULYIOCS MPYXUHON
MEX/1y aTOMaMH s ¥ S + 1 U coaepXarolllyto aToMbl kK = s + 1, ..., 00.
Bce Bo3MoxHbIe paBHOBeCHble KOH(uUrypauvu nenovyku I. mpeacraBieHsl 1mocieno-
BATENBLHOCTAMY Uy, k = s, s — 1, ..., —00, KOTOpbIC¢ BBINOJHSIOT cucTemy (1),
k=s—1,5—2,..., —o0 u yciosus (A’), (A). Jto6oii mocieq0BaTeIbHOCTH BO3-
MOKHO COMOCTABUTH YIIOPSAAOYEHHOE MHOXECTBO TOYEK B IJIOCKOCTH U, U C KOOPAU-
Hatami (5). B craTbe JoKa3bBaeTCs, YTO TOUKHM BCEX MOC/IEI0BATEIBHOCTEH 06pasy-
FOT B IJIOCKOCTH U, U KpuBYI0 S. KpUBYIO S MOXHO JIETKO MOCTPOUTH: AJIsI TUHEHHOIO
V(u), (2), u, momydatorcst B popme (3) u:u =1, v = xt/(1 — e™*); paa (I — 1)-ot
TOYKH KPUBOM S MbI HAXOIUM KOOPAMHATHI TOYKM | U3 ypaBHeHwid: u; — u,_; = S;_,
S; =Sy + V(uy).

AHaJIOTHYHO TOYKHU B ILJIOCKOCTH U, U, KOTOpBIe npuHaprexar uenouke I, nmeror
KOOPJAMHATHI (6) 1 00Opa3yror kpuByro Z. KoHpurypauo aToMoB B MOJIEIM KPUCTAJT-
JIa ¢ TUCJIOKAell Mbl HAXO/IMM U3 YCJIOBUI paBHOBECHS, KOTOPBIE TeMEPh MOXHO Ha-
mcath B Gpopme (7) Touku nepeceyenust kpusbix S 1 Z (Puc. 2) IPeACTABISIOT peLe-
Hust cuctemsl (1), koTopbie BemMoHsOT yeutosus (A), (B). duciokauuu 6yayT coot-
BETCTBOBATH ITOCIIEOBATEIIBHOCTH, U KOTOPbIX BhImomteno (C).

Summary

GRAPHICAL SOLUTION METHOD OF ONE-DIMENSIONAL MODEL
OF DISLOCATION IN CRYSTAL

JAN KRATOCHVIL

A graphical mzthod of solution of an infinite system of non-linear difference
equations is presented. The method is used to determine the static equilibrium
configurations of atoms which correspond to a one-dimensional model of a crystal
disturbed by a dislocation (1) (Fig. 1). The positions u, of the atoms (k is the index
of the atom) in the model are found from the condition of equilibrium (1) and the
conditions (A), (B), (C).

Consider an atomic chain composed of two parts (s is an arbitrary integer):

I. a chain which is composed of atoms — oo, ..., s,

I1. a chain which begins with the spirng between the atoms s and s + 1 and which
contains the atoms s + 1, ..., co.

All possible equilibrium configurations of chain I are represented by the sequences
of numbers u,, k=s,5s — 1,..., —oo, which fulfil the system (1), k= s — I,
s — 2,..., —oo, and satisfy conditions (A'). (A). To each sequence u, we can assign,
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in the u, v plane, a countably ordered set of points having the coordinates (5). It is
proved that the points of all sequences u, constitute a curve S in the u, v plane.
The curve S can easily be constructed: for linear V(u) (2), the u, are given by (3)
and u = 7, v = x1/(1 — e””); for point I — 1 on the curve S we find the coordinates
of the point I from the equations u;, — u,_; = S;_1, S; = S;_; + V(u).

Analogously, in the u, v plane a curve Z is assigned to chain II. The curve Z is the
set of the points having coordinates (6). The configuration of atoms in the model
of a crystal with a dislocation is found from the conditions of equilibrium, which
can be transformed to the form (7). The intersection points of the curves S and Z
(Fig. 2) yield the solutions of the system (1) which satisfy conditions (A), (B). The
dislocation is represented by those sequences u, which satisfy (C)
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