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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

UBER DIE OPTIMALE BERECHNUNG DER FOURIER’SCHEN
KOEFFIZIENTEN

Ivo BABUSKA

(Eingelangt am 16. April 1965.)

1. EINLEITUNG

In der numerischen Praxis spielt die numerische Berechnung des Integrals
. 1 (2 .
(1) Tf) = f f(x)e™dx, pz0,
2n Jo

p ganze Zahl, eine besondere Aufgabe, wobei f(x) eine 2n-periodische Funktion ist.

Es handelt sich hier um die Problematik der numerischen Berechnung eines
speziellen Funktionals. Uber diese Fragen vergleiche auch [1], [10]. In dieser Arbeit
beschiftigen wir uns mit der numerischen Berechnung (linearen Charakters) mit
Hilfe der Funktionswerte der Funktion f(x) in den Knotenpunkten eines gleich-
missigen Netzes.

Wir setzen
j i J 2n .
(2) 1(p.j.a?, ... a®) (f) = ¥ f<,. ,> o
=1 \ Jj

und wollen uns mit der Frage der Wahl der Koeffizienten a{’ beschiftigen.
Fir den Fall p = 0 wird in der numerischen Praxis die Trapezformel
: 1
a? ==, 1=12..,j,
J
als geeigneteste angenommen. W. E. MILNE hat auf die Vorziige der Trapezformel
gegeniiber den anderen Formel als erster aufmerksam gemacht. Er hat gezeigt:
Wenn die k-te Ableitung der Funktion f(x) von endlicher Variation ist, so ist der
Fehler von der Gréssenordnung O(I/j"“), (Vgl.zB.[2]. S. 130.) Davis [3] vergleicht
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die Eigenschaften dieser Formel mit den anderen, z.B. der Gauss’schen und kommt
zu dem Schluss, dass die Trapezformel nicht immer die Beste sein muss. (Siehe noch
weiter.)

Fiir p > 0 hat L. N. G. FILON [4] eine numerische Methode angedeutet, die heute
in der numerischen Rechenpraxis oft beniitzt wird. Der Hauptgedanke der Filon’schen
Methode besteht in der Uberwindung der Schwierigkeiten die damit zusammen-
hiangen, dass der Integrand in (1) einen sehr oscilierenden Charakter haben kann
(fiir grossere p) trotzdem die Funktion f eine glatte Funktion ist. Filon approximiert,
dhnlich wie in der Simpson Regel, die Funktion f(x) durch Teile einer quadratischen
Parabel (also nicht den ganzen Integrand) und erhilt eine Quadraturformel, deren
Koeffizienten von dem Wert p, j abhingen.

Mit der Berechnung von (1) hat sich auch BABUSKA in [1] und [5] beschiftigt.
Einige Fragen im Zusammenhang mit dem Verkleinerungskoeffizienten sind in [6]
angefithrt. Ausfiihrlicher ist diese Problematik in [7] und [8] analysiert. Einige
Fragen, welche mit dieser Problematik zusammen hingen sind auch in [9] zu finden.

2. FORMULIERUNG DES PROBLEMS

Trotzdem es sich in der numerischen Praxis grdsstenteils um die Berechnung
cines konkreten Integrals (1) handelt, und wir doch iiber die numerische Berechnung
als Methode sprechen, so verstehen wir darunter die Approximation des Funktionals
(1) durch das Funktional (2). In diesem Sinne wollen wir die Methode (2) als geeignet
oder nicht geeignet je nach der Grosse des Fehlerfunktionals J,(f) — I(f)') be-
trachten.

Es sei ein Banach-Raum B der 2n-periodischen Funktionen derart gegeben, dass
J, und I auf B stetige lineare Funktionale sind.

Das Funktional I(p, j, a'’%, ..., a'/}) nennen wir eine optimale Approximation
von J,in B*, wenn fiir jedes a,, ..., a; gilt

(3) |1, = 1(p. ), a¥). ... afh)]

B* § ”Jp - I(palv al* T aj)l B*

(die Norm ist als Norm der Funktionale genommen).

Wir bezeichnen noch

B* -«

(4) l(m(pq.j) = inf ”J,, — I(p, j, a?, .., (zg-j))[
J

ali)i=1

Dieser Ausdruck (4) driickt offensichtlich die maximale Genauigkeit aus, welche
in der Klasse der Formeln von der Form (2) erreichbar ist.

1y Wir schreiben anstatt /(p. j, a(lj), a}j’) (f) einfach I1(f) oder I falls es zu keinem Missver-
standnis kommen kann.
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Es ist daher offenbar zu sehen, dass der Begriff der Optimalitét relativ im Zusam-
menhang mit der Wahl des Raumes B ist. Von diesem Standpunkt aus, kann keine
Methode universal optimal sein. Z.B. Davis fithrt in [3] (fiir p = 0) Fehlerab-
schitzungen an, aus denen hervorgeht, dass z.B. die Gauss’sche Quadratur in manchen
Fillen (Wahl des Raumes B) besser ist, als die allgemein anerkannte Trapezformel.
von der wir gesprochen haben.

Wir haben schon angefiihrt, dass wir in der numerischen Rechenpraxis immer
nur einen konkreten Fall des Integrals (1) berechnen. Bei der Wahl der konkreten
Methode taucht dann die praktisch sehr bedeutungsvolle Frage auf, in welchen
Raum B wir unsere konkrete Funktion einbetten sollen. Wir kdnnen sie natiirlich
in verschiedene B einbetten, davon hingt dann aber auch die Angebrachtheit der
jeweiligen Methode ab.

Im Zusammenhang hiermit ist die Problematik der Verringerung des Risikos eine
Funktion in einen ungeeigneten Raum einzubetten sehr aktuell.

Fiir die Probleme der mathematischen Analysis ist die Existenz eines bestimmten
derartigen Prameters j, j = 1,2, ... charakteristisch, dass wir das gewiinschte
Ergebnis fiir grosse j erhalten (d.i. fiir j — o). Es ist daher natiirlich, dass dhnlich
wie in einer Reihen anderer Probleme, der assymptotische Gesichtspunkt sehr
wichting sein kann.

Es sei eine Funktion B(j), j = 1,2, ... derart gegeben, dass die Funktion f(j)
nur ganzzahlige nichtnegative Werte annimmt. Es sei ein Banach Raum B und die
Folge der Koeffizienten '

gegeben.
Die Formel I(5(j)j, j, a’, ..., a”) nennen wir assymptotisch optimal (in Bezug
auf B(j)) wenn

S) Wiy = 1B s afs s @) g = 2P(BCGY S J) (1 + 0(1)) e j — o

resp. ordnungsmdssig optimal, wenn

) Wayy = 1BG) I ds @ aP) g = 2%(B(7) . 1) O(1) i j— oo
gilt.
Vom Standpunkt des schon gesagten, kommt nun die Frage auf, ob wir es erreichen

konnen, dass eine Folge al/) gleichzeitig assymptotischen (order grossenordnungs-

miissig) optimal fiir eine womdglich breite Klasse von Ridumen B ist.
Wir wollen ein solche Klasse von Ridumen definieren. Wir bezeichnen .# den
Raum aller reeller Folgen y = (y, 7,, ...) welche folgende Eigenschaften erfiillen:

1. 7,20, y9%>0, j=0,1,2,...
2. Es existiert j, derart, dass y;, + 0 (jo hingt allgemein von y ab).
3. lim y}'fj =0.

jmeo
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Jeder Folge y ordnen wir eine Funktion

© .
W(z) = X 07
i=o
ZUu.

Mit Riicksicht auf die Voraussetzungen iiber # ist offensichtlich, dass

1. y,(x) fir x 2 0 eine wachsende und positive Funktion ist,

2. ein D > 0 derart existiert, dass fiir x > 0 ist
©) (9 2 (1 +)D.

Es sei ye . Wir bezeichnen H, den Hilbertraum aller stetigen 2n-priodischen
komplexen Funktionen g(x) mit dem Skalarprodukt (g(x) € H,, h(x) € H,)

() (9, 1), = Zv, j (99(x) AO(x)) dx .2)

Mit Riicksicht auf die Voraussetzungen iiber # kénnen wir nun voraussetzen,
dass alle Funktionen g(x) € H,, y € # total stetig sind. Die Rdume H, fiir y € #
bilden eine genung grosse Klasse von Banachriumen, iiber die wir gesprochen haben.

3. UBER DIE OPTIMALE FORMEL

In diesem Abschitt beweisen wir folgende Behauptung:

Satz 1. Es sei ein natiirliches p und j, y € & gegeben. Wenn wir dann
. 1 o
(8) af’ == C(p, j,y) ¥, IT=1,2,...j
J

setzen, wobei
+ o
(9) (o)™ = 0r") X ({5 = PP
==
gilt, ist das Funktional
1(]’a]; a(lj), ey a;.j))

eine optimale Approximation des Funktionals J, in H., wobei die optimale Approxi-
mation eindeutig bestimmt ist.

Z) Offensichtlich solange 7; = 0, so missen wir die Existenz der j-ten Ableitung nicht voraus-
setzen. Die Ableitungen sind im verallgemeinerten Sinne zu verstehen. (D.h. schwache.)
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Weiter gilt dann

(10) 2(p.J) = ((p?) " QP jis v) »
wobei
(11) QpJ.v) = (2m)"* (1 = Clp. j.v)* -

Beweis. 1. Wir zeigen zuerst, dass
Jilg) = (27) " (g, (W,(p?) " e ™),

+
ist. Wenn g(x) e H, ist, dann ist g(x) = ¥ c¢.e™ wobei

k==

m Y |al* v, (k) = gl <

Weiter ist

00D €, = S [T iy ) ) o) e s = 2me.

=—w

Anderseits ist auch offensichtlich J(g9) = c_,,.

2. Genauso einfach lédsst sich zeigen, dass gilt

(0o Je o) (0) = 20 €I 00 X (05 = D) €70,

3. Weil H, cin Hilbertraum ist, so ist die Projektion auf den entsprechenden
Teilraum eine optimale Approximation. Es geniigt daher festzustallen, ob die Funk-
tion

o) = @) () e — Clpsin) X (5 — PP ]

fir x, = (2n)j) L 1 = 1,..., j gleich Null wird.
Es ist

N =-wo

o (%7 1) = Cru ) e =y (1) €l B A5~ ).

Damit ist der erste Teil unserer Behauptung bewiesen.

4. Der zweite Teil ist wiederum einfach. Offensichtlich ist

X(Hy)(p’ y) = “(_’(\)Hr :

Durch einfaches Ausrechnen erhalten wir sofort unsere Behauptung.
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Wir wollen die Ergebnisse unserer Behauptung ndher betrachten. Die optimale
Approximation ist auf Grund von Satz 1 die gewohnliche Trapezformal multipliziert
mit dem Verringerungskoeffizienten C(p, j, y). Wir sagen Verringerungskoeffizient,
denn offensichtlich ist C(p, j, y) < 1.

Der Ausdruck C(p, j,7) (siehe (9)) und der Fehler x***(p, j) hingen offenbar
nicht davon ab, ob wir y mit einer multiplikativen positiven Konstante multiplizieren.
Wir konnen z.B. voraussetzen y, = 1.

4. UBER DIE ASSYMPTOTISCH OPTIMALE FORMEL

Wir kénnen ganz analog wie in Abschnitt 3 folgenden Satz beweisen:

Satz 2. Es seien natiirliche p und j und y € # und B = 0 gegeben und wir setzen

a;j) = Eeip.an/j ’ l = ]’ 2’ ’/ ’
J

Dann ist

(12) |4, = I(p,ju a. ... D)2 = (2 Y (p?)) " (1 _B+B (_1 + _--—B,—>) .
C(p. j,v)

Wir wihlen nun B = 1, d.h. wir setzen a{’) = ¢'?*""/J[j. Die so entstandene Forme]

u

nennen wir Universalformel. Dann ist (p = B(j)j) (vgl. (10), (11), (12))

W scins = 1BG) s Js @Ps - a5 _ 1 _
(1) J» 1) C(B(j)JsJsv)

= 1 D) (E 0+ PO+ 30l BD) ).

(13)

Aus (13) folgt sofort Satz 3, 4 und 5.

Satz 3. Es sei B(j) = p[j. p sei ganzzahling und nichtnegativ. Dann ist die
Universalformel assymptotisch optimal fiir jedes y € H# .

Der Beweis folgt sofort aus (13), (9) und (6).
Satz 4. Es sei 0 < f(j) < « < . Dann ist die Universalformel grossenordnungs-
mdssig optimal fiir jedes ye S .

Beweis. 1. Wir beweisen zuerst, dass gilt

(14) sup iM—§D<oo.

j=1,2,.. 1=1 l//-,(jz(t _ a)z)
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Wir sehen leicht ein, dass unter unseren Voraussetzungen ist

bR 1 .
AP = 2P) = 1 W) 2 = o) T o

Daraus folgt jedoch (14).

2. Unter unseren Voraussetzungen gilt jedoch auch

WEO P - 0
WP+ BOP) w7~ )Y

(15)
und

(1()) V/V(BZ(J) 12) < l//‘/(azjz)

V(2 = BO)) ~ (e = 2)%)

Aus (13), (14), (15) und (16) folgt jedoch sofort unsere Behauptung.

Satz 5. Es sei 0 < (j) < o < 4. Es sei &', < A ein Teilraum des Raumes A
aller solcher Folgen y€ A dass y,(x) kein Polynom ist. Dann ist die Universal-
formel assymptotisch optimal fiir jedes ye ;.

Beweis. Es guniigt offensichtlich zu beweisen, dass
(17) im V) _
x>0 %(x)
Dann ist der Beweis gleich dem von Satz 4.
Wir wihlen ein natiirliches N und beweisen, dass
(18) fim 40 5
X~ 00 lpy X)

Es gilt

19 gc_z;(_x)gl+N_ Yo “(N—l)y2x2+(N—2)y3x3+...+nyN.
0 e e

Weil jedoch nach den Voraussetzungen ,(x) kein Polynom ist, so konvergieren
die letzten zwei Glieder aus (19) zu Null. Damit ist aber (18) und daher auch Satz 5
bewiesen.

Was ist die Bedeutung von Satz 3, 4 und 5. Die Bedeutung der Sétze besteht darin.
dass fiir eine grosse Klasse von Riumen H, die Trapezformel universal optimal
sein wird. Die Bedingung a« < % ist offensichtlich eine notwendige Bedingung fiir
die assymptotische Optimalitdt, denn fiir den Fall, dass wir B(j) = % haben, wird
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der erste Summand in der zweiten Summe in (13) nicht zu Null konvergieren und wir
erhalten keine assymptotisch optimale Formel. Das bedeutet praktisch, dass wir
immer j > 2p benutzen miissen.

5. UBER DIE EINDEUTIGKEIT DER UNIVERSALFORMEL

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns nur mit dem wichtigsten Fall, d.i. fiir
[}(]) = p/ Aus dem schon gesagten folgt, dass die Universalformel fiir kein y € #
optimal ist. Wir zeigen jedoch, dass kein y, e 2# derart existiert, damit die optimale
Formel in H,, assymptotisch optimal fiir alle H, wird.

Es sei also y, € # gegeben und I(p, Jj, al _— (”) sei die optimale Approximation
in H,.

Wir beweisen folgenden Satz:

Satz 6. Es existiert ein y € # so, dass die optimale Formel in H, nicht ordnungs-
mdssig optimal in H, ist.

Beweis. Nach Satz 1 und 2 ist

C(j)=||Jp 1(p, js a8, - a7 _ 1= C(pds o)

(“(p. ))? 1= C(p.j.7)
C(p.Js 70)  (C(PsJy v0) = C(p.Js 7)\ < 1 _ N
1 - C(p,js 7)( C(p.j.7) ) T1-C(p.jy) (1 = Ap.j 7o)

gy LI 00 = B + 0l + 9T
ED S ) [0 = D) + 0l + 9D

S zm@{w(w—wm*+Wﬂw+mm*;
D S ) Tl = PP+ Gl + )]

1\%

Wir wihlen nun ein y € # so, dass l,br(x) = l//)?u(x) Ein solches y € A existiert
offensichtlich.

Wir haben nun (fiir j > p und t = 1, 2, ... mit Riicksicht darauf, dass y(x) anstei-
gend ist)

) ) o ) )
VAt + 1) (G + p)?) (4 P Ul - p)?)
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Ahnlich auch
U(r?) Yra(P?) ¥y(P?) ,
V(5 = p)?) ~ v = p)) ¥l — P)?)

sodass
E(7) = C(ps s 70) Wyol(F = P)))C(p. 4, 1) ¥so(P®) Z Dot + (j = p)?) .

Hiermit ist Satz 6 bewiesen.

6. SCHLUSS

Wir haben in dieser Arbeit gezeigt, dass es praktisch niitzlich und vorteilhaft ist
eine solche Formel zu beniitzen, welche wir universal genannt haben. Diese Formel
hat die Eigenschaft, dass sie assymptotisch optimal in einer grossen Klasse von Teil-
rdumen ist. Es ist jedoch notwendig zu bemerken, dass die erzielten Ergebnisse
eng mit dem Umstand zusammen hingen, dass die Norm invariant zur Verschiebung
ist. Es existieren natiirlich Rdume in denen die Universalformel nichteinmal assymp-
totisch optimal ist. Dies dndert jedoch nichts am praktischen Vorteil dieser Formel,
deren Vorteil entgegen der optimalen Formel darin besteht, dass allgemein die Be-
nutzung der optimalen Formel nur um sehr wenig besser sein kann, aber um sehr
viel schlechter.
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Vytah
O OPTIMALNIM VYPOCTU FOURIEROVYCH KOEFICIENTU

Ivo BABUSKA

V prici se studuje otdzka, zda existuje formule I(f) numerického vypodtu integrdlu

(1) Tf) = H f(x) e dx, pz0
ve tvaru
2 I(f) = li f (? l) by,

kterd md tu vlastnost, Ze pro Sirokou t¥idu Hilbertovych prostortt H periodickych
funkci plati

wp 1)~ %1 (3F1)or

3) lim /=t 7 =1.
7% inf  sup Jp(f)—2f<—?r l>a§f)
a || fllns1 =1 J

V préci se ukazuje, Ze polozime-li

(4) b;j) — l.eip(Zﬂ/j)l s
J
dostaneme formuli uvedenych vlastnosti, pficemz pozadavek (3) urcuje (4) v jistém
smyslu jednoznac¢né.
Dile se ukazuje, ¢ mdme-li funkci B(j), j = 1, 2, ... takovou, Ze B(j)j je pfiro-
zené, a je-li 0 < B(j) £ o < 4, potom vyraz

sup

Lo (2n i2np(j)!l
Topilf) — Z fl{—=1)e
(5) sup Ifllas1 | =1 J
J=1,2,...

. J L2\ )
inf sup g (f) = X f(=1)al
ai) | fllust | =1 7]

je pro Sirokou tfidu Hilbertovych prostort periodickych funkci omezeny. Jestlize
naopak viak B(j)j > o > 1, pak vyraz (5) je omezeny pouze pro podstatng uz
tfidu prostort H.

Prakticky z toho vyplyvd, Ze pro vypocet J, ve tfidé periodickych funkci je nejlépe
pouzivat lichobéZnikové pravidlo a volit j > 2p.
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Pesrome

OB OINITUMAJIBHOM B BIUNCJIEHUN KO3®PUIIMEHTOB ®VYPLE

MNBO BABYIIKA (Ivo BABUSKA)

B pabote uccnemyercsi Bomnpoc, cymectByer-ma dopmyna I(f) mist yucienHoro
BBIYHCJICHVSI MHTETpajia

2n
(1) =1 f S() e dx, p=0
2n J o
B BUC
@ 1)=3 f(g,E l) b,
=1 \Jj

obsanarowiast TeM CBOMCTBOM, YTO JUJIsl IIMPOKOro kjacca I'WibOEpTOBBIX NMPOCT-
pancTe H neproanyeckux GyHKUMA UMEeT MeCTO COOTHOILIEHHE

d 2n o)
sup 1,0~ 3 (1)
(3) lim Ifllas1 =1 J -1

e 1) — if(z—T‘ l) afd
1=1 Jj

B pa6ote noka3aHo, YTO €CIIM MOJIOXKHUTh

inf sup
a) | fllast

() - l'eip(h/j)l i
J
To mosiyduM (opmyJly, 06JaJaroLIy 0 NpUBEJEHHBIMUY CBOHCTBAMHM, NpuyeM Tpebo-
Banue (3) onpenessieT (4) B OIPEJEICHHOM CMBICIIE OJHO3HAYHO.
Hanee nokasano, uro xoraa umeeM dyukmuto B(j), j = 1, 2, ... takyio, uro B(j)j
HaTypamshoe u ecmn 0 < B(j) £ « < 1, To BhIpaxkeHUe

Loo(2m i2np(j)!
”fS”uP<1 Jpcnif) —';f —1)e
(5) sup AR s
Ut sup () = X f(_.“ l> af?
ad JIfllast I=1 j

SBJSCTCSL YISl LIMPOKOTO Kjlacca TWiIbOEepPTOBBIX IPOCTPAHCTB IEPHOAUYECKHX
¢yHkuuit orpanuvenubiM. Eciu, naoo6opor, B(j)j > « > 1, To BbIpaxenue (5)
OTPaHUYEHO TOJIBKO JJISt Tropasjio OoJiee y3KOro Kjlacca MpoCTpaHCTB H.
ITpaxTHyecku M3 3TOTO BBLITEKAET, YTO JJIsl BBIUMCIEHUs J, B KJIacCe NepUOAMHEC-
KnX (pyHKIMi HanboJiee BBINOHO MOJb30BATHLCS METOJIOM Tpaneuui, Bbioupas j > 2p.

Adresse des Autoren: Ing. dr. Ivo Babuska Dr.Sc., Matematicky tstav CSAYV, Prahva 1, Ople-
talova 45. ' ‘
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