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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY

Q&

SLO 5

RUZNE

O POSTAVENI MATEMATIKY

Uvodem. V rozvoji lidského poznani v poslednich 100 letech hraje diilezitou roli matematika.
Vyvoj dne$ni matematiky neni jiZ tak silné podmitiovan ostatnimi obory jako dfive. Velka &ast
problémul soucasné matematiky vyrQsta z ni samé.

Jaké je vlastné dne$ni uloha matematiky v soucasné vé€d&? Co vlastné charakterizuje matema-
tiku jako nejexaktnéj$i védu a v Cem spociva jeji dnes$ni rozhodujici vyznam? Jaky je pomér
matematiky a jejich aplikaci a co je to matematicka presnost?

Tyto a obdobné otazky si klade Fada pracovnikl véetné nejvétsich dnesnich matematik.

Redak¢ni rada povazuje za uzite¢né seznamovat své &tenafe s rliznymi zajimavymi nazory,
tykajicimi se této problematiky. Vzhledem k subtilité téchto otdzek budou se pravdépodobné
néazory lisit. Ackoliv pujde vzdy o subjektivni ndzory autorti, redakéni rada soudi, Ze mohou byt
pro Ctenéfe zajimavé.*)

MATEMATIK**)

JOHN VON NEUMANN

Diskuse o povaze intelektudlni prace je nesnadnym ukolem v kterékoli oblasti, dokonce
i v téch oblastech, které nejsou tolik vzdalené ustiedni sféfe naseho spoleéného lidského intelek-
tudlniho asili jako je dosud matematika. Diskuse o povaze kazdého intelektudlniho usili je sama
tudlniho usili. Pochopit mechanismus letadla a teorie sil, které je zvedaji a pohanéji, je t&z3i nez
v ném pouze jet, byt jim zveddan a dopravovan — nebo je dokonce Fidit. Jen vyjimeéné nékdo
pochopi néjaky proces, kdyz se piedtim diukladng neobezndmi s jeho povahou a uzitim, dfive
nez si jej instinktivné a empiricky neosvoji.

Jakékoli diskuse o povaze intelektudlniho usili v kterékoli oblasti je tudiZ nesnadnd, ledaze
pfedpoklada bézné, navyklé znalosti o této oblasti. V matematice je toto omezeni velmi zptisnéno,
mé-li byt diskuse udrzovdna na nematematické Grovni. V diskusi se pak nutné projevi nékteré
velmi nepfiznivé rysy; jednotliva hlediska nelze nikdy patfi¢né dolozit a jista celkovd povrchnost
v diskusi je nevyhnutelna.

Ve svém dalsim vykladu jsem si téchto nedostatk velmi dobte védom a pfedem se omlouvam.
Kromé toho néazory, které chci vyslovit, patrné se mnou zcela nesdili mnoho jinych matematikt —

*) Vzhledem k tomu, Ze statg, zabyvajici se touto problematikou, jsou roztrouseny v riznych
publikacich, prosime o upozornéni na ¢lanky tohoto charakteru.
**) Z knihy,,The Works of the Mind*‘,vydané pod redakci ROBERTA B. HEYWoODA ve vydava-
telstvi The University of Chicago Press 1947, pieloZzeno a uveiejnéno s laskavym svolenim
vydavatelstvi The University of Chicago Press.
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dozvite se o ne pfili§ dobfe uspofddanych dojmech a interpretacich jednoho ¢lovéka — a mohu
vam jen velmi malo pomoci pfi rozhodovani, jak dalece jsou na misté.

Pfes viechny tyto piekdzky musim vSak doznat, Ze pokus promluvit k vdm o povaze intelek-
tudlniho usili v matematice je zajimavym a vybizejicim tkolem. Doufam jen, Ze nedopadnu
pfili§ $patné.

Nejpodstatngjsi charakteristickou skute¢nosti o matematice je, podle mého minéni, jeji zcela

" zvlastni vztah k prirodnim védam nebo, obecngji, k jakékoli v&dg, kterd vysvétluje zkuSenost
na vyss§i nez Cisté popisné trovni.

Vétsina lidi, matematikové i jini lidé, budou souhlasit, Ze matematika neni empiricka véda
nebo alespofi Ze je péstovana zplGsobem, ktery se v nékterych rozhodujicich ohledech odliSuje
od specidlnich postup empirickych véd. A piece je jeji vyvoj velmi uzce spjat s piirodnimi
védami. Jedno z jejich hlavnich odvétvi, geometrie, skute¢né zacalo jako prirodni, empiricka
véda. Neékteré z nejlepSich myslenek moderni matematiky (myslim, Ze nejlepsi) zjevné vznikly
v ptirodnich védach. Matematické metody pronikaji a ovladaji ,,teoretické** &asti prirodnich véd.
V modernich empirickych v&déch se stava stile vice hlavnim kritériem twsp&chu, zda je mozné
uzit matematické metody nebo polomatematické metody fyziky. V celé pfirodovédé je vskutku
stale zfejméjsi nepieruseny Fetézec pfemén, z nichZ viechny darazné sméfuji k matematice a jsou
témér totozné s myslenkou védeckého pokroku. Do biologie ve zvy$ené mife pronikaji chemie
a fyzika, do chemie experimentdlni a teoretickd fyzika a do fyziky samy matematické formy
teoretické fyziky.

V povaze matematiky existuje zcela zvla§tni obojetnost. Tuto cbojetnost si musime uvédomit,
pfijmout ji a v¢lenit do svych uvah o tomto pfedmétu. Tato dvoji tvainost je tvaFi matematiky
a nevéfim, Ze by bez obétovani jeji podstaty bylo mozné néjaké zjednodusené, monistické pojeti.

Nebudu se proto pokouset o to, abych vam piedkladal né€jakou monistickou verzi. Budu
se snazit, abych popsal, jak nejlépe dovedu, mnohostranny jev, jakym je matematika.

Je nepopiratelné, Ze nékteré z nejlepSich myslenek v matematice — v téch jejich &astech, které
patii k Cisté matematice, jak jen si ji umime ptedstavit — vze$ly z pfirodnich v&d. Zminime se
o dvou nejpozoruhodnéjsich skute¢nostech.

Prvinim pftikladem, jak také ma byt, je geometric. Geometrie byla hlavni sloZkou starovéké
matematiky. Spolu s jednotlivymi svymi odvétvimi je nadale jednou z hlavnich ¢4sti moderni
matematiky. Nemulze byt pochybnosti o tom, Ze jeji ptivod v antice byl empiricky a Ze zacala
jako disciplina asi pravé tak jako dnes teoretickd fyzika. Nehledé na vSechna ostatni svédectvi,
ukazuje to'samo jméno ,,geometrie’‘.

Eukleidova axiomatizace znamena velky odklon od empirie, ale vibec neni jednoduché
obhgjit stanovisko, Ze pravé toto bylo rozhodujicim a poslednim krokem zplsobujicim naprosté.
odtrZeni. Ze Eukleidova axiomatizace nevyhovuje v nékterych podruznych vécech modernim
pozadavkim na absolutni axiomatickou pfesnost, ma v tomto ohledu mensi vyznam. Co je pod-
statnéjsi, je toto: jiné discipliny, které jsou nepochybné& empirické, jako mechanika a termo-
dynamika, jsou obvykle formulovdny vice nebo méné axiomatickym zpuasobem, ktery se da

v pojeti nékterych autora stézi odlisit od Eukleidova postupu.
Klasické dilo teoretické fyziky nasi doby, Newtonovy Principy, se velmi podobalo Eukleidovu

jak svou literarni podobou, tak obsahem nékterych svych nejkriti¢t&jsich ¢asti. Ve viech téchto
ptipadech je oviem v pozadi axiomatického zplsobu zpracovani fyzikdlni nézor, podepirajici
axiomy a experimentdlni vysledky, které zdavodiiuji véty. Délo by se v§ak namitnout, Ze je mozné
obdobné interpretovat Eukleida, zvlasté ze stanoviska antiky, predtim neZ geometrie nabyla
své soucasné dvoutisicileté stability a autority — autority, které moderni vystavba teoretické.
fyziky jasné postrada.

Mimoto, zatimco se deempirizace geometrie od Eukleidovy doby pozvolna zvét§ovala, nikdy
k tomu zcela tplIné nedoslo, dokonce ani v moderni dobé. Diskuse o neeukleidovské geometrii
to dobfe osvétluje. Osvétluje i ambivalenci matematického mysleni. ProtoZe se diskuse ptevazné
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vedla na vysoce abstraktni urovni, zabyvala se Cisté logickym problémem, zda Eukleidav ,,paty
postulat* je dasledkem ostatnich &i nikoli; a formdlni spor ukongil F. Klein ¢isté matematickym
ptikladem, kterym ukazal, jak se cast eukleidovské roviny stane neeukleidovskou formalnim
predefinovanim jistych zakladnich pojmi. A pfece byl zde empiricky podnét pritomen od za-
¢atku az do konce. Hlavnim divodem, pro¢ se ze viech Eukleidovych postulata vySetfoval paty,
byl bezpochyby neempiricky charakter pojmu celé nekoneéné roviny, ktery se projevuje zde
a pouze zde. Myslenku, Ze alespori v jednom podstatném bodé — a to bez ohledu na vSechny
matematicko-logické rozbory — ma byt rozhodnuti pro nebo proti Eukleidovi empirické povahy,
mél jisté nejvétsi matematik, Gauss. A nicméné i poté, co Bolyai, Lobacevskij, Riemann a Klein
dospéli abstraktnim zpisobem k tomu, co dnes povazujeme za formalni feSeni ptivodni kontro-
verzze, fekla empirie — nebo spise fyzika — své posledni slovo. Objev obecné relativity si vynutil
revizi naSich ndzord na povahu geometrie v docela novém sméru a se zcela novym rozloZenim
Cisté matematickych divodd. Koneéné jesté dalsi zminka k dovr3eni kontrastniho pohledu.
Tento posledni vyvoj sc uskuteénil v téze generaci, ktera se dozila aplné deempirizace a abstrakce
Eukleidovy axiomatické metody v rukou modernich axiomaticko-logicky pracujicich matematiki.
A tyto dva zdanlivé protichlidné postoje jsou dokonale sluditelné v jednom matematickém
intelektu: tak Hilbert uskute¢nil vyznamné pfinosy jak k axiomatické geometrii tak k obecné
elativité. .

Druhym pftikladem je infinitezimalni pocet — nebo spiSe vSe z analyzy, co z ného vzniklo.
Infinitezimalni pocet byl prvnim uspéchem moderni matematiky a je t€Zké precenit jeho vyznam.
Myslim, ze vymezuje zietelnéji nez cokoli jiného poCatek moderni matematiky a Ze systém
matematické analyzy, ktery je jeho logickym rozvinutim, stale pfedstavuje nejvétsi technicky
pokrok v exaktnim mysleni.

Pavod infinitezimalniho poltu je jasné empiricky. Keplerovy prvni pokusy s integrovanim
byly formulovany jako ,,dolichometrie’* — méfeni soudkt — to jest nauka o objemu pro télesa
se zakfivenymi povrchy. To je gzometrie, aviak poeukleidovskd, a v dobé, o niz mluvim, neaxio-
matizovand, empirickd geometrie. Toho si byl Kepler pIlné védom. Hlavni usili a hlavni objevy,
objevy Newtonovy a Leibnizovy, mély explicitné fyzikalni puvod. Newton vynalezl kalkul ,,fluxi*
v podstaté pro uely mechaniky — vskutku rozvinul ob2 discipliny, infiniteziméalni poCet a me-
chaniku, viceméné spole¢né. Prvni formulace infinitezimilniho poctu nebyla ani matematicky
piesna. Po vice nez Stopadesat let po Newtonovi byla jediné nepfesnd polofyzikalni formulace
k disposici! A pfece se béhem tohoto udobi realizovaly nékteré z nejvyznamnéjich pokroki
v analyze a to navzdory tomuto nepfesnému matematicky neadekvatnimu zakladu! Néktefi
z vidéich matematickych genid tohoto udobi byli zjevné nepfesni, jako Euler, avsak jini, jako
Gauss nebo Jacobi, vétsinou piresni byli. Vyvoj byl konfuzni a viceznaény, jak jen mozno, a jeho
vztah k empirii jisté nebyl v souladu s nasemi soudasnymi (nebo Eukleidovymi) ideami o abstrakci
a presnosti. Pfesto by jej Zadny matematik nechtél vyobcovat — v onom obdobi se produkovala
prvotiidni matematika, nejlepsi jaka kdy vibec existovala! A dokonce poté, co Cauchy vpodstaté
znovu nastolil vladu pfesnosti, doslo Riemannovym pfifinénim k velmi napadné obnové
polofyzikalnich metod. Riemannova védeckd osobnost sama, jak o tom svéd&i jeho spor s Weier-
strassem, je nejjasnéjsim dokladem dvoji povahy matematiky, ale zabfedl bych pfilis hluboko
do odbornych zalezitosti, kdybych se zabyval specifickymi podrobnostmi. Zda se, Ze polinaje
Weierstrassem se analyza stala zccla abstraktni, pfesnou a neempirickou. AvSak ani to neni
bezvyjimené pravda. Spor o ,,zdklady‘‘ matematiky a logiky, k némuz doslo béhem poslednich
dvou generaci, rozptylil mnohé iluze v tomto sméru.

To mne privadi k tfetimu pfikladu, ktery je zdvazny pro na8i diagnézu. Tento priklad se viak
tyka spiSe poméru matematiky k filosofii nebo gnoseologii nez k pfirodnim védam. Dokresluje
velmi pozoruhodnym zplsobem, Ze sam pojem ,,absolutni‘* matematické pfesnosti neni neménny.
Promeénlivost pojmu pfesnosti ukazuje, Ze vybava matematiky musi obsahovat jesté néco jiného
nez matematickou abstrakci. KdyZ jsem analyzoval spor o ,,zéklady*, nedokézal jsem sim sebe
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pfesvédCit o tom, Ze rozhodnuti musi padnout ve prospéch empirické povahy této zvlastni
slozky. Davody v prospéch takové interpretace jsou dosti prikazné, alespoii v nékterych fazich
diskuse. Nepovazuji je viak za absolutné nutné. Dvé véci jsou viak jasné. Za prvé zde musi
piistoupit néco nematematického, co je néjak spjato s empirickymi védami nebo s filosofii nebo
s obojim — a neempiricky charakter by se dal uznat jen za predpokladu, Ze filosofie (nebo special-
néji gnoseologie) muze existovat nezavisle na zkuSenosti. (A tento pfedpoklad je jen nutny,
neni viak o sobé postadujici.) Za druhé, empiricky plivod matematiky je velmi podepien pripady,
jakymi byly naSe predchozi priklady (geometrie a infinitezimalni pocet), a to bez ohledu na to,
jaka snad je nejvhodnéjsi interpretace sporu o ,,zdklady**.

Pfi rozboru proménlivosti pojmu matematické presnosti chci klast hlavni daraz na spor
0 ,,z4dkladech®, jak jsem se o ném shora zminil. Chtél bych viak nejdfive stru¢né uvaZovat o dru-
hém aspektu problematiky. Tento aspekt rovnéZ posiluje moji argumentaci, povazuji jej vSak
za druhotny, protoZe je pravdépodobné méné prikazny nez analyza sporu o ,,zdklady*. Mam
na mysli zmény matematického ,,stylu‘‘. Je dobfe znamo, Ze styl, v némz jsou matematické dtikazy
psany, prodélal zna¢né vykyvy. Je 1épe mluvit o vykyvech neZ o tendenci, protoze v néktreych
ohledech jsou rozdily mezi sou¢asnymi autory a n€kterymi autory osmnactého nebo devatenactého
stoleti vétsi mezi soutasnymi autory a Eukleidem. Na druhé strané existuje zde v jinych ohledech
pozoruhodna stalost. V oblastech, v nichZ se projevuji rozdily, jsou to hlavné odli$nosti ve zpi-
sobu zpracovani, které Ize eliminovat, aniz bychom zavedli néjaké nové pojmy. AvSak v mnoha
pfipadech jsou tyto odliSnosti tak velké, ze za¢indm pochybovat o tom, zda autory, ktefi ,,pied-
kladaji* sva pojeti tak odchylnymi zplsoby, Ize odli§it jen rGznosti stylu, vkusu a vzdélani —
zdali skute¢né méli tytéZnazory o tom, co konstituuje matematickou piesnost. Kone¢né v krajnich
pfipadech (napftiklad v mnoha pracich z analyzy ze sklonku osmndctého stoleti, jak bylo shora
uvedeno) jsou tyto rozdily podstatné a lze je odstranit, jestlize to viibec jde, jen pomoci novych
a podnétnych teorii, kterym by to trvalo tak sto let, aby se rozvinuly. Néktefi matematikové,
ktefi pracovali pro nds takovymi nepiesnymi zptsoby (nebo néktefi z jejich soucasnika, ktefi
je kritizovali) si dobfe uvédomovali nedostatek presnosti. Nebo abychom byli objektivnéjsi:
jejich vlastni pi‘ani, jak by mély vypadat matematické postupy, byly vice v souladu s nasimi sou-
C¢asnymi hledisky nez s jejich ¢iny. Avsak jini — napfiklad nejvétsi odbornik tohoto idobi Euler —
zda se, ze jednali naprosto poctivé a byli zcela uspokojeni svymi vlastnimi méfritky.

Nechci to vak dale zdiiraziiovat. Misto toho se chci vénovat zcela vyhranénému sporu o ,,za-
klady matematiky‘‘. Ke sklonku devatenactého a pocatkem dvacatého stoleti vedlo nové odvétvi
abstraktni matematiky, Cantorova teorie mnozin, k obtizim; to jest, jisté uvahy vedly ke kontra-
dikcim. Ackoliv tyto tvahy nepatfily k ustfednim a ,,uziteCnym‘‘ soulastem teorie mnoZin
a daly se jistymi formalnimi kritériy vZdy snadno zjistit, pifece jen nebylo ziejmé, pro¢ by mély
byt v teorii mnozin povazoviny za méné hodnotné nez jeji ,,uspésné* Casti. Nehledé na ex post
zjisténi, Ze skuteéné vedly ke katastrofdlnim dusledkim, nebylo jasné, jaka apriorni motivace,
jaky konsistentni filosoficky vyklad této situace, by mohly zdavodnit, abychom je vyloudili
z téch partii teorie mnozin, které jsme chtéli zachranit. Podrobnéjsi zkoumani jadra véci, které
podnik!i hlavné Russell a Weyl a které ukoncil Brouwer, ukdazalo, Ze zplsob, jimZ nejen teorie
mnozin, ale z vétsi ¢asti i moderni matematika, uvazovaly o pojmu ,,obecné platnosti‘‘ a ,,existen-
ce*, byly filosoficky problematické. Matematicky systém, ktery byl bez téchto nezadoucich rysu,
,,intuitionismus*, byl vypracovan Brouwerem. V tomto systému nevznikly nesnaze a kontradikce
teorie mnozin. Avsak celych padesat procent moderni matematiky, v jejich nejpodstatnéjsich —
a dosud nepopiranych — &astech, zvlasté v analyze, byly touto , &istkou* postiZeny; bud se staly
neplatnymi nebo se musely zduvodiiovat velmi sloZitymi pomocnymi tivahami. A v tomto procesu
se obvykle hodné ztratilo na obecnosti matematické platnosti a na eleganci dedukce. Brouwer a
Weyl povazovali za nutné, aby pojem matematické piesnosti byl vzhledem k témto ideim revidovan,

Lze té€zko precenit vyznam téchto uddlosti. V tietim desetileti dvacatého stoleti dva matema-
tikové prvofadého vyznamu — oba byli, pokud jen mozno, tak hluboce a plné€ si védomi toho,
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co matematika je, k ¢emu je nebo o ¢em pojednava — skuteéné navrhli, aby pojem matematické
presnosti, pojem toho, co konstituuje presny dikaz, byl zménén! Nasledujici vyvoj stoji rovnéz
za to, abychom si jej povsimli.

1. Pouze velmi mdlo matematikt bylo ochotno pfijmout novd, nezbytnd méiitka pro svou
vlastni kazdodenni praxi. Velmi mnoho matematik v8ak uznalo, ze Weyl a Brouwer méli na
prvni pohled pravdu, ale sami se nadale dopoustéli prestupki, to jest, i nadale délali svou vlastni
matematiku starym, ,,snadnym‘* zpisobem — patrné v nadéji, Ze snad nékdo jiny, v néjaké Jme
dobé, najde odpovéd na kritiku intuitionismu a tim je a posteriori ospravedIni.

2. Aby ospravedlnil ,klasickou** (tj. pfed-intuitionistickou) matematiku, pftisel Hilbert
s touto genidlni mysSlenkou: Dokonce v intuitionistickém systému lze pfesné vysvétlit, jakym
zpusobem klasickd matematika operuje, to jest, lze popsat, jak klasicky systém funguje, pfestoze
nelze ospravedlnit jeho Cinnost. Bylo by tedy mozné intuitionistisky dokazat, ze klasické postupy
nemohou nikdy vést ke kontradikcim — k vzajemnym konfliktam. Bylo jasné, Ze by takovy
dukaz byl velmi obtizny, byly v8ak jisté ndznaky, jak bychom se o to mohli pokusit. Kdyby se
tento plan osvédEil, umoznil by nanejvyse pozoruhodné zdivodnéni klasické matematiky na za-
kladé samotného protichudného intuitionistického systému! Takova interpretace by alespon
byla opravnéna v systému filosofie matematiky, ktery by vétSina matematik® byla ochotna uznat.

3. Asi po desetiletych pokusech uskutecnit tento program dosahl Godel nanejvySe pozoru-
hodného vysledku. Tento vysledek nelze absolutné presné vyjadiit bez nékolika dolozek a vyhrad,
které jsou pfili§ odborného razu, nez abychom je zde mohli formulovat. Smysl tohoto vysledku
tkvi vpodstaté v tomto: nevede-li matematicky systém ke kontradikci, nelze tuto skutecnost
dokazat prostfedky onoho systému. Godeliv dukaz spliioval nejpfisn€jsi kritérium matematické
pfesnosti — intuitionistické kritérium. Jeho vliv na Hilbertiv program je z davodi, které jsou
pro tuto prilezitost opét ptili§ odborné, ponékud sporny. Podle mého osobniho minéni, které
sdileji mnozi jini matematikové, Godel ukazal, ze Hilbertiv program je v podstaté beznadéjny.

4. Jakmile se rozplynula velkd nadéje ospravedlnit klasickou matematiku — ve smyslu Hil-
bertové ¢i Brouwerové a Weylové — rozhodla se vét§ina matematiki pouzivat tak ¢i onak tohoto
systému. Navzdory tomu dochézelo se v klasické matematice k vysledktim, které byly elegantni
1 uZitené, a tfebaze si nikdy vice nemizeme byt absolutné jisti jeji spolehlivosti, ma alespoi
pravé tak pevny zéaklad, jako napiiklad existence elektronu. Jsme-li tudiZ ochotni akceptovat
védy, méli bychom pravé tak dobte akceptovat klasicky systém matematiky. Takové stanovisko
se ukdzalo pfijatelnym dokonce pro nékteré z puvodnich zastanci intuitionistického systému.
Spor o ,,zaklady‘* neni v souéasné dobé& rozhodné uzavien, zda se viak velmi nepravdépodobné,
ze klasicky systém byl — vyjma nepatrnou mensinou matematiki — opustén.

Vyliéil jsem historii tohoto sporu tak podrobné, protoze si myslim, Ze je nejlepsi zarukou
proti tomu, abychom povaZovali neménnou pfesnost matematiky za néco pfili§ moc samoziej-
mého. To se udalo béhem naseho vlastniho Zivota a sam vim, jak se snadno, Ze to az ponizuje, '
béhem této doby meénily mé vlastni ndzory ve vztahu k absolutni pravdé matematiky a jak se
zménily tfikrat za sebou!

Doufam, Ze uvedené tfi priklady dostateéné dobie osvétluji polovinu mé téze — Ze mnohé
nejlepsi matematické inspirace pfichéazeji ze zkuSenosti a ze l1ze stézi véfit v existenci absolutniho,
neménného pojmu matematické pfesnosti, odlouceného od vsi lidské zkusenosti. Snazim se v této
véci zastavat velmi antiintelektudlni stanovisko. Af jiz mame v tomto ohledu jakékoli filosofické
¢i gnoseologické zaliby, skytaji opravdové zkuSenosti matematického cechu s jeho pfedmétem
malou oporu pro ptfedpoklad existence apriorniho pojmu matematické presnosti. Moje téze
vSak obsahuje i druhou polovinu a touto ¢asti se chei nyni zabyvat.

Pro kazdého matematika je velmi nesnadné se domnivat, Ze matematika je Cisté empirickd
véda nebo Ze vSechny matematické ideje odvozuji svij pivod z empirie. Uvazujme nejdiive
o druhé poloviné tohoto tvrzeni. Existuji riizné dulezité ¢asti moderni matematiky, v nichz se
empiricky ptivod neda zjistit, nebo da-li se zjistit, je tak vzdaleny, Ze je jasné, Ze tématika prodélala
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uplnou metamorfézu, jakmile se odloucila od svych empirickych kofent. Symbolika algebry
byla vynalezena pro domdacké, matematické pouziti, lze v§ak odivodnéné tvrdit, Ze ma silna
empirickd pouta. Av8ak moderni, ,,abstraktni‘ algebra se stdle vice rozvinula ve smérech, které
maji jesté méné empirickych souvislosti. TotéZ se da fici o topologii. A ve vSech téchto oblastech
je matematikovo subjektivni méfitko uspéchu, hodnoty jeho usili velmi znaéné sobéstainé
a estetické a prosté (nebo témé&f prosté) empirickych souvislosti. (Pozdé&ji o tom feknu néco
vice.) V teorii mnoZin je to jesté jasnéj$i. ,,Mohutnost* a ,,uspofddani nekone&né mnoziny
mohou byt generalizacemi koneénych ¢&iselnych pojmu, ale v jejich nekoneéné podobé (zvlasté
,smohutnost‘‘) maji stézi néjaky vztah k tomuto svétu. Kdybychom se nechtél vyhnout technickym
zalezitostem, mohl bych to dolozit na raznych pfikladech z teorie mnozZin — na problému
,,axiomu vybéru‘‘, na ,,srovnatelnosti nekoneénych ,,mohutnosti‘‘, na problému ,,kontinua‘* atd.
Tytéz pripominky se vztahuji na mnohé z teorie realnych Cisel a z teorie redlnych bodovych
mnozin. Dvéma podivuhodnymi priklady jsou diferencidlni geometrie a teorie grup: rozhodné
byly koncipovény jako abstraktni neaplikované discipliny a byly témé&i vidy v tomto duchu
péstovany. Po desetiletech v jednom pripadé a po sto letech v druhém se ukdzalo, Ze jsou ve fyzice
velmi uziteCné. A je$té stdle se vétSinou péstuji v uvedeném abstraktnim, neaplikovarném duchu.

Priklad@ na vSechny tyto okolnosti a jejich rizné kombinace by se dalo uvést vice, radéji
se v8ak misto toho obratim k prvnimu bodu, jak jsem jej shora nastinil: Je matematika empiricka
véda? Nebo piesnéji: Je matematika skute¢né péstovana tak, jak jsou péstovany empirické védy?
Nebo obecnéji: Jaky je normalni matematikiv vztah k jeho tématice? Jaké jsou kritéria toho,
co mu piinasi uspéch, co pozaduje? Jaké vlivy, jaké uvahy ridi a orientuji jeho asili?

Podivejme se tedy, v jakych ohledech se odliSuje zpusob, jakym normalné matematik pracuje,
od zptisobu prace v prirodnich védach. Rozdil mezi nimi na jedné strané a matematikou na strané
druhé se projevuje a jasné se zvétsuje, jakmile prechazime od teoretickych disciplin k experimental-
nim a pak od experimentalnich k popisnym. Porovnejme proto matematiku se skupinou, kterd
je ji nejbliz§i — s teoretickymi disciplinami. A vyberme zde disciplinu, kterd je matematice
vibec nejblizsi. Doufdm, Ze mne nebudete pfili§ prisné soudit, jestliZze se mi nepodafi zvladnout
matematickou hybridnost a jestlize dodam: protoZe je ze viech teoretickych véd nejvice rozvi-
nuta — to jest teoretickd fyzika. Matematika a teoretickd fyzika maji skute¢né mnoho spole¢-
ného. Jak jsem piedtim ukdazal, byl Eukleidiv geometricky systém prototypem axiomatického
zpusobu zpracovani klasické mechaniky a obdobné postupy ovladaji fenomenologickou termo-
dynamiku prave tak jako jisté faze Maxwellova systému elektrodynamiky a také systém specidlni
relativity. Kromé toho vétsina teoretickych fyziki dnes zastava stanovisko, Ze teoreticka fyzika
nevysvétluje jevy, ale pouze je klasifikuje a koreluje. To znamen4, Ze kritérium tspéchu pro tako-
vou teorii je prosté v tom, zdali mize jednoduchym a elegantnim klasifikacnim a korelac¢nim
schématem zahrnovat velmi mnohé jevy, které by se bez tohoto schématu zdédly byt kompliko-
vané a heterogenni, a zdali toto schéma zahnruje jevy, o nichZ se neuvazovalo nebo které dokonce
ani nebyly znamy v dobg, kdy toto schéma bylo vyvinuto. (Obg& tato posledni tvrzeni postihuji
ovSem sjednocujici a predikéni schopnosti teorie.) Nuze toto kritérium, jak zde bylo vyloZeno,
ma zjevné do znalné miry estetickou povahu. Z téchto davodi je ve velmi tésném pribuzenském
svazku s matematickymi kritériy uspéchu, ktera — jak uvidite — jsou téméf zcela estetické povahy.
Nyni tedy srovnavame matematiku s empirickou védou, kterd ma k ni nejblize a s niz ma, jak
jsem doufejme ukdzal, mnoho spoleéného — s teoretickou fyzikou. Odlidnosti ve skuteCnych
proceduralnich zpusobech jsou nicméné znaéné a podstatné. Cile teoretické fyziky jsou vcelku
dény ,,zvn&jska*, ve vétsing pripadech potfebami experimentalni fyziky. TéméF vidy vznikaji
z potfeby vyfesit né€jaky problém; predikéni a sjednocujici uspéchy se obvykle dostavuji az
dodatecné. Je-li nam snad dovoleno pfirovnani, tak se postup vpred (predikce a unifikace) dosta-
vuje v prubéhu zkoumadni, kterému nutné predchazi boj proti néjakym predchazejicim nesnazim
(obvykle proti zdanlivé kontradikci v daném systému). Souddsti innosti teoretického fyzika
je vyhledavani takovych prekazek, které déavaji nadg&ji na moznost néjakého ,,pralomu*. Jak
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jsem uvedl, prameni tyto potize obvykle z experimentovéani, ale nékdy jsou to kontradikce
mezi riznymi ¢dstmi uzndvaného jadra teorie samé. To lze ovsem doloZit Cetnymi priklady.
Michelsontv pokus vedouci k specidlni relativité, obtize spjaté s jistymi ioniza¢nimi potencialy
a jistymi spektroskopickymi strukturami, které vedly ke kvantové mechanice, dokladaji prvni
pfipad; konflikt mezi specidlni relativitou a Newtonovou gravitacni teorii vedouci k obecné
relativit¢ doklada druhy, méné Casty pripad. V kazdém piipadé€ jsou problémy teoretické fyziky
objektivné dané; ackoliv kritéria, kterd ovladaji vyuziti uspéchu, jsou hlavné estetickd, jak jsem
jiz uvedl, je ¢ast problému a to, co jsem shora nazval pavodnim ,,pralomem*, pfece jen holou,
objektivni skuteCnosti. Pfedmeét teoretické fyziky je tudiz témér vzdy neobylejné soustiedény;
témer vzdy se usili teoretickych fyziki z vétsi ¢asti soustfedovalo na ne vice nez jednu nebo dvé
velmi ostfe ohraniCené oblasti — napf. na kvantovou teorii v dvacatych letech a pocatkem
tficatych let naseho stoleti a na elementdrni ¢astice a strukturu jader od poloviny tficatych let.

V matematice je situace zcela odliSnd. Matematika se ¢leni ve velky polet odvétvi, ktera se
navzdjem dalece rozchazeji povahou, stylem, cily a vlivem. Projevuje se zde pravy opak oné
krajni koncentrace teoretické fyziky. Dobry teoreticky fyzik muizZe je§té dnes mit uinné znalosti
o vice nez poloving svého predmétu zkoumani. Pochybuji, Ze kterykoli dnes Zijici matematik
ma valny vztah k vice nez Ctvrtiné. ,,Objektivné‘* dano, mohou se vynofit ,,dalezité* problémy,
jakmile se néjaké matematické odvétvi pomérné daleko rozvinulo a jestlize zabiedlo pfed néjakou
pfekazkou do vaznych nesnazi. Aviak dokonce ani potom matematikovi vpodstaté nic nebrani
v rozhodnuti zabyvat se tim nebo toho nechat a vénovat se né¢emu jinému, zatimco v teoretické
fyzice je obvykle n&jakym ,,dalezitym* problémem konflikt, rozpor, ktery ,,musi‘ byt vyfesen.
Matematik ma k disposici velkou rozmanitost oblasti, jimiZ se mtZe zabyvat, a poziva velmiznaéné
volnosti, jak s nimi nalozi. Abych se dostal k rozhodujici ckolnosti: Myslim, Ze je spravné,
feknu-li, Ze jeho kritéria vybéru a také kritéria uspéchu jsou hlavné estetické povahy. Uvédomuji
si, Ze toto tvrzeni je problematické a Ze je nelze ,,dokazat nebo opravdu pfiili§ daleko dospét
pfi jeho odpodstatnéni bez rozboru cetnych specifickych, odborné naroénych piiklad. To by si
opét vyzadovalo vysoce odborného typu diskuse, pro ktery zde neni vhodna ptilezitost. Postaci,
feknu-li, Ze esteticky charakter je zde dokonce jesté vyznacnéj$i nez v piikladech, o nichZ jsem
se shora zminil v piipadé teoretické fyziky. OCekavame, Ze matematicky teorém nebo matematické
teorie nebudou jen jednoduse a elegantné popisovat a klasifikovat Cetné apriorni nestejnorodé
specialni pripady. Ocekdvame téz ,,eleganci v jeji ,,architektonické, strukturdlni tvainosti.
Konstatovat problém je snadné, ujasnit si ho a viechny pokusy pfiblizit se k nému jsou velmi
obtizné, pak se opét objevi né€jaky velmi prekvapujici obrat, jenz usnadiiuje pfistup nebo néjakou
jeho cast, atd. Jsou-li i dedukce zdlouhavé a slozité, mély by zde byt n€jaké jednoduché obecné
principy, které ,,vysvétluji‘‘ komplikace a okliky, redukuji zdanlivou libovolnost na nékolik
jednoduchych vidéich motivaci, atd. Tato kritéria jsou jasné kritériy kazdého tvorivého uméni,
a existence néjakého empirického, pozemského motivu, tvoticiho podklad — Casto velmi vzda-
leny podklad — ktery se ztraci v estetizujicim vyvoji a sp&je k nespocetné spletitym variantam —
to vSe je mnohem bliz3i atmosféfe uméni jako takovému nez atmosféfe empirickych véd.

Povsimnete si, Ze jsem se ani nezminil o srovnani matematiky s experimentalnimi nebo popis-
nymi védami. Zde jsou odli$nosti metody a obecné atmosféry ptili§ oCividné.

Myslim, Ze se pomérné spolehlivé pfiblizujeme pravdé — ktera je natolik sloZitd, Ze nepfipousti
nic nez aproximaci — soudim-li, Ze matematické ideje maji ptivod v empirii, tfebaze rodokmen
je neékdy dlouhy a nejasny. Ale jakmile je takto jednou pojimame, zacind pfedmét matematiky
Zit svij vlastni zvlastni zivot a d4 se 1épe srovnat s tvofivym Zivotem, ovladanym témér vyhradné
estetickymi motivacemi neZ s ¢imkoli jinym, zvlasté pak s empirickou védou. Domnivam se,
ze je tu vSak jesté dal§i okolnost, kterou je tfeba zdUraznit. KdyZ se matematicka disciplina

~daleko vzdali od svého empirického zdroje nebo jesté vice, je-li druha &i tfeti generace pouze
nepifimo inspirovana mys$lenkami, které vychazeji z ,,reality’, je ohroZena velmi vaznym ne-
bezpecim. Stava se vice a vice Cisté jen estetizujici, stdle vice vyhradné jen uménim pro uméni.
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To nemusi byt §patné, je-li oblast obklopena souvztaznou tématikou, kterd ma je§té uzsi empirické
spojitosti nebo je-1i disciplina pod vlivem lidi s vyjime¢n€ dobie vyvinutym citem. Je tu viak vazné
nebezpedi, Ze se tématika bude rozvijet cestou nejmensiho odporu, Ze se proud, tak vzdaleny
od svého zdroje, rozdéli v mnozstvi bezvyznamnych potacku a Ze se disciplina zméni v desorgani-
zovanou spoustu podrobnosti a slozitosti. Jinymi slovy, pfi velké vzdalenosti od jejiho empiric-
kého zdroje nebo kdyz byla velmi ,,abstraktné** péstovana, hrozi matematické tématice nebezpedi
degenerace. Na pocatku je styl obvykle klasicky; jestlize se objevi znamky toho, Ze se stava
baroknim, je to popladné znameni. Bylo by snadné uvést ptiklady, sledovat specificky vyvin
v barokni a velmi vysoce barokni styl, ale bylo by to opét pfili§ odborné.

V kazdém pripadé kdykoli se dospéje do tohoto stadia, zda se mi byt jedinym lékem omlazujici
navrat k prameni: dalsi injekce viceméné bezprostfednich empirickych ideji. Jsem piesvédCen,
Ze to byla nutnd podminka, aby se uchovala svézest a vitalita tématiky a Ze se to stejné osvédci
v budoucnosti.

Prelozil Karel Berka
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