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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

FEHLERABSCHATZUNG UND KONVERGENZBESCHLEUNIGUNG
ZU ITERATIONEN BEI LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN

JOCHEN W. SCHMIDT

(zum Thema d)

Eine Losung w* des linearen Gleichungssystems
(1) w=Tw+s

kann man nach SCHRODER [6] durch

A

(2) XET x4+ T y+sSwt<T'y+T x+s<y
eingrenzen, wenn fiir die Vektoren x, y die Ungleichungen
(3) X<y, xET*'*x+T y+s, TPy +T x+s=Zy
bestehen. Durch die Iteration
(4) Xper =T X + T Y+ 8 Vorr =T 0, + Tx, +s (n=0,1,..)
mit den Anfangsvektoren x, = x, yo = y laBt sich die EinschlieBung verbessern zu
P - - - - - -
I. Fehlerabschiitzung. Aus (2) leitet Schroder fiir die Iteration in Gesamtschritten
(5) Woer = Tw, +s (n=0,1,...)

bei den Bezeichnungen e = (e;), e; > 0 fest, T*e = (4;), T e = (i), w, = (w, ;)
usw. unter der Voraussetzung

(6) Ai— i < e')

die Fehlerabschitzung

(7 WE— W] £ {max ,W_”—”‘—_—Wﬂil} (2 — )
k

e — A+

1y Wenn das Spektralradius von |T'| kleiner als eins ist, 1dBt sich (6) erfiillen.
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her, welche schérfer ist als die aus dem Kontraktionssatz sich ergebende (CoLLATZ [3])

A —
* . k ek ‘Vn +1.k “7" Sk
(8) [wE = woiqd] {max e; .
- 1 - {max e = ‘u"} g €

k e

IIA

Bei dem Ansatz

©) x=w,+%e, y=w,+ne

mit Zahlen &, n ist (3) gleichwertig mit & < 5 und

(10) Ce<EiT e+ nT e+ Wyyy —wW,, nT e+ T e+ wyyy — w, < ne.

Eine Losung dieses Ungleichungssystems lautet bei Bestehen von (6)

o+ T + 1o
(11) R S
1+ 14+
wobei die Abkiirzungen
(12) T=mint;, o=ming;, f = maxg;,
i i i
Hi Wn+1,i Wa.i
T, = , 0, = —/——"
l e;— 4 ' e — A — It

verwendet wurden. (Indirekter Beweis: Es sei fiir eine Komponente i

el >+ Ul + Wapg,i — Wais
also

i A; ; ; . .
I S T Ui QY BT SR N T G W14 = W s
I+t 147 147 I+t 147 1471
Die erste geschweifte Klammer ist wegen (6), (12) positiv, die zweite nichtpositiv,
so daB die linke Seite durch

e; A; ;T et AT 1
Qi - - + 0 - T =
1+t 1+7 1+4¢ I+t 147 147

=o{e; — A — lli} = Wort,i = Wai

nach oben abgeschitzt wird. Also ergibt sich ein Widerspruch. Ebenso erfolgt der
Nachweis, daB die Zahlen (11) die zweiten Ungleichungen (10) erfiillen.)
Mit (11) erhilt man nach (2) folglich die EinschlieBung

(13) EAy + mp; £ wi— Wit S A+ Sy,
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welche hiufig besser als die Abschitzung (7) ist. Nimmt man in (13) fiir &, die
beste Losung &*, % von (10) (£* = &, n* < n fiir jede weitere Losung &, n), so wird
Abschétzung (13) in keinem Fall von (7) unterboten. AuBerdem kann man die
EinschlieBung fiir w* durch die Iteration (4), beginnend mit den Vektoren (9) oder mit
den aus den Schranken (13) durch Addition von w,,, erhaltenen Vektoren, weiter
verbessern.

Die beste Losung von (10), wegen (6) vorhanden, kann man mit &, = &, 1o = 1
aus (11) z.B. durch die Iteration

&ir1 = min SAi + Midti + Wi — Wi
i ei
A, Cdw L )
Nr+1 = Max {ﬂk i + ék“l + Yn+1,i W""} (k = 0, ]’ ..an fest)
i ei

finden, denn man bestétigt £* = lim &, #* = lim n,. Man kann auch einen endlichen
Algorithmus zu Ermittlung von &*, n* angeben.

Die genannte Abschitzung 146t sich auf die Iteration in Einzelschritten iibertragen.

Numerisches Beispiel: Im Falle des linearen Systems (1) mit

0 -03 02 —01 1,6
r_|-02 0 04 —03| (25
01 —-0,5 0 02 *T|18
-03 02 —04 O 3,5

(entnommen aus ALBRECHT [2]) erhdlt man mit e; = 1 fiir den Fehler von w,:

« Schran- Schran- Schranken Schranken <
Wo w3 wE — wy . o |
; ke (8) | ke (7) (13) mit (11) (13) mit &, p* |
——
0 1,047 0,9838 ‘ 0,0162 | 0,6066 | 0,4044 —0,1443 0,1620 —0,0710 0,0906
0 2,052 1,9846 | 0,0154 | 0,6066 | 0,6066 —0,2252  0,2341 —0,1162 0,1260
0 1,521 1,4883 | 0,0117 | 0,6066 | 0,5392 —0,1952  0,2130 —0,0979 0,1175
0 ‘ 3,048 2,9879 | 0,0121 0,6066 | 0,6066 —0,2075 0,2518 —0,0966 0,1456
|

Quotient von Schranke
zu Fehler 52, 50 21 12
_(ungiinstigste Komponente)

II. Konvergenzbeschleunigung und LosungseinschlieBung. Kann man nichtnega-
tive Zahlen &, n derart bestimmen, daf3 sie den Ungleichungen

(14) 5(211 - T+Zn) + nT_Zn —S— xn+1 - xn > 11(2,, - T+Zn) + €T+Zn é Yn — .Vn+1
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mit z, = y, — X, genligen, so wird die Losung w* von (1) durch die Vektoren
Uppr = X4y F ET 2z, — T 72z, Vppr = Vurr — 0T 7z, + ET7 2,
enger als durch X, (, y,+ aus (4) eingegrenzt:
Xpi1 Sy EWZ 0,00 S Vyury -

Im Falle z,,  ; < z,,;, Was durch naheliegende Forderungen zu erreichen ist, stimmen
die Ungleichungen (14) bis auf eine Transformation mit (10) iiberein. Entsprechend
(11) erhdlt man jetzt die Losung

5:;{4.@2 ,1:1_‘,+(K"v)62)
l—-o l—-o

mit den Abkiirzungen

0 =maxo;, K=miny;, v = maxy;,

i i i

o, = - T Zni ;= Xp+1,i — xn,i - T Zn.i
i +, i + - ’
Zni — T Zn,i Zyi— T Ini T Zn,i

n,i

Mit diesen Werten sind u,., v,,, Verbesserungen von Xx,., V,+; im Sinne des
&2-Verfahrens von AITKEN.

Fir T=T* und T= T~ sind von ALBRECHT [1] konvergenzbeschleunigende
Verfahren angegeben worden.

Numerisches Beispiel: Es wird das System (entnommen aus SCHRODER [7])

11 101 1 1 1
0% 12 O & o & iz
&% 0, 0,0 0, 3 5 0 >
1 11 1
Lo000 L Loooo0 } 0
1 1
T 0, 0, 5, 0, 3 0, 0, 0 | o
=12 o 2 1 0. L o LI s = 0
13 Yoo U Uogs
101 1 1
?a ?a 09 Oa 12° 10’ 12 10 ?
? o (1), 0, (1), 12 ?, 12 21
» 0 & 0, 5 0, 5 0 =

betrachtet. Es entsteht durch Finitisierung einer Potentialaufgabe. Die Iteration (4)
beginnt mit den Vektoren Xo, yo mit xo; = 0, yo; = 1, welche sich aus (9), (11)

2) £ > 0, n = 0 ist zusitzlich zu iiberpriifen.
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bei w, = 0 ergeben. Die folgende Tabelle enthilt jeweils nur die erste Komponente
der Vektoren:

’ .
nl xer Yan 1 bt . Covinn an
|
1] 008... 0916... 0,083... 0,916. .. X, ¥ 0o 0
20 0201... 0735... 0,201. .. 0,474. .. xs s 0o 3
51 0334... 0498... 0,383. .. 0,39. .. X10 V13 5 8 |
10| 0384... 0406... 0,392528...  0392591... |x33 356 | 13 16 |
20 039241 03928 0,392562397  0,392562398 | x49 ys; | 29 31

Aus der Zusammenstellung entnimmt man, dall man bei der endgiiltigen Anordnung
der Rechnung nicht nach jedem Schritt, sondern erst nach einer vom speziellen
System abhéngigen Zahl von Schritten eine Konvergenzbeschleunigung durch Er-
mittlung von u,, {, 0,4 vornechmen wird.

Zum Teil ausfiihrlichere Darstellungen, jedoch teilweise mit anderer Zielsetzung,
sind die Mitteilungen [4] [5], welche auch weitere Beispiele enthalten.
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