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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 3 

РЕШЕНИЕ ЛОКАЛЬНЫХ ЗАДАЧ МЕТЕОРОЛОГИИ 

Ч И С Л Е Н Н Ы М И МЕТОДАМИ 

В. Л. КАТКОВ (V. и КАТКОУ) 

(к теме с) 

Локальными задачами метеорологии, мы будем называть задачи, связанные 

с описанием движений малого масштаба, возникающими, как правило, вслед

ствие неоднородного нагревания земной поверхности. В работе описывается 

конечно-разностная схема решения этих задач, устойчивая при любом отноше

нии шагов по времени к шагам по пространству. В качестве иллюстрации 

приводится численное решение задачи о свободной конвекции. 

§ 1. Для описания интересующих нас движений служит следующая система 

уравнений [1] 

(i . i) 
ЛоО 

и( + иих + \чи2 = (\}иг)г + кихх + к — $д \ 0Х 6.2 , 

V, + юх + НФ2 = (у^) 7 + кыхх - 1и , 

вг + ивх + м&2 = (у0 г ) г + к0хх - Гн', 

Яг + ЬЩХ + Щг = (у<72)г + К ^ - Щ , 

и* + ^ = о, 

т^ и, V, \У — составляющие скорости по осям х, у, 2 (ось х выбрана по гори

зонтали, 2 — по вертикали), О — отклонение потенциальной температуры от 

своего стандартного распределения в покоящейся атмосфере, ^ — удельная 

влажность, остальные обозначения общепринятые. 

Краевые условия для каждой задачи будут различными. Для свободной кон

векции, например, они имеют вид: при 2 = 0 (поверхность земли) и = V = >у = 

-= 0, д = ^о(x), О = 6>0(х), а на остальных границах поставлены условия зату

хания решения. 

Для решения системы (1.1) используется метод дробных шагов [2], [5] . 

242 



Система (1.1) разбивается на две подсистемы, в каждой из которых содержатся 

производные только по одной пространственной переменной. Например, 

первое уравнение (1.1) расчленяется на два 

(1.2) \ut + uux = KUXX + Iv — fig 0X áz , \ut + wuz = (vuz)z . 

Счет проводится последовательно: на первом полушаге по времени решается 

первая подсистема, на втором — вторая подсистема. 

Вводится прямоугольная сетка, так что 1] = ) А1, хк = к Ах, гп — п А г и каж

дое уравнение аппроксимируется неявным конечноразностным уравнением. 

Первое уравнение (1.2), например, примет вид 

^ 1 + * _ „3 , , , ' + * _ „/ + * 111 + 1 _ , / / + ± ~ 

Ař 
< i ГV. \ < - <Л <Л - < Ч 

L 7 Ax Ax 
. j + i _ 9,,1 + Í l , i1 + Í 
*k+l Z"fc + Uk-\ __ rj 

r Jfc -Дх^ 

о^ — 0, если к^ ^ 0 и ак = 1 в противном случае. После введения обозначений 

пк = и{ Д*/Ах, а = к Аг1Ах2 уравнение перепишется в виде 

(1.3) (а - акпк) ык + 1 - [2а + 1 + (1 - 2а,) |/Л] ик + [от + (1 - а,) ^ ] м 4 - ! = 

- -и{-А1Я, 

индекс./ + | в левой части опущен. Уравнения типа (1.3) выписываются на каж

дом полушаге и их счет (с учетом краевых условий) выполняется последователь

ными одномерными прогонками [3], [4]. 

Можно доказать, что построенная разностная схема аппроксимирует исход

ные уравнения с первым порядком точности. Докажем устойчивость счета на 

примере линеаризированной системы уравнений. С этой целью вычислим 

норму оператора шага уравнения (1.3). Пусть X7 — вектор с компонентами 

(и{, и{, ...., и^у, тогда (1.3) можно записать в виде 

-a, b, 0, 0, ..., 0, 0i 

c, -a, b, 0, . . . ,0 , 0] 

0, c, -a, b, . . . ,0 , 0 ) , 
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где а = 2а + 1 + (1 — 2а) ц, Ь = а — щ, с = а + (1 — а) ту; вследствие ли

неаризации а и ?7 от индекса к не зависят, а краевые условия включены в вектор Р. 

Для минимального по модулю собственного числа матрицы А справедливо 

неравенство 

(1.4) U ^ 1 + 2a + \ГJ\ - 2 Ja(a + |t-|) = 1 + Џa + \ц\ - Jã)г 

Поскольку оператор шага есть А~\ то норма этого оператора в силу (1.4) не 

превосходит 1. На следующем полушаге мы получим аналогичное неравенство 

для нормы оператора второго полушага. Так как норма оператора полного 

шага не превосходит произведения норм операторов отдельных дробных ша

гов, то эта норма меньше 1. Устойчивость тем самым доказана. Хотя это 

доказательство проведено только для линеаризированной системы, практи

ческие расчеты показывают, что счет остается устойчивым и для нелинейных 

уравнений (1.1). 

200M\ Í км ý 

в 
Pиc. 1. 

§ 2. По этой схеме были сосчитаны бриз, свободная конвекция, задача 

о трансформации воздушной массы и ряд других. В расчетах использовалась 

прямоугольная сетка с Ах = 3 км. Шаг по оси 2 был переменным от 25 м у по

верхности земли до 100 м на высоте 2 км. Вычисления проводились с различны

ми шагами по времени от 5 до 20 мин., при этом счет оставался устойчивым, 

а картина течения менялась незначительно. 

Решение отыскивалось методом установления при X -> со. В качестве началь

ного условия бралось нулевое решение. Картина течения устанавливалась при

мерно через 3 часа от начала процесса. Счет на машине Вычислительного центра 

СО АН СССР не превышал 30 мин. (для сетки, состоящей из 37 х 37 точек). 

На рис. 1 приведены линии тока, цифрами отмечены значения функции тока 

в тысячах м2/сек. Четко заметно формирование мощного восходящего потока 

над островом ВС (в силу симметрии относительно плоскости А В изображена 

только половина течения). Рис. 2 дает представление о поле изотерм (цифры на 
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изотермах — значения температуры в градусах). Интересно отметить существо
вание теплого ядра над островом. Наконец, на рис. 3 изображено поле влаж
ности (в г/кг); заметна тенденция к переносу влаги вверх над островом. Этим 
объясняется, повидимому, известный из наблюдений факт формирования обла
ков над островами в море. 

200M| 7KM 

Pиc. 2. 

Pиc. 3. 
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