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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

KMITANI KONSTRUKCI S PRUTY PROMENNEHO PRUREZU. I

VLADIMIR FIRT

(Doslo dne 10. bfezna 1964.)

V clanku jsou nalezena pfesnd obecna feSeni homogenni a nehomogenni
diferencialni rovnice platné pro pti¢né kmitajici pruzny prut proménného
prifezu a je pouzito téchto feSeni k vySetfeni vlastniho kmitani a vynuceného
kmitdni pruzné ulozeného nosniku od harmonického a nahlého pri¢ného za-
tizeni.

UvoD

V dynamice strojii a vdynamice stavebnich konstrukci jsou dikladné propracovany
metody k vySetfovani vlastniho a vynuceného kmitani rizné ulcZerych pruZrych
prutii konstantniho priifezu a soustav vytvofenych z t&chto prutt [17, [2], [3], [4].
[5]. [6]- Jen v ojedirglych pripadech (napk. pro vypodet vlastnich kmito&ti krakorce
nebo tyée promé&nného prifezu s volnymi konci) bylo nalezeno exaktni feSeni pro
zv1astni prabeh tuhosti a hmoty po délce prutu [4]. V ostatnich ptipadech bylo po-
uZito jen piibliznych metod [4], [6], [7]. [8]. [9], [10], [11].

V této préaci a v jeji IL. asti,)! ktera bude uvefejnéna v jednom z p¥istich &iscl tohoto
casopisu, je pouZito presnych feSeni diferencialni rovnice s proménnymi koeficienty
k vysetfovani vlastniho a vynuceného kmitani sloZitéjSich konstrukci, v nichZ se
pruty proménrého prafezu vyskytuji. Tato FeSeni jsou nalezena prevedenim dife-
rencialni rovnice 4. fadu s proménnymi koeficienty na rovnici s konstantnimi koe-
ficienty.

Vhodnou volbou pocatku os soufadnych a konstant u funkci, pouzitych k vyjadieni
prabéhu momentu setrvacnosti po délce prutu, Ize dosahnout dokonalého vystiZeni
zna¢né obecnych monotonnich zmén ohybovych tuhosti prutd, které se u skuteénych
strejnich a stavebnich konstrukci ¢asto vyskytuji.

UvaZovany pribeh osové sily po délce prutu pomérné dobfe vystihuje skutecré
pomr éry u stran pelygont, kterymi nahrazujeme mostni oblouky, jejichZ vyska vzriista
od vrcholu k patkam [10], [11].

1y Vytah z obou &asti prace byl autorem prednesen na Ceskoslovenské konferenci o diferen-
ciilnich rovnicich a jejich aplikacich (EQUADIFF) konané 5. 9.—11. 9. 1962 v Praze.
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K vystiZzeni obecného priibéhu rozloZeni hmoty po délce prutu miZe byt pouZito
kromé& uvedenych funkci v tomto €lanku také nahradni hmoty, o jejimZ ureni bude
pojednano v I €asti této prace. V ni budou také odvozeny vztahy vhodné k vysetfo-
vani vlastniho a vynuceného kmitani sloZit&jsich konstrukei.

1. PRICNE KMITANI OSOVE NEZATIZENEHO PRUTU

m

V tomto odstavci uvazujeme harmonické pfi€né kmitani ustalené osové nezatizZe-

ného piimého prutu proménného prifezu (obr. 1), pro ktery plati tato diferencialni
rovnice

(L1) ;3;25 [EJ(x)

kde je:

2

Q(TX):I — u(x) o v(x) = p(x),
dx

v(x) — amplituda vychylky,

EJ(x) — ohybova tuhost prutu,

u(x) — hmota na jednotku délky,

w — kruhova frekvence,

p(x) — amplituda harmonicky promé&nného zatiZeni.

Obr. 1.

Homogenni rovnici odpovidajici rovnici (1.1) piSme ve tvaru
(1.2) J(x) o™(x) + 27'(x) v"(x) + J"(x) 0"(x) = E%x—) w?v(x) =0.
Vyjadieme J(x) a p(x) funkcemi
n n—4
X X
1.3 Jx)=Jila+ b=}, =pmla+b=) ,
(13) 09 =ai(ar 02 CEES
kde '
(1.4) o= Xo/L2/(J;1T)) b= (I51T) =1 ,

>

1 — xO/L 1 - XO/L
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n je realné &islo a J;, J; jsou momenty setrvadnosti krajnich prifezi prutu, které jsou
ve vzdalenostech x, a Lod pocatku O (obr. 1).2)

Po dosazeni (1.3) do (1.2) a po d&leni vyrazem J(a + bx/L)"~* dostavame
x\* v b x\3
1.5 a+b=)oVx)+2n={(a+b=)0v"(x)+
1) (e 02 o+ 20 (a2 o)

(= 1) %Z. (a Tt E)ZU”(x) - G)%@) 0,

kde

(1.6) A= 11/(”—]5—‘33

I je délka prutu a p; je velikost hmoty p(x) v krajnim priifezu i.

Poznamka. Ve zvla§tnim pripadg, kdyZz J(x) = a,(x/L)"a p(x) = a(x/L)"~*, do-
staneme misto (1.5) Eulerovu rovnici.
Substituci

X
1.7 a+ b= =¢
(17) 4
pievedeme rovnici (1.5) na diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty obdobng
jako rovnici Eulerova typu (viz [12], str. 259 —261)

d*v d3 d%v dv
1.8 — +(2n—-6)—+ (> =Tn+11)— — (n* = 50 + 6) — —
(18) dz* ( ) dz? ( ) dz? ( ) dz

Uréime nyni obecné feseni nehomogenni rovnice (1.1) za piedpokladu, Ze J(x) a
{x) jsou dany vyrazy (1.3) a Ze p(x) se po délce prutu neméni (p(x) = p,). V daném
pifpadé rovnice (1.1) po Gpravé zni

(1.9) (a +b §>4U‘V(x) o % <a Ty %)30'”(;6) +n(n - 1) bfz <a +b %>2u"(x) _

_ (%)40()6) - Ep% (a +b %)4_".

Uvazujeme-li jen jednoduché kofeny oy, s = 1, 2, 3, 4, charakteristické rovnice pfi-

2) Cislo n a pomér xo/L zvolime tak, aby vyrazy (1.3) vyjadfovaly co nejlépe skute¢nou zménu
prifezu prutu.
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slusné k (1.8) a predpokladame-li, Ze ¢islo 4 — n neni jejim kofenem, dostavame
obecny integral rovnice (1.9) pouZitim substituce (1.7) ve tvaru

x 4-n
<a b )
pOL L

4 4’
EJb™ 502 _ 1an + 24 — Gﬁl)

kde C,, s = 1, 2, 3, 4, jsou integracni konstanty.

L

(1.10)  o(x) =s}:jl C, (a " b.’f)”+

V pfipadg, Ze &islo 4 — n je jednoduchym nebo ndsobnym kofenem charakteris-
tické rovnice prislusné k (1.8) nebo v pripadg, Ze viechny kofeny «, této rovnice ne-
jsou jednoduché, ur¢ime obecné feseni rovnice (1.9) zplisobem uvedenym v [12] na
str. 246 —248 a na str. 259 —262.

Za piedpokladu, Ze J(x) a p(x) jsou vyjadfeny funkcemi

(1‘11) J(x) = Jikoeg(x/L) > u(x) = pikoe?™"),
kde
\(<o/L)/(1=xo/L) ,
(1.12) ko = L)" = — L i,
J, 1 — xo/L J,

dostavame po dosazeni (1.11) do (1.2) a po malé upravé rovnici s konstantnimi koefi-
cienty

(1.13) v"V(x) + 2ro 0"(x) + 3 v"(x) — red* v(x) =0,
kde

4 1 Hiw?
1.14 ro=-, A=— —~—1].
(1.14) °T L o ‘k/(EJ,-)

Oznacime-li (ro + 0)

(1.15) p=2=,
To
dostavame charakteristickou rovnici
(1.16) at + 2roa® + ran? — rél* =0
ve tvaru
(1.17) B*+ 28>+ B> —1%=0.

Kofeny By, s = 1,2, 3, 4, rovnice (1.17) se daji vyjadfit explicitnimi funkcemi argu-
mentu 4

1) 4
Bs

— 31 - 1+ 4P,
~ 41 - (1 - 4]

Il

— 41+ /(1 +42)], 8,
— 41 + /(1 - 4P)], Ba

It
It
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Piil+0a |I] < 0,5 jsou vechny tyto kofeny jednoduché a realné a obecny integral
rovnice (1.13) ma vzhledem k (1.15) tvar

4
(1.19) o(x) = Y Cerol .
s=1

Pfi || > 0,5 jsou podle (1.18) kofeny B3 a B4 &isly komplexn& sdruZenymi a obecné
feleni rovnice (1.13) je

(1.20) o(x) = CLeP¥ 4 Cpe®™ + e ¥[C; cos 3./(47% — 1)x +

+ Cysin 3/(42% — 1)x] .
A konegng pfi |2 = 0,5 je B3 = B, = — } a obecny integral rovnice (1.13) zni
(1.21) u(x) = Cle'°ﬂ‘x + Coe"P  Cye 0% 4 Che 0%,

kde By = — 3(1 + /2), B, = — 3(1 = V2).

Poznamka. Piipad, kdy 1 = 0, miZe nastat jen u nehmotného prutu (u(x) = 0),
a proto zde neni uvazovan.

Jsou-li J(x) a p(x) dany vyrazy (1.11) a p(x) = p,, mé rovnice (1.1) tvar

(1.22) oV(x) + 2ro v"(x) + 12 v"(x) — rél* o(x) = —Fo mrox
koEJ,

Za ptedpokladu, Ze Cislo —r, neni kofenem charakteristické rovnice (1.16), vychézi
partikularni feSeni ¥ rovnice (1.22) v tomto jednoduchém tvaru

~rox

Do€
1.23 V= — ——— .
(1.23) koEJ 2%
Poznamka. Cislo —r, miZe byt podle (1.15) kofenem rovnice (1.16) jen tehdy
kdyz B, = B, = — 1, coZ odpovida hodnoté 1 = 0, kterd se u hmotného prutu ne-
vyskytuje.

Polozime-li ve vyrazech (1.12) J; = J;, mame ko = 1, ¢ = 0 (ry = 0), J(x) = J,,

u(x) = p; a z(1.22) dostavame diferencialni rovnici pro p¥ién& kmitajici ptimy prut
konstantni tuhosti s rovnomeérné rozloZenou hmotou

2
1.24 v'vx—wvx=—p—°.
(120 () = B2 () = 2o

i 1

A rovn& poloZime-li ve vyrazech (1.4) J; = J;, mame a =1, b = 0, J(x)=J,
u(x) = p; arovnice (1.9) ziskava tvar (1.24). Je tedy rovnice (1.24) zvlastnim p¥ipadem
rovnic (1.9) a (1.22).
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2. PRICNE KMITANI OSOVE ZATiZENEHO PRUTU

Diferencialni rovnice pro pfi€né harmonické kmitani osové zatiZzeného prutu pro-
ménného prifezu ma tvar (obr. 2)

e 5[ ] ¢ 50 M ) o o) = 9,

kde S(x) je statick4 osova sila, ktera je kladna, je-li tlakem a je zdporn4, je-li tahem.
Pii p(x) = 0 dostdvame homogenni diferencialni rovnici s proménnymi koeficienty

(2.2) J(x) o"(x) + 2J(x) v"(x) + [J "(x) + ?] v"(x) +
S'(x) , u(x) w? B
+ vl v'(x) — o v(x)=0.

Jrx)
J; !TL'*?,;__.. — T <_J._.
I \JL”L J
Obr. 2.

Meéni-li se J(x) a p(x) podle (1.3) a osova sila S(x) podle zdkona
x n—2
2.3) S(x) = S, <a +b i) ;
kde S; je velikost osové sily v prifezu i, ziskava rovnice (2.2) tvar

(2.4) <a +b £>41)Iv(x) +m2 (a +b )j)sv’”(x) T l:n(n —1) ’3; +

ES;](a+bL) ”()+}7("_2)(“+b ) v'(x) = <> o(x) =0,

i

kde parametr A je dan vyrazem (1.6).
Pouzitim substituce (1.7) pfevedeme rovnici (2.4) na diferencialni rovnici s kon-

stantnimi koeficienty

d4 d2
2.5 — + 2n — 6 —*-f- — =
(2:3) dz* ( ) ( EJb)dz

2
—n2—5n+6—(n—3)~§iL——d LA v=20
EJp|dz  \wl
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Vztahu (2.5) pfislusi charakteristicka rovnice

S.I?
2.6 o+ (2n—6)a® + (n? —Tn + 11 + = a? —
29) Cr =9 + i

2 4
—|n*=5n+6—(n-3) S, _ (A =0,
EJ b bl

jejiz kofeny oy, s = 1, 2, 3, 4, zavisi na tfech bezrozmérnych parametrech

S LA
EJb*’ bl

>

Za predpokladu, Ze J(x), u(x) a S(x) jsou dany vyrazy (1.3) a (2.3) a p(x) = p,a za
piedpokladu, Ze &islo 4 — n neni kofenem charakteristické rovnice (2.6), dostavame
pouZitim vztahu (1.7) partikularni integral ¥ nehomogenni rovnice (2.1) ve tvaru

4—n
. (a + b )—C>
27) y - Dol L

2 2 4"
EJib 2n* — 14n + 24 + (4— n) SiL_ (L
EJ*  \bl

A obecny integral rovnice (2.1) pfi jednoduchych kotenech oy, s = 1, 2, 3, 4, rovnice
(2.6) zni

(2.8) o(x) =élcs (a +b E>+ V.

Obdobné Ize urdit obecna feseni rovnic (2.1) a (2.2) v piipadg, Ze veliCiny J(x) a
u(x) jsou vyjadreny funkcemi (1.11) a osova sila S(x) je dana vyrazem

(2.9) S(x) = Sikoe?™M .

3. PRICNE KMITANI PRUTU NA PRUZNEM PODKLADE

V tomto odstavci si v§imneme osové€ zatizeného prutu proménného priifezu, ktery
kmita na pruzném podkladg (obr. 3). Pro harmonické kmitani ustalené takového
prutu plati diferencialni rovnice

6 Sl Sfse e Jmemin

= [a(x) @* = &] o(x) = p(x) ,
kde i je charakteristika pruzného podkladu (sila
na jednotku délky pfiv = 1).
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Predpokladejme, Ze moment setrvagnosti J(x) je vyjadfen funkei (1.3) a osova sila
S(x) funkei (2.3). PoloZime-li

] x\" "4
3.2 - — = la+b= ,
(3.2) H(x) =~ cu( L>

kde

(3.3) ‘ e=1-—",
nw

dostavame z (3.1) rovnici (2.4), v niZ parametr 4 je dan vyrazem

(3.4) A= li/ (cgf) ,

popiipad s ohledem na (3.3) timto vyrazem

2 -
wiw K
3.5 A=1 - —.
(35) \/ (EJi EJ)

Po dosazeni (3.3) do (3.2) vychazi

(3.6) W) =5+ (1 - H_’:‘Dz> <a b %)4

13

Meéni-li se tedy hmota podle (3.6) a veliiny J(x), S(x) podle (1.3) a (2.3) a je-li
p(x) = po, miZeme pouZit pro vynucené harmonické kmitani prutu uloZeného na
pruzném podkladé vysledkl z odst. 2, kde pro vypodet hodnoty A uZijeme vyrazu

(3.5).
Ve zvlastnim piipadé, kdyz n = 4a S; = 0, z(1.3), (2.3) a (3.6) dostavame
4
(3.7) Ix) = I, (a T b %) LS =0, wx) =

a rovnice (3.1) pfi p(x) = p, zni

x\* b x\3 b? x\?
3.8 a+b=)o"V(x)+8=(a+b=)v"(x)+12—=(a+b=)v(x)—
I O R (R EC R A (R

- (%)40(96) =Po-

V tomto zvlastnim piipadé jakoZ i v ptipadé, kdyz S; % 0, lze vySetfovat kromé
vynuceného harmonického kmitani s danou kruhovou frekvenci w také vlastni kmi-
tani (po = 0) prutu na pruzném podkladg, protoZe hmota p(x) = p; neni vyjadiena
v zavislosti na hledanych vlastnich kruhovych frekvencich wgyy, k = 1,2, 3, ...
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Pfia = 1, b = 0je podle (3.7) J(x) = J;a z(3.8) dostavame rovnici
2 —
) V() — (B2~ E ) u(x) = po s
(39 0~ (o = 5y) 9 =70

ktera plati pro osov€ nezatiZeny prizmaticky prut kmitajici na pruZném podkladg.
Jsou-li veliciny J(x), S(x) vyjadfeny funkcemi (1.11) a (2.9) a

(3.10%) u(x) — % = dpetID |

kde

K
3.11 d=[1—- "= )eox/D)
G0 ( ﬂiwz)

uréime rovn&Z snadno obecné FeSeni rovnice (3.1), nebot v takovém pripadé jsou
viechny jeji koeficienty konstantami.

4. PRIKLAD I

V tomto odstavci vySetfujeme ustalené vynucené harmonické kmitani osové zatize-
ného nosniku proménného priifezu, ktery je na obou koncich pruzné vetknut a pruzné
podepfen (obr. 4). Uvazujeme zmé- Y
nu J(x), u(x) a S(x) po délce prutu -
podle (1.3) a (2.3) a piiéné rovno- LTI T[T
mérné dynamické zatiZeni p(f) mé- ' %
nici se v ¢ase t podle zdkona

NImemyie

. ”
37 Obr. 4. 7 %

(4.1) p(t) = po sin ot .

Pro amplitudy koncovych mo-
mentd M(x,), M(L) a koncovych
posouvajicich sil T(x,), T(L) mame tyto vyrazy
(4.2) M(xo) = — EJ;v"(x,), M(L)= — EJ;v"(L),

T(x) = — [(E () ") + 5(3) 90 cr, =

— [E J(xo) v"(x0) + E J'(x0) v"(xo) + S(x0) v'(x0)]

T(L) = — [E J(L)v"(L) + E J'(L) v"(L) + S(L) v'(L)]
a také plati, Ze
(4.3) M(xp) = — x;V'(xo), M(L) =x;v'(L),
\ T(xo) = 1;v(xo), T(L) = —n;v(L),

3) Na moznost pouziti zavislosti (3.2) a (3.10) poukdzal recensent tohoto ¢lanku inz. I. HLA-

VACEK, C. Sc.

23



kde k;, k; jsou koeficienty pruzného vetknuti a 7, 1; jsou koeficienty pruznych
podpor.
Z vyrazii (1.3), (1.4) a (2.3) vychazi

4.4 J(xo =J;, J'xo =Jl.n2’ J<L)§J-=Jia+b",
L J
’ nb -
IO =iy S =S SO =S =s(a sy,
nebot
a+ bﬁ =1.
L
Oznacime-li
13 73
(4.5) K_K—E- Kj-_-%’ H,~=E'£, Hj=L—L—,
EJ; EJ; EJ; EJ,

J

dostavame porovnanim (4.2) a (4.3) s ptihlédnutim k (4.4) tyto okrajové podminky
(4.6) Lv"(xo) — K;v'(xo) = 0, Lv"(L) + K;v'(L) =0,

2
‘ H,
I’ v"(x0) + nbLv"(x,) + §EL§: v'(xo) + f v(xo) =0,

SL
EJ

”

LZ ",

(L) - Ty = 0.
| L

Derivovanim funkce v(x) dané vyrazem (2.8) a dosazenim jejich hodnot a hodnot
jejich prvnich t¥i derivaci v bodech x = x4 a x = Ldo (4.6) dostavame systém &ty¥
algebraickych rovnic linearnich vzhledem k C,, s = 1, 2, 3, 4,

4
(4.7) Ya,Ci=b,, r=12734,
s=1
kde
(4.8) ag = af(e, — 1) b — K],

afa + b)=7! [(a——l)—b + Kf],

ag, =
’ +b

S-Lzoc H;
as3=ba(a—1)(a—2+)+ ;+b7’
ag = bofo, — 1) (e, — 2 + n)(a + b)~3 4 SE L : (a + by="1 —

J

H a,
—b—z’(a+b)’
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3 d .
49) b, = - PoL4 "(3—n—ﬁ>,

EJ, Ab b

pol?4 — n _ a+b
by, = — — a+ b " (3-n+K,——),
2 EJ, T @t < TR

pol? 1 S,I> H,
by=——"——124-n)@B3-n)+(@4—-n + =1,
: EJ, Ab3[(~ )@ —m)+( )EJibz b3

pol® 1 -
by=————|24-n)(3 - +b) 7" +
¢ EJ; Ab3[( m)( m)(a )

EJ; b?

J

2 3=n
+(4- ,,)SJ_L(‘“r_b) _ BHSZ(“ + b)4—n],

kde

2 4
(4.10) A=2n*—14n + 24 + (4 — n) S (%) )

Regenim systému rovnic (4.7) uréime neznamé integraéni konstanty Cs, s = 1, 2,
3, 4, a jejich dosazenim do (2.8) dostaneme rovnicipro amplitudu prithybu vySetiova-
ného nosniku od zatiZeni (4.1).

Systém rovnic (4.7) miZe obsahovat jak jednoduché realné kofeny tak i jednoduché
komplexni kofeny o, rovnice (2.6). Jsou-li n&které kofeny «, komplexni, je nutno
provést tpravy v koeficientech ag,.

5. PRIKLAD II

V tomto odstavci pouZijeme metody rozkladu podle vlastnich funkci k vySetfovani
vynuceného kmitani nosniku na obr. 4 od periodického nebo libovolného neperiodic-
kého pii¢ného zatiZeni p(x, ) a bliZe si viimneme G¢inku nahlého zatiZeni. NejdFive
v§ak uvedeme né€kolik poznimek k uréeni vlastnich funkci, které pfi vypoétu uZijeme.

PoloZime-li p, = 0, je podle (4.9) b, = 0,r = 1,2, 3,4, a z (4.7) dostavame systém
étyf homogennich rovnic. Z podminky, Ze determinant tohoto systému je roven nule,
ur¢ime vlastni kruhové frekvence wgy, k = 1,2, 3, ..., a jim odpovidajici poméry
integracnich konstant

(5.1) Cifly  CSy : CSthy : Cllyy »
kde g = 1,2, ..., h(k), ptiemZ h(k) je nasobnost vlastniho &isla @,
Piipad t&ch hodnot w*, pro n&Z existuji vicenasobné kofeny charakteristické rov-

nice (2.6), je nutno vySetfovat zvlast, nebot rovnice (4.7) plati za pfedpokladu jedno-
duchych kofenti rovnice (2.6).
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Dale uvazujeme pouze ptipad, Ze h(k) = 1 pro viechna k = 1, 2, 3,
né hodnoty w* nejsou vlastnimi &isly problému.

Dosadime-li (5.1) do (2.8) a za hodnoty o, kofeny charakteristické rovnice (2.6)
sy které piisluseji w), dostdvdme po vynechani indexu g = 1 vlastni funkce
va(x), k=1,2,3,..., ve tvaru

4 X As(k)
(52) 1%@y=;qm(a+bi> ,

nebot pii py = 0 je podle (2.7) také V = 0.

., a Ze zmingé-

Abychom mohli metody rozkladu podle ortogonalnich funkci (5.2) pouZit pro libo-

volné n, je nutno rozloZit do fady nikoliv zatiZeni p(x, t), ale ekvivalentni zatiZeni
p(x, t) dané vyrazem

(5.3) p(x, 1) = (a +b E>4_np(x, f).

Poznamka. Pfi pouziti vyrazi (1.17) je p(x, t) = exp (—rox) p(x, 1).
Tedy

(5:4) p(x, 1) =k;ﬁk(‘) Vg(X) »
kde
L
j P(x, 1) vgy(x) dx
x0 - .
j veo(x) dx
Vyjadiime-li rovn&* hledany prhyb o(x, 1) fadou
(5.6) v(x, 1) =kZ1Tk(t) V(x)
dostavame po dosazeni (5.4) a (5.6) do pohybové rovnice

e P 7 st S0 4 g TR0 - g

a pouZitim vyrazt (1.3), (1.6) a (2.3) a vyrazu pro v(x) vyplyvajiciho z (2.4) tento
vztah

(5.7) K 2 [T(1) + 0y T(1)] vay() =k:21§k(’) VGo(X) -

(5.5) pt) =

Porovnanim &lenti pfi stejném k u vztahu (5.7) dostdvame pro funkci T;(t) rovnici

(5.8) 1) + ok T(t) = 2O |

i
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Ve zvlastnim piipad€, kdyZ zatiZeni p(x,t) je rovnomérné a nahlé p(x, 1) =
= p H(t — to), kde H je Heavisideova funkce, z (5.5) vychazi

(5’9) at)y=rp o s
- ogy

kde (a + bxo/L = 1)

b L b L x \ &1
(5.10) Tow = 2 [(o2max =2 [c a+b-> +
O(k) L (k)( ) L 1(k) L

X0 X0
+C ( b5 s ¢ b5+ XY “Ta
a+b-— + a+b- + a+b— X =
2(k) L) 3(k) < L) 3(k) < L) ]
C2 2
1(k) [(a + b)Zal(k)+1 _ 1] + C2(k) [(a + b)Zuz(k)+1 _ 1] +
2“1(") + 1 Zaz(k) + 1

+ C?%(k) [(a + b)zag(k)"‘l _ 1] + C42-(k) [(a + b)Zaa(k)"'l _ 1] +
2(13(“ + 1 2(14(,‘) + 1

+ 2C19Com [(a + b)ax(k)+¢2(k)+1 — 1] +
al(k) + a2(k) + 1

+ 2C1(k)C3(k) [(a + b)al(k)+a3(k)+1 _ 1] +
Uy + %za + 1
+ 2C1wCaq [(a + b)dt(k)+a4(k)+1 — 1] +

al(k) + a4(k) + 1
2C,nC
+ 2(k)~3(k)
aZ(k) + 0‘3(1() + 1
2C, 10 C.
+ 2(k) ~4(k)
(Xz(k) + %4 (k) + 1
2C3(k)C4(k)

[(a + p)yeotesca®t 1] 4

[(a + byeeotm+t _ 1] 4

+ [(d + b)ag(k)+a4(k)+1 _ 1
ac3(k) + a4(k) + 1 ]
a
b L X 4—n
(5.11) Iy = — a+ b= va(x) dx =
1(k) L - L (k)( )

= i _ G [(a + by=eo*s=" —1].

Dosazenim (5.9) do rovnice (5.8) a jeji integraci dostavame

(5.12) P T

T(t) = Ao sin 0yt + By cos oyt + —— ,
KDy Togy
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kde A, a B, jsou integraéni konstanty, které uréime z poc¢ate¢nich podminek pohybu
nosniku. Mame-li napf. v ¢ase t, = 0 pocateéni podminky

(5.13) v(x, 1) =0, (x,2) =0,

je podle (5.6) také Ty(to) = 0, Ty(t,) = 0 a z(5.12) vychazi

(5.14) 4g=0, Bo=— L L
KOy Lo

Dosadime-li (5.12) do (5.6) a pfihlédneme-li k (5.2) a (5.14), dostavame pro prihyb
v(x, t) tento vyraz*)

2

] _ 4 Xs(k)
(5.15) o) = 2y fiw (ICO_MZ Cor (a +b ’—‘) :
K k=1 1o, Oiy s=1 L
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Pesrome

KOJIEBAHUMI KOHCTPYKLUM CO CTEPXHSMU
IIEPEMEHHOI'O CEUEHUA. I

BIIAOTUMHUP OUPCT (Vladimir Fift)

HAubdepennmanbable ypaBHeHHS 4-0T0 TOPSIKA € TepeMeHHBIMI K03 duueHTaMu
(1.1), (2.1) 1 (3.1), KOTOpBIe BHIPAkKAIOT YCTAHOBHBILIMECS FAPMOHHYECKHE TIOTIEPEHBIE
KoJIeGaHusl He HArpyKeHHOrO BJOJb OCH CTEPXHs (puc. 1), HArpYKEHHOrO BIOJb
ocu crepxHs (puc. 2) W CTepXHs, YIOKCHHOrO Ha YIPYyrom ocHoBaHuu (puc. 3),
CBeJIeHBI ITocpeicTBOM Bhipasenuii (1.3), (1.11), (2.3), (2.9), (3.2) u (3.10) x audde-
PCHUMAJIbHBIM YPAaBHEHUSIM C IIOCTOSIHHBIMHU Koadduimentamu, oblee pereHue
KOTOPBIX MOXHO HEIIOCPEJCTBEHHO YcTaHOBUTH (oTaeisl 1, 2, 3). BoiGpas mogxoms-
UM 06pa3oM Hayaso KOOPIAMHATHBIX OCEH U IMOCTOSHHBIE, COMEPKALIMECST B BbI-
paxernusx (1.4) u (1.12), MOXeM BBIPA3UThb 3HAYUTETHHO OOLIME MOHOTOHHBIE
V3MEHEHHs. CEYCHUH CTepXKHel, KOTOpble Y HACTOSIUX KOHCTPYKIMHA MAUIMH H TO-
CTPOEK 9aCTO BCTPEUAIOTCH.

[eiicTBue TrapMOHMYECKOW HATrpPy3KU (4.1) Ha 3arpyXeHHYIO BIOJIb OCH OayiKy
IIEPEMEHHOTO CEdeHHs, KOTOpas ¢ 0OOMX KOHIIOB YIPYro 3alieMIeHa M YIpyro
omepra (puc. 4), HCCIeAYeTCst TOCPECTBOM 061ero iuTerpana (2.8) ypasuenns (2.1),
MMEIOLIEr0 MECTO TIPH YCJIOBHM, 4TO MOMEHT HHEDIIMH, MACCa M OCEBasi CHJIA TpPE-
crasiensl ¢pyakumami (1.3) u (2.3) (ota. 4).

BuHyKIeHHBIE KOTeOanusl Tol ke OaJKu, BHI3BAHHBIE MPOM3BOJILHOM IUHAMM-
YeCKOM IOTEepEeYyHOU HArpy3KoH, MCCIECOYIOTCS B OTA. 5 METOAOM DAa3JIOXKEHUSA
mo coGerBenHbM  pyHKmusM (5.2). Bmecro Harpysku p(x, f) CieyeT pasioXHTh
B psit (5.4) 9KBUBAJCHTHYIO HArpysky p(x, t), naunyro Beipaxennem (5.3). B ciydae
BHE3AIHON PAaBHOMEPHO HATPY3KH p MMeeT ypaBHeHue nporuba sux (5.15).

Bo BTOpOIi yacTH paGoTHL, KOTOpas 6yHeT onyOIMKOBaHA B OTHOM K3 CICIYIOLIUX
HOMEPOB 3TOTO KypHAja, PaccMATPHUBAETCs. OOIee paclpeflesieHHe Macchl BOJb
CTEpXHs, M BBIBOJAATCS YpaBHEHHS, YAOOHBIE I HMCCIENOBAHMSA COOCTBEHHBIX
M BBIMYXICHHBIX KoJieGaHuii Goyiee CIOKHBIX KOHCTPYKILHUM, CONCPKALIMX CTEPKHA
HEPEMEHHOTO CeveHHs.
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Summary

VIBRATION OF STRUCTURES WITH BEAMS OF VARIABLE
CROSS SECTION. I

V0LapIMIR FIRT

The fourth-order equations (1.1), (2.1), (3.1) with variable coefficients, describing
the stable harmonic transverse osciilations of, respectively, an axially un-loaded beam
(fig. 1), an axially loaded beam (fig. 2), and a beam elastically supported (fig. 3), are
transformed via formulas (1.3), (1.11), (2.3), (2.9), (3.2), (3.10) into equations with
constant coefficients; the solutions of the latter may be obtained in a straightforward
manner (cf. sections 1, 2, 3). By a suitable choice of origin of coordinates and of
constants in (1.4) and (1.12) it is possible to treat rather general monotone variations
in beam cross section, which often occur in practical beam structures.

The effect of the harmonic load (4.1) on the axially loaded beam of variable cross-
section, elastically constrained at both ends, and elastically supported, is studied using
the general integral (2.8) of equation (2.1) under the assumption that the moment of
inertia, the mass and the axial force are expressed by the functions (1.3) and (2.3)
(section 4).

Forced oscillations of such a beam under any transverse dynamic load are examined
in section 5, using expansion into eigenfunctions (5.2). In place of the load p(x, 1) it
is necessary to expand, into the series (5.4), the equivalent load p{x, t) in expression
(5.3). For an instantaneous uniform load p, the equation of deflection has the form
(5.15).

The second part of this paper (to appear in a subsequent number of this journal)
considers a general distribution of mass along the beam, and there are obtained
equations useful for examining proper and forced oscillations of more complex struc-
tures with beams of variable cross-section.

Adresa autora: C. Sc. Vladimir Firt, Ustav teoretické a aplikované mechaniky CSAV, Vyse-
hradska 49, Praha 2.
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