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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

GRAFICKE URCOVANIE CHARAKTERISTIK
OBALOVYCH SKRUTKOVYCH PLOCH

MATUS KUNIAK

(Doslo 28. januara 1964.)

Teoriu obalovych skrutkovych ploch réoznych typov mozno uplatnit pri
vyrobe Snekovych zariadeni. Prispevok ukazuje a aplikuje jednoduchy spo-
sob konstruktivheho zvladnutia obalovych skrutkovych ploch, u ktorych
tvoriacimi plochami s rotacné plochy.

1. Podrobme rozboru skrutkovi: plochu, ktord je vytvorend skrutkovanim obecne;j
rotaénej plochy okolo osi 'o pri danej redukovanej vyske zdvitu v°. Poloha skrutkuji-
cej rotacnej plochy ¢ vzhladom k ose 'o skruktovania je urend ostrym uhlom «
osi 2o tvoriacej rotaénej plochy s osou 'o skrutkového pohybu a vzdialenostou tychto
navzdjom mimobeZnych osi. Vyslednd skrutkovd plocha @ je obalovou plochou
tvoriacej rotacnej plochy ¢, ktord je podrobend skrutkovému pohybu. Takto vytvo-
rend obalovd skrutkovd plocha dotyka sa rotacnej plochy pozdlz urgitej krivky e,
ktord nazyvame charakteristikou skrutkovej plochy. Tuto charakteristiku (tiez
tvoriacu krivku) obalovej skrutkovej plochy moZno povazovat za prienik dvoch
sumedznych poldch skrutkujiicej rotacnej plochy ¢. Z vlastnosti charakteristiky e je
zname, Ze v kazdom jej jednotlivom bode je spoloCnd tangencidlna rovina pre skrut-
kovi plochu @ i tvoriacu rotant plochu ¢, Co znamend, Ze v jednotlivom spolo¢nom
dotykovom bode maju obe plochy spoloénti normalu.

Vytvorenie uvazovanej obalovej skrutkovej plochy mdézeme interpretovat aj inym
spésobom. Ak povaZujeme dant tvoriacu rota¢nu plochu ¢ za obalovi plochu gulo-
vych sploch o premenlivom polomere r, ktorych stredy leZia na danej osi 2o rota¢nej
plochy, potom mdZeme uvazovanu skrutkovi plochu ziskat ako obalku jednotlivych
Archimedovych serpentin, vytvorenych pri skrutkovom pohybe jednotlivych gulovych
ploch obalujicich dant rotaén( plochu. Tento vyklad vytvorenia obalovej skrutko-
vej plochy ndm umozZni TahSiu konStrukciu bodov charakteristiky e, o ktord ndm
v tomto prispevku ide.

ZvolIme si [ubovolnu gulovi plochu o strede S vpisanu danej rota¢nej ploche ¢
(obr. 1). Ak podrobime zvolent jednotlivi tvoriacu gulovu plochu danému skrutko-
vému pohybu, tak vytvorena skrutkovéd plocha bude obalovou plochou i’ sistavy
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gulovych pléoch — zndma pod menom Archimedova serpentina. Charakteristikou
tejto skrutkovej plochy je prenik dvoch stmedznych ploch ststavy, Co je hlavnd
kruZnica ¢ gulovej plochy ¥, pozdlZ ktorej sa vytvorend serpentina dotyka tvoriacej
gulovej plochy. Charakteristicktt kruzZnicu ¢ ziskame ako rezova Ciaru na gulovej
ploche ¥ normélovou rovinou x idicou stredom S vzhladom ku jeho skrutkovici (s). -

Dotykovd kruznica k gulovej plochy s uvazovanou rota¢nou plochou ¢ pretina
hlavni kruZnicu ¢ tejze gulovej plochy v bodoch A4, B, ktoré si bodmi charakteristi-
ky e.

Dotykové prvky medzi plochami ¢,  a Y’ st vyjadrené vztahmi

k=oNVy,
c=y Ny

kedZe sustava rotaénych ploch ¢ a sdstava serpentin ' obaluju ta istd skrutkovi
plochu @ potom ich spolo¢né body

{4, B}

PNYNY,
resp.
{A, B}

k¢
st bodmi charakteristiky e e ¢ ( P. ’

Dotykové &iary dvojic uvaZovanych ploch prechddzaji spoloénymi bodmi —
uzlami dotyku.

Pre konStrukciu bodov charakteristiky obalovej skrutkovej plochy z uvedenych
tvah mozZno uplatnit

Vetu 1. Body charakteristiky e obalovej skrutkovej plochy ® o tvoriacej rotacnej
ploche ¢ st spoloéné body dvoch kruznic na jednotlivych gulovych plochdch *y
2y, 3y ... zvolenych zo sustavy gulovych pléch obalujicich tvoriacu rotaénii plochu ¢
a to hlavnej kruznice c, ktord vznikne rezom normdlovej roviny k ku skrutkovici (s)
stredu S jednotlivej gulovej plochy a dotykovej kruzZnice k zvolenej gulovej plochy
s danou tvoriacou rotacénou plochou ¢.

Dotykova kruZznica k lezi v rovine , hlavnd kruZnica ¢ v rovine k. Obe roviny sa
pretinaju v prieseénici [ = § () k jej prieseCniky 4, B s gulovou plochou y st body
charakteristiky e. Predo§lu vetu mdzeme potom pisat vo tvare

Vety 2. Body charakteristiky e obalovej skrutkovej plochy ®, ktorej tvoriacou
plochou je rotacnd plocha ¢ su spoloéné body troch ploch a to jednotlivej gulovej
plochy s zvolenej zo sustavy gulovych pléch obalujucich tvoriacu rotacnit plochu ¢,
normdlovej roviny x ku skrutkovici stredu S gulovej plochy, a roviny 6, ktord je
rovinou dotykovej kruznice k gulovej plochy \ vpisanej danej rotacnej ploche ¢,
{A,B} =y NxNF.

Konstruktivna aplikdcia druhej vety je IahsSia a presnejSia vyZaduje znalost zostroje-
nia priese¢nice dvoch rovin a urCenie prieseénikov priamky s gulovou plochou.
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Veta 3. Spolocnd normdla n obalovej skrutkovej plochy ® a tvoriacej rotacnej
plochy ¢ v bode A, charakteristiky e prechddza stredom S tej gulovej plochy s
vpisanej rotacnej ploche @, pomocou ktorej bola prevedend konstrukcia bodu A
charakteristiky e.

Z vlastnosti charakteristiky e obalovej skrutkovej plochy pre dotykovi rovinu
v jej bode plati

Veta 4. Dotykovd rovina t* v bode A charakteristiky e obalovej skrutkovej
plochy ® o tvoriacej rotacnej ploche ¢ je dotykovou rovinou ku tej gulovej ploche s
vpisanej tvoriacej rotacnej ploche @, pomocou ktorej bola prevedend konstrukcia
bodu A charakteristiky e.

Tdto spolo¢nd dotykovd rovina t4 bude obsahovat i doty¢nicu ku skrutkovici
bodu A a tieZ i dotyCnicu ku charakteristike e v uvazovanom bode.

Urcenim charakteristiky e uvedenej obalovej skrutkovej plochy moZeme potom
Tahko konstrukéne odvodit iné druhy tvoriacich &iar tejto skrutkovej plochy ako
merididn, normdlovy rez a pod.

Pozndamka: Ak uvaZujeme len Cast vytvorenej obalovej skrutkovej plochy, ohrani-
¢enej rotaCnym valcom stosim s osou skrutkového pohybu, potom len bod A blizsi
k ose skrutkovamia patri pouzitej Casti charakteristiky e..

V dalSom bude podany rozbor niektorych obalovych skrutkovych pléch, ktorych
tvoriacimi utvarmi st rotaéné plochy 2°.

2. Podrobme skrutkovému pohybu rotaént valcovii plochu ¢, ktoréj os Zo
s osou 'o skrutkového pohybu st navzdjom kolmé mimobeZné priamky (obr. 2).
I v tomto pripade budeme sledovat konstrukciu a rozbor charakteristiky e vytvorenej
valcovoskrutkovej plochy @. Vytvorenu skrutkovi plochu povaZujeme za obdlku
Archimedovych serpentin, vytvorenych pri skrutkovom pohybe jednotlivych gulovych
pléch obalujtcich dany rota&ny tvoriaci valec. Zo ststavy oo! gulovych ploch, ktoré
obaluju valec, uvazujme jednotlivii gulovu plochu s o strede S. Na zvolenej gulovej
ploche ¥ uréme dve hlavné kruZnice: jedna kruZnica ¢ je v normdlovej rovine
vzhladom ku skrutkovici (s) stredu S gulovej plochy a druhd hlavnd kruZnica je
v normaélovej rovine § vzhladom ku tvoriacemu valcu ¢. Spoloéné body A, B ziska-
nych dvoch hlavnych kruZnic jednotlivej gulovej plochy vpisanej rotaénému valcu
st bodmi charakteristiky e vytvorenej obalovej skrutkovej plochy.

O spolocnej normdle uvazovanych ploch plati

Veta 5. Spoloénd normdla n skrutkovej obalovej plochy @ o tvoriacej rotacnej
valcovej ploche ¢ v bode A charakteristiky e prechddza spoloénym priemerom AB
dvoch hlavnych kruznic gulovej plochy zvolenej zo sustavy oo' gulovych pléch
obalujucich rotacni valcovii plochu ¢, a to tych hlavnych kruZnic, ktoré vznikni
rezom normdlovej roviny k ku skrutkovici (s) stredu S gulovej plochy a normdlovej
roviny 6 vzhladom ku tvoriacemu valcu ¢ prechddzajicej tieZ stredom S zvolenej
gulovej plochy.
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Konstrukcia dotyénice v bode A uvazovanej cahrakteristiky e: Podorys dotycnice ¢,
ku priemetu e, skiimanej charakteristiky je moZné zostrojit pomocou projektivnych
konstrukcii. Priemet e; je obrazom prienikovej kvartiky dvoch simedznych poléh
skrutkujucej rotaénej valcovej plochy ¢. Kvadraticky bodovy rad na kruZnici k pre-
mietnime z jej stredu O na nositelku p. (V naSom pripade nositelka p je obrazom obry-

Obr. 2.
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sovej povriky valcovej plochy. VZdy tomu tak nie je, to zdleZi od parametru v° skrutko-
vania.) Oba kvadratické bodové rady na nositelkdch k a p premietnuté z bodov X*
resp R” indukuju na odpovedajucich si 1i¢och body krivky e,. Doty¢nici g v bode A*
kruznice k v uvedenej osobitnej transformdcii odpovendd hyperbola d, ktord sa
krivky e, dotyka v bode A,. Kvartika e¢; a hyperbola d maji v bode A, spoloént
dotycnicu t;. Pre dotykovu hyperbolu d su v obr. 2 zostrojené jej asymptoty, ktoré
pre konstrukciu doty¢nice t; potrebujeme. Nevlastnému bodu U’ oo linedrneho bodo-
vého radu na nositelke g v danej projektivnosti odpovedd ubeznik U, ktorym rovno-
beZne so smerom R* prechddza asymptota w hyperboly d. Druhd asymptota vo
smere X® je priamka 20,. Potom z elementdrnych doty&nicovych vlastnosti hyper-
boly mézeme dotyc€nicu ¢, spolo¢nu hyperbole d a krivke e; Tahko zostrojit. Doty¢-
nica t v bode A krivky e je incidentnd s dotykovou rovinou t* spolo€nou pre tvoriacu
valcovil plochu ¢ i vytvorenu obalova skrutkovu plochu @ €o pouzijeme k zobra-
zeniu ndrysu t,.

Pozndmka: Ak os %o tvoriacej rotaénej valcovej plochy ¢ a s Hou mimobeZnd
os 'o skrutkového pohybu svieraju ostry uhol «, potom konstruktivne uréovanie
charakteristiky e vytvorenej obalovej skrutkovej plochy je celkom analogické ako
bolo uvedené pri obr. 1 resp. 2.

Z vlastnosti krivky e odvodenej pomocou zvldStnych koreSpondencii vyplyva

Veta 6. Charakteristika e obalovej skrutkovej plochy ®, ktorej tvoriacou plochou
je rotacnd valcovd plocha ¢ je krivka funkcie tangens resp. jej afinnd krivka
navinutd na tvoriacu valcovu plochu ¢.

TaktieZ potom plati

Veta 7. Prienikovd c¢iara e dvoch sumedznych pol6h skrutkujiicej rotacénej valco-
vej plochy ¢ je priestorovd kvartika s nevlastnym bodom vo smere osi valcovej
plochy a s dvoma asymptotami, ktorymi su povrsky valcovej plochy leZiace v jej
osovej rovine rovnobeznej s osou skrutkového pohybu.

Plochu vytvorent normdlami plochy pozdi? charakteristiky e definuje

Veta 8. Vsetky normdly plochy charakteristiky e obalovej skrutkovej plochy @,
ktorej tvoriacou plochou je rotacnd valcovd plocha ¢ vytvdraji konoid, ktorého
riadiacimi dtvarmi su; charakteristika e ako priestorovd kvartika, os %0 valcovej
plochy a nevlastnd priamka urcend riadiacou rovinou § L %o.

Rozbor definovaného konoidu (obr. 3) moZe byt predmetom osobitného pojedna-
nia, ktoré uZ nezapada do tématiky tohto ¢lanku.

3. Sledujme iny typ obalovej skrutkovej plochy. Tvoriacou plochou nech je vtomto
pripade skrutkujici podlhovasty rotaCny elipsoid ¢, ktorého poloha vzhladom
k osi 'o skrutkového pohybu je dand podla obr. 4. Kvoli struénejSiemu vyjadro-
vaniu pomenujme vytvorenu obalovu skrutkovi plochu @ elipsoido-skrutkovou
plochou. ~
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Analogickou interpretdciou vpisanych gulovych ploch, ktoré obaluji tvoriaci
rotaény elipsoid, dochddzame ku bodovej konstrukcii charakteristiky e vytvorenej

obalovej skrutkovej plochy. Body charakteris-
tiky urCuje

Veta 9. Body charakteristiky e elipsoido-
skrutkovej plochy su spolocné body 3 ploch
a to jednotlivej gulovej plochy  zvolenej zo
sustavy gulovych pléch obalujucich tvoriaci
rotacny elipsoid ¢ normdlovej roviny k ku
skrutkovici (s) stredu S, gulovej plochy
aroviny 9, ktord je rovinou dotykovej kruZni-
ce k gulovej plochy \y vpisanej danému rotac-
nému elipsoidu ¢.

Konstruktivna aplikdcia vety 9 je pre zo-
strojenie potrebnej Casti charakteristiky e dost
neprehladnd a zdlhavd. Aj v tomto pripade
mozZeme priemet e; charakteristiky povazovat
za obraz prienikovej kvartiky dvoch stime-
dznych poldh skrutkujiceho elipsoidu a body
Ciary e; zostrojovat pomocou osobitnej
transformdcie kruznice k nasledovnym spdso-
bom (obr. 5):

Body A,B,; obrazu charakteristiky e, boli
zostrojené uvedenou priestorovou; interpre-
tdciou. Nad vedlajSou osou K, L, elipsoidu
zostrojime v pddoryse kruznicu k; na nej urci-
me body 1, 2 (A1 || B,2 | *o0,). Spojnica bo-
dov 1 2 pretina priamku 4,B, v prieseCniku

' = 2, nim prechddza nositelka p || 20,. Zo
stredu S =12.K,L, premietnime kvadra-
ticky bodovy rad kruZnice k na nositelku p.
Oba kvadratické bodové rady premietnuté
z bodov X* resp. R® indukuju na odpoveda-
jucich si la¢och bovy krivky e;. Doty€nicu
t; v bode A, krivky e, ziskame projektivny-
mi kon§trukciami ako v obr. 2. (Doty&nici
't v bode 1 kruZznice k odpovedd v uvedenej

~transformdcii hyperbola, ktord sa krivky e,

|
1
|
e g
-

Obr. 3.

v bode 4; dotyka — u, w su ziskané asymptoty pre tito dotykovi hyperbolu.)

4, Podrobme rozboru obalova skrutkovi plochu @, ktord je vytvorend skrutko-
vanim anuloidu ¢ okolo osi o pri danej redukovanej vyske zdvitu v°. Poloha skrutku-
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juceho anuloidu vzhladom k ose o skrutkovania je obecnd, t.j. rovina  stredov
polmerididnovych kruZnic zviera s osou o skrutkového pohybu ostry uhol «, pri
&om os o skrutkového pohybu a os 2o rotdcie anuloidu st navzdjom mimobezné
priamky (obr. 6).

Obr. 5.

Vytvorenie anuloido-skrutkovej plochy & moéZeme interpretovat ako obdlku
serpentin vytvorenych skrutkovanim gulovych pléch zvolenych zo sustavy obaluji-
cich dany anuloid ¢. Dotykovd kruZnica k zvolenej gulovej plochy vpisanej anu-
loidu lezi v rovine 6 merididnovej; potom z predchddzajucich obecnych dvah plati

Veta 10. Spolocnd normdla n obalovej skrutkovej plochy ® a jej tvoriaceho
anuloidu ¢ v spolocnom dotykovom bode prechddza spoloénym priemerom AB
dvoch hlavnych kruznic gulovej plochy, zvolenej zo sustavy oo' gulovych pléch
obalujucich dany anuloid a to tych hlavnych kruZnic, ktoré vznikni rezom normd-
lovej roviny x ku skrutkovici (s) stredu S gulovej plochy a merididnovej roviny &
tvoriaceho anuloidu prechddzajucej stredom S zvolenej gulovej plochy.

Charakteristika e anuloido-skrutkovej plochy je priestorovd €iara 16°, moZno ju
povaZovat za prenik dvoch simedznych poléh skrutkujiceho anuloidu. V obr. 6
je zobrazend len &ast pouZitej vetve charakteristiky e (konStrukciou ziskany bod B
patri k jej parazitnej vetve).
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Uvedeny prispevok ukazuje a aplikuje pomerne jednoduchy sposob konstruktiv-
neho zvlddnutia obalovych skrutkovych pldch. Uréenim charakteristiky e uvddzanych
ploch je mozné potom Tahko urcit i iné druhy tvoriacich Ciar na obalovej skrutkove;j
ploche, znalost ktorych méZe ndjst uplatnenie pri technologickych a ndstrojovych
varidcicdch pri vyrobe rdoznych Snekovych zariadeni.

Pe3rome

I'PA®MYECKOE OITPENEJTEHUE XAPAKTEPUCTUK BUHTOBBIX
IMMOBEPXHOCTEMN KOXVXA

MATVII KYHUAK (Matus Kuniak)

B craThe rnpuBOIUTCSL pa300p BUHTOBBIX TOBSPXHOCTEH KOXKyXa @, 00pa3oBaHHbIX
MPY BUHTOBBIX IBIKSHHUSX ONPEACSIEHHOM MOBEpXHOCTH BpalueHust ¢@. O0pa3syronias
MOBEPXHOCTb BPALLICHUS (9 CYUTACTCS KOKYXOM I1LAPOBBIX TOBEPXHOCTEH, MPU MOMOILU
KOTOPBIX OCYILECTBJICHA KOHCTPYKLHS TOYCK XapaKTEePUCTHKU e Pe3yJibTUPYIOUICi
BUHTOBOW MOBEPXHOCTU KOXKYyXa.

JIr060it mapoBoOil MOBEPXHOCTBIO Y C LICHTPOM S, BITUCHIBACMOU B JTAHHYIO [10-
BEPXHOCTb BpalICHUsl @, 00pa3ycTcs NPH BUHTOBOM IBM)KEHUM CITUpailb ApXume-
ma ', Uit KOTOpOM OOoJiblliast OKPYXHOCTb ¢ IIAPOBOIM TMOBSPXHOCTH W BSUISATCA
XapaKTCPUCTUKOM, JIeKAILEHl B HOPMAJIbHOM TUIOCKOCTH K OTHOCUTEILHO BUHTOBOM
JIMHAK (S) ¢ HCHTPOM S paccMaTpUBAEMON 1IAPOBOiL osepxHocTH . Kacaroiuascs
OKPYXXHOCTh k 11apOBOI MOBEPXHOCTH Y € PAcCMATPUBAEMOM MOBEPXHOCTHIO Bpa-
LLEHKS (@ MepecekacT OOJIBINYI0 OKPYXKHOCTH ¢ 1LIAPOBOM IMOBEPXHOCTH Y B TOUKAX
A, B pe3yJibTUPYIOIIEH XapaKTepUCTUKU e MCCIeAyeMOM BUHTOBOW MOBEPXHOCTH
Koxyxa &.

[IpocToe ycBOeHUE KOHCTPYKIMU MPHBEICHHOM TEMATHKM MOXCET OBITH MPUIOX-
HBIM IIPU MTPOU3BOICTBE PA3IUYHBIX YePBBIYHBIX JACTAJCH.

Summary

GRAPHICAL DEFINITION OF THE CHARACTERISTICS
OF ENVELOPING HELICOIDAL SURFACES

\ MATUS KUNIAK

The paper presents the analysis of the enveloping helicoidal surfaces @ which are
formed by the halical movement of a surface of rotation ¢. This surface ¢ is taken
for the envelope of spherical surfaces by means of which the construction of the

465



points of the characteristic e of the resultant enveloping helicoidal surface is effected.

Any spherical surface  with center S, inscribed into the given surface of rotation ¢,
will form, under helical movement, an Archimedean spiral ¥’ for which the great
circle ¢ of the spherical surface ¥ is the characteristic lying in the normal plane x with
regard to the helix (s) described by the center S of the given spherical surface . The
contact circle k of the spherical surface y with the corresponding surface of ro-
tation ¢ intersects the great circle ¢ of the spherical surface ¥ in points 4, B of the
resultant characteristic e of the examined enveloping spherical surface ®.

It is possible to apply a simple constructional solution of the above questions to the
production of various worm devices.

Adresa autora: Ing. Matis Kuniak, Vysoka Skola technicka, Zbrojnicka 7, Kosice.
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