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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY &isLo 4

RETEZOVA REAKCE S RYCHLYMI NEUTRONY V OBOHACENEM
URANU

II. NUMERICKA ANALYSA

Ivo MAREK
(Doslo dne 22. srpna 1963.)

Otazky mozZnosti udrZeni fetézové reakce v daném prostiedi teoreticky
vySetfované v praci [8] jsou v této praci vySetfovany z hlediska realizace
prislusnych vypo¢t na samocinnych pocitacich.

1. UVOD

Tento pfispévek je pokraovanim prace [8]. Zatimco v [8] jsme se omezili pouze
na problémy existence a jednoznacénosti feseni problému udrZeni fetézové reakce,
pojedname v této praci o feSeném problému z hlediska numerické analysy a z hle-
diska realizace vypocti na samocéinném pocitaci. S tim souvisi nékolik otazek.

1. Pfevedeni ulohy kontinualni na ulohu diskrétni. V daném pripadé bézZi o pre-
vedeni integralni rovnice se spojitym jadrem na systém linearnich algebraickych
rovnic.

2. Reseni soustavy linearnich algebraickych rovnic zavislych na parametru.

3. Dikaz konvergence fesSeni diskrétni lohy k feSeni tilohy kontinualni.

4. Zhodnoceni obdrZenych numerickych vysledki.

Ulohy uvedené v bodech 1 a 3 byly zkoumany v praci [7]. Budeme se proto za-
byvati hlavné tilohami uvedenymi v bodech 2 a 4.

Reseni problému udrZeni fetézové reakce v daném prostiedi se podobné jako v pfi-
padé kontinudlnim i v diskrétnim analogu redukuje na ulohu stanoviti hodnoty
nékterych parametrd, na nichZ zavisi zminéné algebraické rovnice, tak, aby domi-
nantni vlastni ¢islo odpovidajici matice bylo rovno 1.

Dominantni vlastni ¢&islo matice, jejimiZz prvky jsou kladna &isla, lze vyhodné
sestrojovati nékterou iteraéni metodou. Jednim z hlavnich divod®, proC jsme se
rozhodli pro uZiti iteraci je ta okolnost, Ze podle fyzikalnich ivah ofekavame, Ze

294



prislusné dominantni vlastni hodnot& vlastni vektory se nebudou od sebe pfrili§
lisit pro hodnoty parametru z daného intervalu. Lze tak provadéti iterace s jednou
eventualné nekritickou hodnotou parametru az obdrZime ,,takika‘‘ vlastni vektor.
Potom teprve hledame kritickou hodnotu parametru. Zkusenosti s vypocty nas oprav-
fiuji k nasledujicimu zavéru. Kdybychom pouzivali k hledani dominantniho vlastniho
isla jiné metody, feknéme upravené Gaussovy eliminacni metody, museli bychom
provadéti pravé tolik eliminaci jako provadénych zmén hodnot parametru. Dalsi
nevyhodou je, Ze prislusné vlastni vektory, jez takto obdrZime, pro nas nemaji
Zadny vyznam, nzbot obecné nepfislusi kritické hodnoté parametru. ProtoZe vSak
vySetfované matice zavisi na zkoumanych parametrech slabé, jest tiloha hledani
kritického parametru choulostivéjsi a tedy téZ zdlouhavéjsi neZ ostatni ulohy, jeZ
dohromady davaji feSeni problému udrZeni fetézové reakce. Kromé toho mame viici
metodé elimina¢ni vyhradu tykajici se stability feSeni pfi zménach hodnot parametru.

Z iteraénich metod pro vypocet dominantniho vlastniho ¢isla matice jsme zvolili
tak zvanou metodu iterace zdroje, ktera na matematickém modelu realizuje fyzikalni
déje, jez popisuji vysetfované rovnice. Metoda iterace zdroje je v podstaté Kellog-
govym iteraénim procesem a konvergence tohoto procesu byla za velmi obecnych
podminek dokazéana v préci [5]. Formule, podle nichZ se ziskavaji pfibliZeni vlastnich
Cisel a vlastnich vektord, obsahuji tfi obecné rizné posloupnosti funkcionalt. K rea-
lizaci vypodtu jest tedy mozné klast si dal§i poZadavky na optimalni vybér téchto
posloupnosti. Teoreticky Ize udati optimalni trojici posloupnosti, jak je ukazano v [6].
Pro vypodet na samodinnych po&itadich,je? jsou k disposici v CSSR, vsak vede uziti
optimalnich funkcionald k nutnosti pouZivati vnéjSich pamatovacich zafizeni stroje
a tudiZ nevede k tuspofe Casu. Numerické vysledky byly ziskany s funkcionaly,
jez davaji pomérné jednoducha schémata, nevyZaduji pouZiti vnéjSich paméti stroje
a snadno se programuji.

Uvedeme strucny obsah jednotlivych odstavct.

V odstavci 2 uvedeme koneénérozmérné aproximace vychozich integralnich rovnic
a uvedeme lohy, jeZ je zapotiebi fesiti. V odstavci 3 fe§ime tlohy uvedené v odstavci

2 a ovéfujeme konvergenci metody iterace zdroje. Je uvedeno nékolik moZnych
" variant vypocCtu. Odstavec 4 obsahuje numerické vysledky. Celkem byla zkouména
tii prostfedi s riznymi smésmi U?3® a3 U?35, Vysledky vypodti jsou uvedeny v ta-
bulkach.

2. KONECNEROZMERNE APROXIMACE

Bud Q = (Ey,, E.», 0 S Ey <... <E, = E_ < 0. PoloZme
4, =E, —E, k=1,2,...,n (nptirozené) .
Bud & = Z,(Q) prostor redlnych funkci integrovatelnych se étvercem na Q s normou
2 = | WP ae. e zi0).
Q
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Symbolem ', oznagujeme prostor uspofadanych n-tic £ = (&4, ..., £,) s normou

I=]* = X &>
k=1
Operator Q, zobrazujici Z na &, definujeme vztahy

Q"x=£", xn=(€3"'a€n),
kde

Ej
5,¢=A,:1J x(EydE, xeZ .

Epx-1

Zobrazeni Q, volime tak, abychom vystihli strukturu predpoklddaného feSeni.

Je-li x(E) hodnota neutronového toku energie E, pak

o [ o

Ej-1

je primérnd hodnota neutronového toku v intervalu <{E;_,, E;», neboli tok j-té

energetické skupiny v mnohoskupinovém pfibliZzeni.

Bud Z, prostor funkci X € £,(Q) konstantnich v intervalech <E;_,, E;>
=1,...,n To znadi, %¢ xeZ,< x(E) = X(E;) pro Ee<E;_,, E;>, kde

e<E;_1, Ej).
PoloZme
)?n = S’lin 9

kde

2= (& n &), &= A;‘fj X(E)dE = X(E)) .

Ej-1

K operatoru S, existuje operator inversni S, ! zobrazujici £, na &,

zeZ,, yed,, S;1§=}©)~)(E)=Cj pro Ee<E;_,E},

pficemz z = {y, ..., {,)-
Necht
P,=5"Q,,
takze ziejmeé
[P = sup x| = 1.

;€

Budeme se zabyvati koneénérozmérnymi aproximacemi operator-funkci A, =

= A,(B), A, = A,(y) definovanych v [8]
(2.1a) A,(B) = (C + D) F(B),
(2.1b) Ax(y) = (C + D) H(y),
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kde

(2.2a) y=Cx=yE)= J O(E, E') x(E") dE’,
CED V= Dx = y(E) = ‘:((5)) «(E),

(2.2¢) y = F(B)x = y(E) = %Z;LE—) x(E),
(2.2d) y = H(y)x = y(E) = 2(E) x(E) .

2(E) + y/V(E)

Ve vyrazech (2.2) je jadro © spojité a kladné na &tverci Q x Q a funkee o,, 0, Z, V
jsou kladné a spojité na Q.
Konengrozmérné aproximace operatori (2.2) definujeme takto:

PE; -~
2.3 OB =471 @ E E, arctg B/F(Ek) ’
(2.3a) cii'(B) = 4; S (E, Ey) B/3(E)
2.3b o0 =41 [ ok ) — ME) g
( ) C; (V) J Je, ( k) Z(E,,) i y/V(Ek)
(230) fJ(B) _ AJ_ L rEj; _o_-_‘;{_E;) arctg B/Z(E) dE ,

Je,., o(E)  BJX(E)
(" o (E) 3(E)

2.3d hiy) = 4;! dE,
(239 N N G FR I
takze celkem

(2.4a) © a%(B) = ¢S(B) + 5, f{B),

(2.4b) a(y) = () + 8 hiy)

kde 6, je Kroneckerovo delta, Gy = <0, B>, Gy = <0,y,> a B, < o0, y,, < ©
jsou dané konstanty.

Poznamenejme, Ze vétSina funkci vyskytujicich se ve vyrazech (2.3) vznikla méfe-
nim a jsou to funkce po &astech konstantni, takZe integrace v (2.3) se v podstaté
redukuji na sumace.

Hledejme feSeni rovnic

(2.52) Ay(B) x4(B) = w,(B) x4(B),
(2.5b) A7) x2(9) = 1a(y) x29)
(2.6a) A1(B) x1(B) = p;,(B) x1,(B) ,
(2.6b) A7) X2n(¥) = H2(7) X2() -
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Uloha 1. Ur¢iti hodnotu parametru By € Gy a vektor %,(B,) € &, tak, aby pri-
slusnd vlastni hodnota 11(Bo) = 1 a dokdzati, ¥e B, je uréeno jednoznacéné.

Uloha 1. Uréiti hodnotu parametru y, € Gr a vektor £,,(7o) € &, tak, aby pri-
slusnd vlastni hodnota an(vo) = 1 a dokdzati, Ze v, je uréeno jednoznaéné.

Uloha 2. Dokdzati, Ze v normé prostoru & plati

(2.72) x;(B) = lim Sy ' %1,(B),
kde

5 xl(B) = #1—1(3) Al(B) XI(B) s 521:-(B) = .ul—nl(B) Aln(B) 5%1"(3)
(2.8a) p1(B) = lim p,,(B)

n— oo

pro kaZdé B € Gg.

Uloha 2. Dokdzati, Ze v normé prostoru & plati

(2.7a) x(y) = lim S’ 2240)
kde

] X(7) = 12 '(0) 42(9) x2(7) » 224(¥) = 120 (7) A2a(7) 224(7)
(2.8b) pa(y) = Tim pp,(7)

n— o

pro kazdé y € Gp.

Podobné jako v [8] sta¢i misto wloh 1,1 vySetfovati ulohy 3 a 3":
Uloha 3. Pro Be Gy, B' € Gy, B' > B je

(2.9a) pin(B) > w(B), n=1,2,...
Uloha 3. Proye G, Y € G, 7' > y je

(2.9b) 7)) > B2ay) s n=1,2, ...

3. KONVERGENCE METODY ITERACE ZDROJE

V tomto odstavci se budeme zabyvati feSenim tloh poloZenych v odstavci 2 a pfi-
bliznymi metodami numerického feSeni pfislu§nych koneénérozmérnych aproximac-
nich soustav linearnich rovnic.

Platnost rovnosti (2.7a), (2.8a) respektive (2.7b), (2.8b) plyne z nasledujiciho
tvrzeni dokazaného v [7].
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Véta 1. Operdtor A necht oznacuje jeden z operdtorii Ay(B), B€ Gy, Ay(y), y € Gr.
Piedpoklddejme, %e u je jednoduchou dominantni vlastni hodnotou operdtoru A.
Operdtory A,, n = 1,2, ... necht oznacuji koneénérozmérné aproximace operdtoru
A definované pomoci (2.1), (2.4) a p, necht oznaéuji dominantni vlastni hodnoty
téchto operdtorii pron = 1,2, ...

Je-li xo (| xo]| = 1) vlastni vektor operdtoru A prislusny vlastni hodnoté pa S, ' %,
(|Sy ', = 1) vlastni vektor operdtoru A, pfislusny vlastni hodnoté p,, pak plati
v normé prostoru &

xo = lim S, %,
n— o

u=lim g, .
Reseni tlohy 3 respektive tlohy 3’ je diisledkem toho, e prvky matic representu-
jicich operatory A,,(B), A,,(7) jsou vzhledem k (2.3) a (2.4) kladné a klesajici funkce
proménnych B a y. Plati totiz

Véta 2. Predpoklddejme, Ze proky matice A = A(), Be Gy = {Bo, Bo?s Bo < Boos
Jsou spojité kladné klesajici funkce proménné B:

(3'1) ajk(ﬁl) < ajk(ﬁ) pro B <p.

Potom pro kazdé e G, existuje kladné dominantni jednoduché vlastni Ccislo
o(B) operdtoru A(B) a funkce py = po(B) je spojitd a klesajici v G

(3 '2) Ho(ﬁ/) < #o(ﬂ)

pro B’ > B, Be Gy, B € Gy

Platnost véty 2 vyplyva z véty D préace [8]. Danou matici A(f) povaZujeme za
operator v kone&n&rozmérném prostoru %,. Kladnost a spojitost prvkid matice A(f)
. a konec¢na dimense prostoru &, zarucuji platnost poZadavki 1—4 véty D. PoZada-
vek 5 vyplyva z pfedpokladu o monotonii prvki matice A(p).

Tim je dokazina véta 2 a tim je téZ podano feSeni tiloh 3 a 3’, nebot pro dostateéné
velka n se py,(B) a pp,(y) podle (2.8) blizi hodnotam py(B), uy(y), takZe je-li 1y(0) > 1
respektive 11,(0) > 1, je téZ pro dostate&n& velka n p;,(0) > 1 a p,,(0) > 1. ObdrZeli
jsme tedy

ReSeni tlohy 3. Je-li 11,(0) > 1, pak podle [8] existuje prdvé jedna hodnota
B, € Gy takovd, Ze py(B,) = 1 a podle (2.8a) existuje index ny tak, Ze p,,(0) > 1
pro n > ng. Z véty 2 pak vyplyvd Ze existuje pravé jedna hodnota By, € Gy takovd,
Ze py,(Bon) = 1 a plati

(3.33) 1= uln(BOn) - ﬂl(BO) =1 b
(3.43) By, — B, .
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Dikaz. Sta¢i dokazovati platnost relace (3.4a). Ta vyplyva odtud, Ze z konvergence
posloupnosti klesajicich spojitych kladnych funkei {v,} ke kladné klesajici funkci v
plyne té7 konvergence posloupnosti funkci {v, '} inversnich k {v,} k inversni k v funkci
v—1, Disledkem je platnost vztahii

By, = #fnl(l) - ﬂfl(l) = By
z nichZ pfimo vyplyva (3.4a).
Podobné obdrzime
ReSeni dlohy 3'. Je-li p,(0) > 1, pak podle [8] existuje prdvé jedna hodnota
Y0 € Gy takovd, Ze p,(y,) = 1 a podle (2.8b) existuje index no takovy, Ze p,,(0) > 1

pro n > ngy. Z véty 2 pak vyplyvd, Ze existuje prdvé jedna hodnota y,, € Gy takovd,
%e py(von) = 1 a plati

(3.3b) 1 = py,(os) = pa(v0) = 1,
(3~4b) Yon = Yo -

Symbol 4 necht ozna&uje jeden z operatortt 4,(B), 4,(y), A,(B), 4,,(7) v ptisluiném
definiénim oboru. Jak jsme dokazali, operator A ma kladné dominantni jednoduché
vlastni &islo, oznaéme je symbolem p,. Zabyvejme se tlohou stanoviti pfiblizn&
hodnotu p, a pfislusny vlastni vektor, jejZ oznaCujeme symbolem x,,.

Necht {y,.}, {z,,} jsou posloupnosti spojitych linearnich forem slab& konvergentnich
k formé& y’ v pfislusném Banachové prostoru %, tj.

y'(x) = lim y,(x) = lim z,,(x)
pro kazdy vektor x € 4.

Necht
Vmt1 = M AV,

pfiGemzZ y, je nenulovy vektor z kuZele nezipornych vektord prostoru & a

_ ZnlAym)
yr’n(.})m)

m

Podle [5] plati v normg pfisluiného prostoru

limy, =ax,, a=#*0

m-= o

llm Hm = Ho -
Uvedeme nékteré typy funkcionalii pouZivanych pii praktickém pocitani.
Napied se budeme zabyvati pfipadem operatorit A,(B), A,(y).

300



As. Necht & = 4(Q), Ege @, xo(E;) > 0 a
z2(%) = yi(x) = y'(x) = x(Eo) .

Bs. Necht & = %(Q), f € €(Q), f(E) > 0 pro E€ Q,
2() = ¥ilx) = ¥(x) = j (E)(E) dE

Cs. Necht & = #,(Q), A* je adjungovany k A operator a (x, y) zna&i hod-
notu skalarniho souc¢inu v L,(Q) ([1], [4]):
(%) = z2(x) = (x, y2) »
kde
Yma1 = b A¥yn.

Poznamenejme, Ze volba Cs je optimélni ve smyslu popsaném v praci [6]
Piipad operatorit A4,(B), A4,,(y) rozebéfeme podrobngji. Ve viech vysetfovanych
piipadech necht &, oznacuje n-rozmérny eukleidovsky prostor se skalarnim soucinem

(x, Y) = Z &
k=1
kde
x=(éla"'56n)’ y=(’71,---,’7n)

Ix[* = (x. %) -

Ad. Bud ¢; soufadnice vlastniho vektoru x, operatoru A takova, Ze £; > 0. Potom
klademe

(%) = yu(x) = ¥'(x) = ;.
ObdrZzime znamy proces

_ (Ayn);

- (yrn)j ’

kde (x); znaci j-tou soufadnici vektoru x € &,

Hm

Bd. Necht f = (¢4, ..., ¢,), f€ X,, @; > 0 alespoii pro jednu soufadnici a

24() = 9 = ¥ = 5 ot
kde x = (&, ..., &,).
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Poznamenejme, Ze proces Ad je specialnim pripadem procesu Bd, klademe-li
i = Oj -
Obdrzeny proces pfi ¢, = 1, k=1,...,n

pCTAN

Pn = ——

il(ym)k

k

je vyhodngjsi neZ proces Ad, nebof zahlazuje eventuélni singularity nékterych sou-
fadnic.

Cd. Necht 4* oznacuje adjungovany k 4 operator. Necht
Ymi1 =t A¥y,
Z1m(%) = Yin(¥) = (%, y1) 5
2om(X) = Yaul(X) = (x, A*y3) -
ObdrZime procesy ‘

_ (Aym yu) , _ (Aym A*y7)
(Yo ym) (Vs A* V)

jeZ jsou optimalni ve smyslu popsaném v praci [6].

Him

O prednostech téchto procesi svédéi platnost vztahti

e - A2m+1
— (Aym’ ,V:.) _ (A2m+lyo, yo) _ Z ( y())k (J’o)k

k=1
y’lm - * = 2 ,
m Vm A2y, -
(y y ) ( Yo .Vo) kZI(AZ yO)k (J’o)k
(Aym, A*Y) (A2m+ZJ’o J’O) kzll(Azm”yo)k (yo)"
”Zm = M = i — *=

- - A* :: - A2m+1 , n ’
(J’ Yy ) ( Yo J’o) Z (A2m+ 1y0)k ()’o)k
k=1

z nichZ je patrné, Ze pfibliZzeni stupné€ n ve varianté Cd je pfiblizenim stupné 2n
ve varianté Bd. Tato vyhoda vSak je vyvaZena nutnosti ,,pamatovati‘ daleko vétsi
mnoZstvi informace pro vytvareni prvki iteracnich posloupnosti, coz pii konkrétnim
vypoctu vede k nutnosti pouZiti vnéjsich paméti stroje a ke ztraté ¢asu. Na vykonnych
strojich je vSak vyhodnost metody C nesporna, zejména v ptipadé koneénérozmérnych
matic kdy ani stanoveni ani pamatovani adjungovaného operatoru A* necini potizi.
Poznamenejme, Ze kdy? A = A*, pak jsou posloupnosti {y,}, {yi} totozné, takZe
pro pfipad symetrickych operatori je pouZiti procesu C zvlast vyhodné.
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4. NUMERICKE VYSLEDKY

MozZnost udrZeni fetézové reakce s rychlymi neutrony byla zkoumana pro tfi typy
homogennich prostiedi tvofenych smésmi isotopti U238 3 1J235, Slozeni U235 : U238
bylo v rozmezi 209, —40%,. Hlavnim tcelem vypocltu bylo ovéfiti pouZitelnost né-
kterych numerickych metod pro zkoumani problému udrZeni fetézové reakce v ne-
homogennim prostiedi [10].

Vysledky vypo&tl jsou obsaZzeny v tabulkach 1—3. V tabulkdch 1—3 m oznaluje
pocet provedenych iteraci.

Tabulka 1.

Prostiedi m n(0)
20% 83 1,02664904
30% 101 1,06626524
40% 81 1,09365712

Tabulka 2.

Prostredi m B 14(B)
20% 47 0,118347168 1,00000556
30% 96 0,181152342 1,00000448
40% 48 0,210327148 1,00000548

Tabulka 3.

Prostiedi m y 1)
20% 81 0,993999996 . 107 1,00000586
30% 117 0,274784000 . 108 1,00000000
40% 82 0,410952000 . 108 1,00000034

Jak ukazuje porovnani vysledkt nami dosaZenych s vysledky prace [3], metoda
iterace zdroje, ve tvaru uvedeném v odstavci 3, se plné€ osvédcila a bylo ji proto
pouZito i pro pfipad fetézové reakce v nehomogennich prostfedich [2] Pozname-
nejme, Ze odchylky mezi vysledky nami dosaZenymi a vysledky prace [3] lze pFidist
na vrub odchylkam ve vychozich jadernych konstantach.

Vypocty byly provadény na samocinném pocitaci Ural I v Ustavu teorie informace
a automatizace CSAV v Praze.

Poditano bylo v pohyblivé fadové éarce. Dimense prostoru &, byla zvolena n = 16
vzhledem k moZnostem stroje. Z divodd, o nichZ jsme se jiz zminili, bylo pouZito

varianty vypoctu Bd. .

Jak je patrné z formulace tlohy, je zapotfebi urgiti t¥i dominantni vlastni &isla
pro jeden piipad obohaceni prostiedi isotopem U?3°  P¥i vypoétu prvniho z trojice
hledanych vlastnich ¢&isel byl za vychozi vektor iteraci volen vektor y, o soufadnicich
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7, = ... =1, = 1. Pro stanoveni dalSich dvou vlastnich &sel bylo pouZivano
vektord, jeZ byly ziskany iteracemi v pfedchozi uloze.

V zadném z pocitanych piipada jsme se nesetkali s pfiznakem numerické nesta-
bility.
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Pe3rome

LENNHAA PEAKLIMS HA BBICTPBIX HEMTPOHAX
II. YUCJIEHHbBIN AHAJIN3

MBO MAPEK (Ivo Marek)

CraTbs SIBJISETCS IPOJOJKEHUEM ONHOMMEHHO#M cTaThy [8]. Mexay TeM kax B [8]
peilleHa TpobyieMa CyLUECTBOBAHUS M OIHO3HAYHOCTH KPUTHYECKMX IapameTpoB
(MaTepranbHOro MapaMeTpa U peaKTHBHOCTH), B JAHHOM CTAThE B OCHOBHOM yJeJisi-
eTcs BHHMAaHUE BONMPOCAM, CBS3AHHBIM C BBIYUCICHHSIMH. VIMEHHO, 3aTPOHYTBHI
BONIPOCHI IUCKPETH3AIMH 33J]a41, CXOJMMOCTH PEIICHUH ITOJIyYeHHBIX CUCTEM JIMHEH-
HBIX ajrebpanyeckux ypaBHEHMI K TOYHOMY PEILIEHHIO MCXOJHOTO WHTErpasibHOro
YPaBHEHHS, CXOAMMOCTH HEKOTOPBIX BBIMHCIUTEIbHBIX MPOLECCOB THIA MTEPALMH
HCTOYHMKA, YCTOWYMBOCTH BBIYMCIMTEIBHOTO Iporecca. I1puBenensbl Takxke YUCIICH-
HBIE PE3YJIbTATHL
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Summary

NEUTRON CHAIN REACTION WITH FAST NEUTRONS
II. NUMERICAL ANALYSIS

Ivo MAREK

The paper is a continuation of the paper [8] of the same name. In [8] problems
of existence and of uniqueness of critical parameters (the material parameter, the
reactivity) were solved; in the present paper computational problems are discussed.
The questions treated are connected with the discretization of the problem, with
the convergence of the solutions of the obtained linear algebraic equations to the
exact solutions of the initial integral equations, with the convergence of some numer-
ical processes of the type source iteration and with the stability of the numerical
processes used. Some numerical results are given.
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