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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY &IsLO 4

O JEDNOM TYPU INTEGRALU, U NEHOZ SE PROJEVUJE TZV.
,,GIBBSUV ZJEV*

JOSEF MATU3U

(Doslo dne 13. zafi 1963.)

Prace se zabyva otazkou Gibbsova zjevu a jeho kvantitativniho ocenéni
v pfipadé€ integrilu, jehoz specidlnim pfipadem je integrdl Fourieriv. Na
rozdil od drivéjsi stejnojmenné prace je pouZito analogie s Diniovym a nej-
obecnéjS§im Gergenovym kritériem konvergence Fourierovych rad.

1. UVOD

V praci [1] byl proveden diikaz existence Gibbsova zjevu u integralu typu

+ o +
(1) F(t) = Kf <J f(z) g'{w(r — 1)} d‘L’> do,
0 -
kde g'(t) znagi derivaci funkce g(1) podle proménné t a K # 0 je jisté konetné (realné)
Cislo. Zopakujeme néktera fakta z této prace.
Integral (1) konverguje (bud jako Lebesguedv nebo jako zobecnény integral) tehdy
a jen tehdy, existuje-li kone¢na limita lim F (1), kde

N A- -+

@ F) =K r < j "0 g/ — 1) df) do (0 <4 <+,

0 —©

naez F(f) = lim F,(1).
A-+

Aby byla zaruena konvergence integralu (2), je nutné, aby funkce f, g splilovaly
jisté vlastnosti. V praci [ 1] jsme pfedpokladali o funkci f, Ze pro ni nastava néktery
ze dvou piipadd. Pfipad I: feL(—oo, +0). Piipad II: fe L(—b', b') pro kazdé
kone¢né b’ > 0; mimoto lim f(f) = 0 a existuje kone&né b > 0 tak, Z¢ f ma variaci

t—+ 0

koneénou jak v intervalu <{b, +oo) tak i v intervalu (—oo, —b)>. O funkci g jsme
pfedpokladali, Ze pro ni nastava néktery z nasledujicich dvou pripada. Pripad P,,:
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g je 1. spojita, omezena a licha v E; a 2. derivace g’ existuje v E; a je tam spojita
a omezena. Pripad P,,;: g spliiuje vlastnosti 1., 2., dale pak 3. existuje konecné
gislo S > 0 tak, ze |[4g(t) di] < S v oboru (Jaf < +00, « £ B < +0). Z pfedpo-
kladu P,, plyne existence konetného C > 0 tak, Ze |g(t)/t| < C v intervalu €0, + o),
tj. |g(t)] < Clt| (dokonce pro viechna t). Ze vztahu |f% g(t) dt| < S (v oboru (Jo] <
< 4+, a £ B < + o)) plyne dale, Ze zobecnény integral {4 * [¢(t)/t] dt konver-
guje. Hodnotu tohoto integralu jsme znacili R. Nastava-li nyni pro funkci f piipad
I (11) a pro funkci g pifpad Py, (Py,,), pak integral (2) vzdy konverguje (bud jako
Lebesguetv nebo jako zobecnény integral). Jeho hodnota je pokazdé

+ A + 0 A
F(f) = KJ e+ 1) 04D g - KJ (e + ) + £t — oy D e
— T 0 T
Také tyto integraly jsou poptipadé zobecnéné integraly.
V odst. 2 prace [1] byla dokazana ddleZita

Véta. Pro funkci f necht nastdvd néktery z pripadu I, 1. BudiZ y € E; a budiZ g
funkce omezend v E;. Nech existuje konecné S > 0 tak, Ze |[% g(r) dt| < S v oboru
(Ja] < 400, & £ B < + ). Potom

B
tim. j 1) g{A(t = )} dt = 0

A-+

v oboru U(le| £ +o0, a £ p < +0) (v pfipadech —o0 = a < f < +00, —00 <
<o <f =40, —0 =a < f =+ se jednd popfipadé o konvergentni zobec-
nény integrdl); konvergence je stejnomérnd vzhledem k («, f)e U ay € E,.

V odst. 3 prace (1) byly dale dokézany tyto véty:

Véta 1. Pro funkci f necht nastdvd néktery z pFipadu 1, 11, pro funkci g pripad
P,,3. BudiZ 0 < < 4+ o0, oznacéme

3) FAt,9) = K J "+ 1) + £t — ) 9(—‘;") g

(totéz K jako ve vyrazu (2)). Potom
lim (F,(t) — F(t,6)) =0;
A-+ o

konvergence je stejnomérnd vzhledem k t € E,.

Véta 2. Pro funkci f necht nastdvd néktery z pFipadii 1,11, pro funkci g pFipad
P123 (R # 0). Funkce f necht md ddle variaci konecnou v intervalu {a, b) (—co <
<a <b < +wo). Potom plati:
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1. V kazdém bodé t e (a, b) je integrdl (1) pro K = 1/2R konvergentni a jeho
“hodnota je {f(t+) + f(t—)}/2.
2. Je-li kromé toho f spojitd v {a,b), je lim F,(t) = F(f) = f(t) dokonce
A=+ o

stejnomérné v kaZdém intervalu {a + A, b — 1), kde 0 < 1 < (b — a)/2.

Véta 2 je pfima analogie kritéria Dirichletova-Jordanova, které jest jednim z nej-
pouzivanéjsich kritérii konvergence Fourierovych fad. Pfi jejim dikazu se vyrazné
uplatnila véta 1. Obou vét bylo pak v odst. 4 prace [ 1] pouZito pfi vySetfovani Gibbso-
va zjevu u integralu (1).

Dfive neZ uvedeme hlavni vysledek préce [1], ktery je obsaZen v zavéru 2, piipo-
meneme jedté definici vlastnosti G(s, r, R), dale pak uvedeme pfiklad. Pro funkci g
necht nastava piipad Py,3 (R # 0). Funkce g ma v bod€ t = s> 0 vlastnost
G(s, r, R), jestlize plati toto: Funkce &(f) = K [{ [¢(t)/z] d7 (totéz K jako ve (2))
mé pro K = 1/2R v bodé t = s hodnotu r # 1.

Pfiklad. Budiz g(f) = J,(t) (Besselova funkce 1. druhu a 1. fadu). Pro tuto
funkci nastava ziejm& pripad P,,. Dale je R = [ © [J(f)/] dt = 1. Abychom
dokazali, e pro tuto funkci nastava téZ ptipad P,,;, je nutné dokazat, Ze existuje
konegné &islo S > 0 tak, Ze |[% J,(f)dt| < S v oboru (J¢| < +c0, a < <+00).
To je snadné. Plati jak znamo Jy(f) = — J,(t) (Jo(t) — Besselova funkee 1. druhu
a 0. fadu). A tedy [4J,(t)dt = — (8 Jo(r) dt = Jo(a) — Jo(B), ti. |[5 J:() de| <
< |To(@)] + [Jo(B)]- Jelikoz |Jo(t)] < 1 pro kazdé te Ej, plyne odtud, Ze S = 2.
Pro funkci J,(t) nastava tedy piipad Py,3 (R % 0).

Zkoumejme nyni vlastnost G(s, r, R). Je &(t) = ([ [J4(7)/x] d)/2. Zajimédme
se pouze o takové body s > 0 (leZici v konetnu), pro n&z &(s) = r = ([ [J4(z)/<] .
.d7)/2 % 3, tj. pro n&% [§[Jy(1)/t] dr + 1. PoloZme si v této souvislosti otdzku:
Lze pfipustit viibec viechna s > 0 anebo je nutné nékteré hodnoty vyloucit?

Jak zndmo je Jo(f) = J(1)/t + Ji(?) (hodnotou funkce J(t)/t v bodé t =0
rozumime lim J,()/t = 3). A tedy [§ [J(7)/x] dt = [§ Jo(7) dr — J,(f). Pro funkci

t—0

Jo(t) plati dale integralni vyjadieni Jo(f) = (2 [§/* cos (t sin w) dw)/n, takZe

\

@ J (g, 2 f ' (J"” cos (¢ sin @) dw) de — J4(1).

o T TJo\Jo
Uzitim Fubiniovy véty dostaneme
7 [ /2 _ n/2 . .
—j <j cos(rsmw)dw)dr:gj M@dw.
TJo\Jo TJo sin @
V poslednim integralu poloZme tsin w = u (t > 0). Bude pak

2 (" sin (¢ sinw)dw_2t “sinu  du
7)o sin @ o u /PP +u?
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Zvolme zde napf. t = 5. Bude pak

10 (° sinu du 10 (" sinu du 10 (° sinu du
6 — T T 7“‘5+“‘ N
T o U \/5 +u T Jo U \/5 +u n ), u \/5 +u

10 smud smudu _ 10 5 sinudu
“n\/52+7z u n\/52+n u /5 + 72}, u )

Je

1 3 si
01 3 1 sy, i) = 1,5499312... > 14,
i \/52 + n? \/36 2 o U
takZe (viz (5))
5 o: .
}QJ' sin u du =07,

\/52 + u?

Dale je J,(5) = —0,3275791 ... < —0,3. A tedy (viz (4))

5 5 /2
f J—l(ﬂdr=gj (J cos(rsinw)dw)dr—]1(5)>O,7+0,3=1.
O T[

T 0 0

Je nyni funkce H(f) = [§ [J,(7)/x] dt spojita v intervalu <0,5), pfi¢emz H(0) = 0
H(5) > 1. A tedy podle Darbouxovy véty existuje &islo s e (0,5) tak, Ze H(s) =
= [4 [J4(7)/r] dr = 1. Tim je tedy dokazéno, Ze nikoliv v kazdém bod& t = s > 0
ma funkce J,(f) vlastnost G(s, r, R) (kde R = 1).

Zavér 2. BudiZ ce E,. Funkce f budi? nespojitd v bodé t = c, necht’f(c+) -
— f(c=) =4, 0 < |d| < + 0. Ve viech ostatnich bodech jistého intervalu {c — w,
¢+ w) (0 <w < +00) budi f spojitd a necht tam md variaci konecnou. Predpo-
klddejme ddle, Ze pro funkci f nastdvd néktery z pripadu 1, 11. Pro funkci g necht
nastdvd pfipad P, (R + 0), ddle pak necht g md vlastnost G(s, r, R) v bodé t =
=s5> 0. Budi? 0 <& <¢, = |d| [r — 3| Existuje pak jisté kladné ¢islo A, —
— zdvislé na nékolika parametrech — tak, Ze ,,pFevyseni‘

R N B N )

kFivky f kfivkou F 4 v bodech t = ¢ + s/A je aZ na jistou chybu A(A), kde lA(A)l <,
pro vechna A = A, rovno 100. |r — ;l % z absolutni hodnoty skoku funkce f
v bodé nespojitosti t = c.

Zavislost &isla A, na parametrech je patrna z poznamky 2 v odst. 4 prace [1].
Nazna&ime nyni v jakém sméru je tato prace pokradovanim prace [1].

276



Existuje jak zndmo celd fada raznych kritérii, ktera udavaji dostacujici podminku
pro konvergenci Fourierovych fad a ktera fesi téZ otazku souctl téchto fad. VSechna
tato kritéria lze vhodnym zpusobem preformulovat a pouzit jich k témto ucelim:
1. jako dostadujici podminky pro konvergenci integralu (1); 2. k ureni hodnoty
integralu (1). V odst. 3 prace [1] ziskali jsme pravé timto zpisobem vétu 2, kterou
jsme pak v nasledujicim odstavci pouZili pfi vySetfovani Gibbsova zjevu u integralu
Q).

Pro vétu 2 je specificky poZadavek konecné variace funkce f v intervalu <{a, b)
(-0 <a <b < +w). Je oviem moZny piipad funkce (viz pfiklad 1 v odst. 2),
ktera v tomto intervalu nema variaci kone¢nou, ale pravé naopak ma tam variaci
nekoneénou. Bude proto nasi snahou odvodit dalsi vétu, kterou budeme moci pouZit
i na pfipad téchto funkci. U€inime tak v odst. 2, kde vyjdeme z tzv. Diniova kritéria
konvergence Fourierovych fad.

V posledni dobé plati za jedno z nejobecnéjsich kritérii konvergence Fourierovych
fad tzv. kritérium Gergenovo, které je jednou z forem zesileni znamého kritéria
Lebesgueova (viz (2) nebo napf. (3)). Toto kritérium zahrnuje v sob& napf. kritérium
Diniovo a kritérium Dirichletovo-Jordanovo, rovnéz vsak i kritérium de la Vallée-
-Poussinovo, zahrnujici v sob& opét obé predchazejici kritéria. PfiliSnd obecnost
tohoto kritéria vSak zpisobuje, Ze se jeho pouZitelnost v pfipadé konkrétné dané
funkce dosti téZko provéfuje. Bez ohledu na tyto téZkosti pouZijeme v dalsim (viz
odst. 3) i tohoto kritéria (ov3em za cenu jistého omezeni, tykajiciho se funkce )}

2. ANALOGIE KRITERIA DINIOVA

Plati nasledujici

Véta. Pro funkci f necht nastdvd néktery z pripadu 1, 11, pro funkci g pfipad
P,23 (R # 0). Nechf 0 < & < +oo. Potom plati:
1. VkaZdém bodé t € E,, kde funkce f je koneénd a kde integrdl

(1 B(r) = J: [F -+ 7) + £t = ©) = 2 ()]

T

konverguje (jako Lebesgueiiv), je také integrdl (1) z odst. 1 pro K = 1/2R konver-
gentni a jeho hodnota je rovna f().

2. Je-li f konecnd a spojitd v intervalu {a, b) (—o0 <a <b < +o0) a plati-li

)] lim D(f) = 0

0-0+
stejnomérné vzhledem k tela, b, plati téZ lim F(t) = F(t) = f(t) (viz (2)
A=+ o0
v odst. 1) pro K = 1/2R stejnomérné vzhledem k t € {a, b).
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Poznamka. Predpokladame-li, Ze tzv. Dinitv integral

3) D(t)=£f(t+T)+f(t—-1:)—23dr

T

je pro f(t) = B e E, konvergentni Lebesgueiv integral, tedy absolutn& konvergentni
integral, je podminka (1) vZdy splnéna.

Dikaz v&ty. 1. Je (viz (3) v odst. 1)

(4)  F1.9) - 1) R% _ﬁ Qif_f) dt = ZI—R Jé fle+ o)+ /=1 - () g(Ar) dr.

T

A tedy (viz podminku (1) a v&tu z odst. 1)

, .

5) lim Ft, 3) — f(1) ~ J 9(47) 4; _ .
A=+ o0 R 0 T

Uzitim vztahu

lim (Fy(t) — Fy(t,0)) = 0

(viz v&tu 1 z odst. 1) plyne pak z (5), Ze

AlewFA(t) = F(1) =f(t)RiAEToo f: ﬁfl) dt = f(1).
2. JelikoZ podle véty 1 zodst. 1 lim (F (t, 1) — F,(t)) = 0 stejnom&rn& vzhledem

k t € {a, b), sta&i dokazat, 7e plati?g)+(o;ro § = 1) stejnom&rné vzhledem k t € {a, b).
BudiZ déno &islo & > 0. Podle (2) existuje &islo 8 (0 < 6 < 1) tak, Ze

_l_fslf(t+1)+f(t—t)—2f(t)fdtéi
2R J, =

T 2n

pro viechna f € {a, b) (n zna&i supremum funkce |g| v E;). A tedy

o %ﬁﬁf(t+r)+f(rt—’)"2f(t)g(f1f)dT =

IIA
o

i [LELESELEETI
~ 2R,

T

pro vsechna t € {a, b). UvaZujme integral

) [Hrrdrf=9 =30

g(47) dr =

= Jlth:;L) g(A‘E) dt + J‘]@ g(Ar) dr — 2f(t) Jq g(,:‘t) dr.

J
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Pifedevsim je

®) im 27() | 1oAY 4 o,

A—+ o0

a to stejnomérné vzhledem k t € (a, b), jelikoi Cinitel 2f (1) je omezeny v intervalu
{a, b) (tento vysledek lze ziskat napf. z véty v odst. 1). Dale je podle véty o stfedni

hodnoté
J f(t+ T)g(Ar)dT = %fo(t + 1) g(47) dz
s T P

kde 6 < { < 1. Substituci t + © = w plyne déle

IIM g(A7)dt = %fﬂf(w) g{d(o — 1)} do.

T

A tedy podle véty z odst. 1

A—+ o T

9) lim f fle+7) g{Ar)dr =0

stejnomérné vzhledem k ¢ € {a, b). Analogicky také

(10) lim J =9 garyde = 0
stejnom&rné vzhledem k t € <a, b). A tedy (viz (7), (8), (9), (10))
(1) lim Lff(“”)”(’“T)_zf(t)g(Ar)dwo

4-+0o 2R T

stejnomérné vzhledem k t € {a, b). Existuje pak Cislo 4, > 0 tak, Ze pro vSechna
A = A, bude (viz (6), (11))

[ 5 |

=+

T 2R o]

ff("*'f)‘*'f(t_f) ()g(At)d
a to nezavisle na t e {a, b). Odtud ji? vyplyva (viz (4)), Ze plati (5) (pro é = 1)
stejnomé&rné vzhledem k t € {a, b). A tim je véta dokazana.

T

\.|2R

+ o0
Piiklad 1. Budiz t, = ) 1/klg? k, n = 2,3, ... Jedna se zfejmé o zbytek konver-
k=n
gentni fady, jejiz soudet je t, > 0. Tedy t, = 0 pro n — + oo. BudiZ « spojita v inter-
valu (0, t,), linearni v intervalech (t, 41, (fa+1 + 1,)/2), {(tas1 + 1,)/2, 1,> a takova,
e x(0) = x(t,) = 0, w((ty+; + 1,)/2) = 1/n, n = 2,3,... Ziejmé je totalni variace
+
V(tys1s tay; k) = 2/n. JelikoZ pak fada ), 1/n diverguje a ma soucet + oo, plyne

n=2

odtud, Ze V(0, t,); k) = + 0.
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Uvazujme interval Iy = (t,,,, (t,., + 1,)/2>. Necht t < ¢’ jsou dva libovolné
body z intervalu I,;. Dokazeme, 7e k(1) — «(t')] < L|t — ¢']", kde 0 < L < +oo0,
0 <n < 1. PoloZme pledeviim t =t,,,. Je potom |x(t,;) — k()| = |x(t")],
dale pak z vlastnosti Podobnosti trojuhelniki vyplyva, ze |w(t)|/|tass — t'| =
= (1/n)/(1/2n 1g? n) (délka intervalu I, je pravé 1/2nlg?n). Existuje pak &islo
ke €(0, 1) tak, Ze [(t')| = k(1/n), |tysy — 1| = k,(1/2n1g? n).

Snadno se pfesvédCime, 7e lim (1/n)/(1/2n1g® n)" = 0 dokonce pro libovolné

n-+w

ne(0, 1). Existuje tudiZ konetné &islo L= L(n) > O tak, Ze 1/n < L(1/2n1g? n)"
pro viechna n =2,3,... Bude pak |«(t')|/k, < Lit,4; — ¢'"/kl, tj. |k(t)] £
S Ltyey = 0" ki7" £ Lty — |" pro viechna n =2,3,..., a to nezavisle
na t’ € I,;. Vybereme-li nyni dva libovolné body t < t’ z intervalu I,;, plati (funkce k
je linearni v I)): |k(t) — x(t)|/|t — | = |e(t)|/|tasr1 — £] £ Ltarr — """, .
|x(t) = x(t')| £ L|tysy — 771 |t = t]. Jelikoz |t — ¢ < |tyer — '], [tasr — £]"7*
S|t —1|""Y bude |x(r) — x(¢')| < L|t — ¢|" v intervalu I,. V intervalu I,, =
= {(ty+1 + 1,)/2, t,> je situace stejna.

Budte nyni t < ¢’ dva body z intervalu <0, t,), necht ' patii do n€kterého z inter-
vald I,, I,, pro uréité n = 2, 3, ... Predpokladejme, %e t' €I,, (druhy ptipad je
analogicky). Zajimame se pouze o ten pfipad, kdy ¢ ¢ I,,. Zfejm& vZdy miZeme urcit
bod t"€l, tak, Ze x(f) = x(t"), |t" — ¢| < |t — | Bude pak |«(t) — «(t')] =
= |e(t") — ()| £ L|t" — ¢'|" £ Ljt — ¢|".

BudiZ — o0 < a < 0< b < + oo. Pfedpokladejme, Ze interval a, b) je Casti intervalu
(=1, t). Pro funkci f, kterd budiZ napf. suda v intervalu {—t,, t,), necht nastiva
n&ktery z piipadt I, IT a necht f(f) = «(f) pro t € €0, t,); pro funkci g necht nastava
ptipad P;,; (R * 0). Podobn& jako pro funkci x plati i pro funkci f nerovnost
|f(t) — f(¢')] £ L|t — ¢|" pro kaZdou dvojici bodi ¢, t' z intervalu { —t,, 1,). Zvolme
&islo 6; > 0, aby —t, <a —&; <b + 8, <t,. Je-li nyni te<a, b) a 1€(0,d,),
pak t + te{—ty, t,>. A tedy plati [f(t + 1) + f(t — 1) — 2f(1)| = |f(t + 7) —
— f@)| + |f(t = 1) — f(¥)] S 2Lt", nagez pro 0 <& < 4,

(12) lef(t+T)+f(t—r)_2f(t)|dr§2LJ6£

l—n'
T 07

Z (12) vyplyva, Ze plati (2), a to stejnom&né vzhledem k t € {a, b). A tedy podle
dokéazané véty lim F(r) = F(f) = f(t) pro K = 1/2R, t € {a, b), a to stejnomé&rné

A+
vzhledem k t € <{a, b).

Funkce f z uvedeného pfiikladu je tedy pfipad funkce, kterd v intervalu {a, b)
(viz tento ptiklad) ma variaci nekone¢nou a na kterou lze pouzit dokazané véty.
Tato funkce je v jistém smyslu zajimava. Jak bylo dokéazano, je f pfipad funkce,
ktera v intervalu {a, b) spliiuje Lipschitzovu podminku fadu n > 0, kde # je libo-
volné &islo mensi neZ jedniCka, pfiemZ f ma souCasné variaci nekoneénou v tomto
intervalu.
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Skuteénost, Ze funkce f spliiuje v intervalu {—t,,t,» Lipschitzovu podminku
fadun < 1(fady n = 1an > 1 jsou nezajimavé; v prvnim piipadé méla by funkce f
variaci koneénou, ve druhém pak byla by to konstanta, tedy opét funkce s variaci
kone&nou), umoznilo ndm jednoduchym zptisobem dokazat, Ze plati (2), kde konver-
gence je stejnomérna vzhledem k t € {a, b).

Budeme se nyni zabyvat otazkou Gibbsova zjevu u integralu (1) z odst. 1. Budiz
c € E,. Pfedpokladejme, Ze pro funkci f plati f(c+) — f(c—) = d, 0 < |d| < +oo0.
Ve viech ostatnich bodech jistého intervalu {¢c — w, ¢ + w) (0 < w < +o0) budiZ f
konedna a spojita. Funkce h necht spliiuje pozadavky uvedené na zalatku odst.
4 prace [1]: 0< 9 < +oo, h(f)= —3proc— 8 <t <c, h(t)=3 pro c <t <
< c¢ + 9, h(t) = 0 ve vSech ostatnich bodech mnoZiny E;. Cislo 9 zvolme tak, aby
8 = 2w; pro [¢{| < 9/2 bude pak t = ¢ + { e {c — w, ¢ + w) (viz citovany zalatek
odst. 4 prace [1]). Pfedpokladejme jests, Ze pro funkci f nastava n&ktery z piipadi I,
11, pro funkci g pfipad Py,3 (R * 0).

Podobné& jako v odst. 4 prace [1] necht f(t) — dh(t) = k() vude tam, kde leva
strana této rovnice ma vyznam. Bylo dokdzano (viz tamtéZ), Ze existuje kone&na limita
lim k(f). PoloZime-li k(c) = lim k(t), bude k funkce konend a spojitd v celém

t—=c

t—=c

intervalu {¢c — w, ¢ + w). Pro funkci k nastava zfejmé néktery z pfipadd I, II
Budeme-li dale predpokladat, e pro funkci k plati lim D¥(f) = 0 (viz (2); znakem
50+

D* rozumime, Ze v integralu (1) klademe f = k; podobn& v ostatnich p¥ipadech)
stejnomérné vzhledem k te<{c — w,c + w), bude na zaklad¢ dokazané véty

lim F%(f) = k(t) stejnom&rn& vzhledem k t € {c — w, ¢ + w). A pravé tento fakt
A->+o©

je tieba zajistit p¥i vySetfovani Gibbsova zjevu u integralu (1) z odst. 1 (viz odst. 4
prace [1]).

V odst. 4 prace (1) koneéna variace funkce f v intervalu (¢ — w, ¢ + w) impli-
kovala kone€nou variaci funkce k v témZe intervalu. Tato skuteCnost umozZnila
aplikovat vétu 2 z odst. 1 na funkci k (konkrétn& jeji druhou &ast), coZ bylo podstatné
pii vySetfovani Gibbsova zjevu u integralu (1) z odst. 1. PouZitelnost druhé &asti
citované véty na funkci k byla jiZ tedy zarufena predpoklady, které se vztahovaly
na vychozi funkci f. Naskyta se otazka, zda totéZ plati v nyni zkoumaném piipadé&.

Pro funkci f nechf plati (2), a to stejnomémné& vzhledem k te<c — w,c + w)
(pro t = ¢ zvolime napi. f(c) = f(c—); muZeme predpokladat, Ze 0 < & < w).
Kdyby vztah (2) platil také pro funkei k stejnomérn& vzhledem k t € (c — w, ¢ + w),
pak by tyZ vztah platil stejnomérn& v tomto intervalu i pro funkci h (kde pro t = ¢
by h(c) = h(c—)). Necht tomu tak jest. PoloZme t = ¢ + ¢, kde |{| £ w. Jednodu-
chym vypodétem se zjisti, Ze pro { = 0 je
Opro 0=t <,

(13) |h(c+C+t)+h(c+C—r)——2h(c+§)|={

lpro{ <t<w.
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Analogicky pro { < 0 je
Opro 0t < —{,
1 pro —{<t<w.

(14) ]h(c+C+‘c)+h(c+C——1:)—2h(c+C)!={

A tedy pro { = 0 je
L]

5 Jgpr00<C<6,
(15) f!h(c+C+T)+h(c+c_1)"2h(c+c)|dc= 1
0

' 0 pro 6 <{ <w.

Pro { <0 je
]
de pro 0<— (<9,

(16) J:[h(c+i+1)+h(c+C-—r)—2h(c+r)!dr= J—CT

T 0 pro é<—{<w.

Ze vztaht (15), (16) je patrno, Ze pro { = O plati

(17) lim D"(f) =0

=0+
(viz (2)), ale nikoliv stejnomé&rn& vzhledem ke { = O uvnitf intervalu {—w, w); pro
{ =0 vztah (17) neplati, jelikoz [} (1/t)dt = +o0 pro & - 0+ nekonverguje.
Z toho je uZ patrny spor.

Tim je zji§té€no, Ze pouZitelnost druhé asti dokazané véty na funkci k neni nyni
zarulena predpoklady, které by se vztahovaly pouze na vychozi funkci f, ale Ze naopak
bude nutné, aby vztah (2) platil stejnomérn€ vzhledem k t e {¢c — w, ¢ + w) pravé
pro funkci k. Necht tomu tak je a necht funkce g mé déle vlastnost G(s, r, R) v jistém
bodé t = s > 0. Uvahami, které jsou zcela analogické p¥islusnym tivaham z odst. 4
prace [1], dosp&jeme pak k zavéru, Ze i v nyni zkoumaném p¥ipadé ke kazdému &islu
¢ > 0, naleZejicimu do vhodné zvoleného pravostranného redukovaného okoli bodu
nula (viz téZ zavér 2 v odst. 1), existuje jisté &islo 4, > 0 tak, Ze ,,prevySeni‘ (6)
(viz zaveér 2) ktivky f k¥ivkou F, v bodech t = ¢ + s/4 bude mit pro viechna 4 > 4,
tytéZ vlastnosti, jaké byly popsany v zavéru 2 odst. 1. Voditkem, kde asi takové Cislo
A, hledat (viz pozndmku 2 v odst. 4 prace [1]), miZe byt v tomto piipadé &islo
Max (s/w, S|d|/4we|R|). Ziskané vysledky budeme nyni z dvodt vétsi prehlednosti
formulovati nasledujicim zplisobem (uZivame stale tychZ oznageni):

Zavér 3. BudiZ ce E,. Funkce f budif nespojitd v bodé t = c, necht f(c+) —
— f(c=) = d, 0 <|d| < + 0. Ve vSech ostatnich bodech jistého intervalu {c — w,
c+ wy (0 <w < +o0) budi# f konednd a spojitd. Pro funkci f necht nastdvd
néktery z pripadit 1, 11, pro funkci g pFipad Py23 (R # 0) a necht g md dale vlastnost
G(s, r, R) v bodé t = s > 0. Ddle necht

i f“ [k(t + 7) + k(t — ©) — 2k(1)| de = 0

T
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stejnomérné vzhledem k telc — w, c+ w). Budiz 0 <& <gy = Idl ]r — %1
Existuje pak jisté kladné &islo A, — zdvislé na nékolika parametrech (viz zavéru 3
predchdzejici text) — tak, %e ,,pFevyseni*

[ Toe e e 3

kFivky f kfivkou F 4 v bodech t = ¢ + s/A je aZ na jistou chybu A(A), kde |A(A)| <
< &, pro vSechna A = A, rovno 100. lr - ;[ % z absolutni hodnoty skoku funkce f
v bodé nespojitosti t = c.

Pfiklad 2. Funkci f z ptikladu 1 oznaéme f. Polome tam a = —w, b =w
(|w] < 1,) a f(t) = k(t) = f(t) — dh(t) v intervalu {—w, w) (funkce h, k maji dfive
stanoveny vyznam). Odtud je patrno, Ze lze vzdy nekone¢n& mnoha zpiisoby sestrojit
funkci f, ktera bude nespojitd v bodd t = ¢ = 0 se skokem f(c+) — f(c—) =
=d (0 <|d| < + ), a to takovou, Ze bude pro ni platit zavér 3. Tato funkce bude
mit variaci nekoneénou v uvaZovaném intervalu.

Zavérem tohoto odstavce vratime se jeSté k poznadmece na str. 278. Pro funkci f necht
nastava néktery z piipadt I, 11, pro funkci g pfipad P,,5 (R = 0). V poznamce bylo
feCeno, Ze tzv. Dinitv integral (3) uvaZujeme jako konvergentni Lebesguedv integral.
Za toho predpokladu bylo dokédzéno (viz prvni &ast véty), Ze potom integral (1)
z odst. 1 pro K = 1/2R konverguje a ma hodnotu f(f) v kazdém bodg t € E;, kde
B = f(f) € E,. Lze pfedpokladat, e by Dinitiv integral (3) pro B = f(f) € E, nebyl
Lebesguetiv, ale naopak konvergentnim zobecnénym integralem s ,,nepfijemnou‘¢
dolni integraéni mezi nula. Naskyté4 se pak otazka, zda i v tomto pfipadé integral (1)
z odst. 1 v piislu§ném bod¢ t € E, pro K = 1/2R vzdy konverguje. V praci [4] bylo
dokazéno (pro specialni piipad integralu (1) z odst. 1, kdy K = 1/m a g(t) = sin t,
tedy pro tzv. FourierQv integril; toto omezeni neni viak podstatné), Ze tomu tak
nemusi byti.

Je znamo, Ze Perrontiv integrél obsahuje i Newtoniiv i konvergentni Lebesguetv
~ integral. Ale obsahuje i konvergentni zobecnény integral. Praci [4] bylo tak mimo
' jiné prokazano, e v piipadé Perronovy integrace existence Diniova integralu (3)
nemusi implikovat existenci pfislusného integralu (1) z odst. 1 (pro K = 1/2R).

3. ANALOGIE KRITERIA GERGENOVA

Budeme predpokladat, Ze funkce f je mimo nékteré dalsi vlastnosti kone¢na v inter-
valu {a,b) (- <a <b < +o). Pro strutnost polozime x,(t) = f(t + 1) +
+ f(t — 7) = 2f(t) = y,(t) — 2f(t), tea, b (pijde ndm jen o ,,pomérn& malé
hodnoty 7 > 0; misto x(t), y(t) piSeme dale x(r), (7). Rekneme, Ze funkce f
spliiuje podminku W v bodé 1€ <a, b, jestlize lim (1/7) [§ x(w) dw = 0. Plati
predevsim nasledujici ot
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Lemma. BudiZ f funkce koneénd v intervalu {a,by (—o <a <b < +o),
splitujici podminku W stejnomérné vzhledem k t € {a, b). Pro funkci g nechf na-
stdvd pripad P,,. Budiz ¢ > 0 libovolné konecné cislo. Potom ke kaZdému ¢islu
e > 0 existuje ¢islo Ay > 0 tak, Ze plati

<te<a,b>,A§Ao,O§a§ B < > W )g(A-c)d

Se

Dikaz. Poloime o = 0, f = c¢/A. Integraci per partes plyne

(1) f x(z )g (47) 4. l:g(Ar)%J:x(w) dw];“ _

[ sl ()

Je d(g(Ar)/1)/dt = (At g'(A7) — g(Aq))/<?, tedy |d(g(Ar)/r)/dr| < (mAz + CA7)/
[t = A(m + C)/r (m zna&i supremum funkce |g'| v E,, vyznam konstanty C je uve-
den na str. 274). Bude pak absolutni hodnota druhého scitance vpravo v rovnici (1)
nejvyse rovna A(m + C) [§*|(1/) [§ x(w) dw| dr. Déle vzhledem k podmince W
existuje ke kazdému &islu ¢ > 0&islo § > 0 tak, 7e (0 <t < &) = |(1/7) [5 x(w) do|<
< & kde ¢ = Min (e/4c(m + C), ¢/4n), a to nezavisle na t € {a, b) (n znadi jako dfive
supremum funkce |g| v E,). Pro viechna A = 4, > 0, kde 4, = ¢/, bude pak
absolutni hodnota integralu vpravo v rovnici (1) nejvyse A(m + C) [ [e/dc(m +
+ C)] dt = ¢/4. Rovné&z pak absolutni hodnota prvniho s&itance vpravo v rovnici (1)
bude nejvyse ¢/4 pro viechna A = A,, a to nezavisle na t € {(a, b). A tedy (viz (1))

! N g(Ar) <
) | j (1) L7 ‘ <

T

<eg

&
2
pro vSechna 4 = A,, a to nezavisle na t € {a, b).

Necht nyni 0 <o < f < ¢/4, A = Ay. Zvolime-li &isla 4, > A; > A, tak, aby
a = ¢/Ay, B = c/Ay, bude [! x(7) [g(Ar)/x] dt = [§* — [ A tedy (viz (2))

]f )g(AT)d

nezavisle na t € {a, b). Tim je lemma dokazano.

=

E_ ¢
22

Predpokladejme nyni, Ze pro funkci f nastava néktery z ptipada I, II, pro funkci g
pfipad Py,5 (R # 0). V intervalu (a,b) (-0 <a <b < +o) budiZ f napt.
kone¢na a spojita (tim je zarudena omezenost funkce f v intervalu <a, b)). Budiz
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0 < < +00.Pro K = 1/2R je (viz (3) v odst. 1)

3) Filt, ) =+ £(0) f : @ ar= L j :x(r) 9lA47) 4. _

T

I_J ()QAT) 21RJ ()g(AT)

2R
Podle dokazaného lemmatu plati

(4) lim L x(r)g( D de =

A->+ 0

stejnomérné vzhledem k 1 € {a, b) (klademe v lemmatu ¢ = T). A tedy bude platit

(viz (3), (4))
(5) lim (FA(t, o) — %f(t) r g(47) dr) =0

A=t oo

stejnomérné vzhledem k t € {a, b), jestlize zaruéime, Ze také

(6) lim J‘{s x(7) QL[:—T) dt=0

A=+ J7/4

bude platit stejnom&rn& vzhledem k t € {a, b). Nechf plati (6) stejnomérn& vzhledem
k t € {a, b). Podle véty 1 z odst. 1 je

(7) lim (FA(1) — F(t,8) =0,

kde konvergence je stejnomérna vzhledem k t € {a, b). Dale je

0
® tim L f(s) J 904%) 40 — 10
A-+xo R o T
stejnomérné vzhledem k ¢ € {a, b) (na tomto mist& se uplatnil pfedpoklad omezenosti
funkce f v uvaZovaném intervalu). A tedy bude pak platit (viz (5), (7), (8))

©) lim F(1) = F(1) = £(1)

A—-+ 0
(viz (2) v odst. 1 pro K = 1/2R) dokonce stejnomérn& vzhledem k t € {a, b). K tomu
ucelu dokaZeme nyni, Ze plati nasledujici

Véta. Pro funkci f necht nastdvd néktery z pfipadi 1, 11, pro funkci g pFipad
Py,3 (R # 0). Funkce f budi# ddle koneénd a spojitd v intervalu {a, b)Y (—0 < a <
< b < +w), spliujici podminku W stejnomérné vzhledem k t € {a, b); funkce g
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budi? ddle antiperiodickd s periodou T > 0 (tj. g(t + T) = —g(t) ve viech bodech,
kde obé strany rovnice maji vpznam). BudiZ? 0 < & < + o0 a necht

(10) lim féwdr=0

00+

stejnomérné vzhledem k t € {a, by. Potom lim F (1) = F(t) = f(1) (viz (2) v odst. 1

A-+ o0

pro K = 1/2R) stejnomérné vzhledem k t € {a, b).

Poznamka 1. Pro antiperiodickou funkci g (periody T > 0), pro niZ nastava
piipad P,,, nastava téZz piipad P,,;. Je tfeba dokézat existenci kone¢ného d&isla
S > 0 tak, Ze |[£ g(f) dtf| < S v oboru (Jo| < +00, 2 £ f < +0).

Budiz k¥ = kT + y, kde k je ¢islo celé, 0 <y < T. Jednoduchym vypoctem se
zjisti, Ze [§g(f)dt = {(1 — (=1))/2} [0 g(1) dt + (—1)* [3 g() dt. PoloZime-li
S =4 [§ |g(1)| dt, pak |[§ g(t) dt| < S/2. A tedy (k = a nebo f)

foosl< [

v uvaZovaném oboru.

=

§+§=S
2 2

Diikaz véty. Je y(t + o) — y(1) = x(t + @) — x(z); funkci y ve vztahu (10)
miiZzeme tedy nahradit funkci x. Sta¢i dokézat (viz (6)), ze

(11) lim féx(r) M dt =0

A-+ o 0

stejnomérné vzhledem k te {(a, b), ¢ = T/A. Integral ve vztahu (11) oznaéme
znakem I. Bude pak

(integraly uprostied v rovnici (12) jsou v napsaném pofadi oznadeny 2D;, —2D,).
A tedy ke kaZzdému ¢islu ¢ > 0 existuje ¢islo 4, > 0 tak, Ze pro vSechna 4 > A4,
plati, Ze |D,| < &/9 pro i = 1, 2, a to nezavisle na t € {a, b) (k odhadu integralu 2D,
se pouZije lemma pro ¢ = 2T, odhad integralu —2D, je trivialni).

Po substituci dostaneme

13 rwx(r)ﬂ:f)df=_r§(r—+‘g2g{A<T+§>}dT=

29 e T+Q

5 5
=j Xz + o) g(At + T)dr = —J E(L_—F—Q)—.g(At) dr.
e THT e TTO
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Bude pak (polovina ze soudtu integralu ve vztahu (1 1) a jeho vyjadieni pomoci vztahi

(12), (13))
(14) 1=%L["(_’) (T+Q)Jg(Ar)dr+ZD

T T+ 0
R Y I T C R
_ZL — 0 ga)ae QLT(HQ) o4 ds + ¥ D,

kde |D| < ¢€/9 pro i = 1,2 a viechna 4 = A,, a to nezavisle na t € {a, b). Ozna-
&ime-li nyni prvni s€itanec na pravé stran& ve vztahu (14) znakem D3, pak odhadem
s pouZitim vztahu (10) vyplyva, Ze také lim D; = O stejnomérn& vzhledem k t e

=0+
€<a, b). A tedy existuje Cislo 4; = A, tak, Ze bude
1 ° x(z) 3
15 I=- ———+—g(A4r)dt + ) D;,
( ) 2QLT(T+Q)9( ) i;1

kde |D,-] < ¢9proi =1,2,3avsechna 4 = A4,, a to nezavisle na t € {a, b). Je dale

1 el gl ]L)-
x(r)

1 S
=2D, + — ———g(Ar)dr.
N ZQLQ (1t + o) (1)

A tedy podle véty o stfedni hodnoté
(
2D, = L[* (@) g(Ar) de,
4/,
kde ¢ = { < 2¢. Uzitim lemmatu plyne pak, Ze existuje &islo 4, = A4, tak, Ze bude
(viz (15), (16))
1

(17) I-——QJ“s ﬂg(Ar)d‘r+iD + 2D
2 Zgr(’t—*-g) =1 +

kde |D,~l <¢9proi=1,...,4 a viechna A = A4,, a to nezavisle na t € {a, b).
Po substituci dostaneme
-

YA

R D L 2 ) IR
_ 2QL(TJrg)(“rzg)g(,q)d +2D,.

A tedy existuje (po provedeni trivialniho odhadu integralu 2Ds) &islo 4; = A4, tak,

=A|~1
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Ze bude (polovina ze soudtu vyrazd (15) a (17) — pfi soudasném respektovani vztahu

) 6 5
(19) I = %QJ [ ) x(t+o) ]g(AT) d + 3 Di,

Lt +0) (t+9(r+2)

kde |D;| <¢/9 pro i =1,...,5 a viechna 4 2 A3, a to nezavisle na t e a, b).
Dale je
1 (T x(x) x(t + o)
20) —QJ‘IZ - ]gAr dr —
( 4 " J, Lt +e) (t+0)(r+ 20 (49)
5 9 -
_ lng x(x) g(47)dt = lg x(1) = x(z + o) g(At)dt = Dy .
2 Jytr+ @) (z + 20) 4 ), (x +0)(r + 20)

JelikoZ (s pouzitim véty o stfedni hodnotg)

(21) Dy < 2 [(BEd = x0),
12 J, T+ 0

(pro ¢ < &; n je supremum funkce |g| v E;), plyne na zaklad& vztahu (10) (a vztahit

(19), (20), (21)), ze ) .
(22) 1=1 QZJ _—i(l)—-—g(Ar) dr +3 D,

2 . Wt + o) (t + 20)
kde ‘Di‘ <¢9proi=1,...,6avSechna 4 =2 4, = A, a to nezavisle na t € {a, b).
Na integral na pravé strané rovnice (22) pouZijeme nyni metody integrace per
partes:

(23) Ll J D agyae - %92 [_LA’L_ ‘x(®) dw]a _

2 ctt+0)(r + 29) ot +0)(t +20) Jo .

SR HEE

Je prvni stitanec vpravo v rovnici (23) roven D, = 20*[g(A8)/8(8 + 0) (6 + 20)] -
. |3 x(w) do (vysledek dosazeni dolni meze je roven nule, jelikoZ g(Ae) = g(T) = 0).
Vyraz v zavorce vyrazu D, je zfejm€ omezenou funkci argumentu ¢ > 0. A tedy
existuje &islo A5 = A, tak, Ze bude (viz (22), (23))

oo 1ol [[xr]t et oo

kde |D;| £ ¢/9 pro i=1,...,7 a viechna A = A5, a to nezavisle na t e {a, b).
Jednoduchym vypottem se zjisti, Ze d(g(A7)/<(z + o) (r + 20))/dr = fi(1) + f1(7),
kde (pfi naleZité volbg index)

HA H
(25) !fl(T)l = —1*3‘ > ’fz(r)l = F s
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H = Max (m, 3n); konstanty m, n maji obvykly vyznam. Bude pak (viz (24))

ll

(6  1-YD--Y le j [ xtrao |01 -3 0rey.

i=1 ji=1 2
Utzitim (25) vyplyva, Ze

(27) |Dg| < g HT j

1

: L (@) do

3 | T
(28) |Do| = 1 0’H j lj x(w) dw‘ de .
2 T ), 73

d‘t

e

Dle pfedpokladu je splnéna podminka W stejnomérné vzhledem k ¢ € <{a, b). Jedno-
duchym vypoltem se zjisti, Ze

1 dr 1 dr
29 su HT , —0*H <~Max T, 1
@) r o[ 5 den [ 5) = Fremn,

A2T/é

A tedy existuje Cislo 4g = A5 tak, Ze

(30) <g§r§lg5)»
A

lj’x(w)dw‘l < i

T 9H Max (T, 1)

pro viechna A > Ag a viechna t € {a, b); v disledku vztahu (30) pak plati

o Ll

% dt ~ 9H Max (T, 1)
Tk

e
pro k = 2,3, a to pro vSechna A = 4, a vSechna t e {a, b). Pro k = 2,3 plyne
ze vztahii (30), (31), Ze

5 1 ld T/Ae }] T/Ag ]
Ll [ L]
(32) et Jo ! —Je T/As _ e + 4T/ <
T/Ae
|

dr

T

5 dt 5 T/Ae 5 5 =
5 [ e
e T e e JT/Ae [4
4 0 T |
ljx(a))da) d—: [ lj\c((o) dw‘l(E
TJo T J1146 | T Jo ,

I 2¢
JT'/A,; de ‘r
Tk
e T e

IIA

§ b
9H Max (T, 1)

| &
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a to pro viechna 4 > A4 a viechna € <a, b). Bude pak (viz (27), (28), (29), (32))
pro vSechna 4 = Ag a viechna ¢t € {a, b)

d
va\w) wl s de
QHT — =
2 . T2

J dr T
A ax(1,1) =

= o Max(T 1) 2

.
x(w)dw
31 ° dr
5 —0’H| < =
JE 2 e T
Q‘Cs

—————~Max(T, 1) ==
= 9H Max (T} 1) 2

o sk

d1:

(34) |Ds| = J

A tedy (viz (26), (33), (34)) I = Z D kde |D| S ¢/9proi=1,...,9aviechna 4
i=1 9
= A, atonezavisle na t € <a, b); tedy [I| £ Y |D;| < 9(¢/9) = & pro viechna 4 =
i=1

= Ag a viechna te<a, b). Tim je jiz dokdzano, Ze plati (11), a to stejnom&rng
vzhledem k t € {a, b).

Budeme nyni opakovat tivahy ze str. 281 — 282 (pouze s tim rozdilem, Ze poloZime
9 = 3w). Také nyni se naskyta otazka, zda pouZitelnost dokdzané véty na funkei k
neni jiz zaruéena pfedpoklady, které by se vztahovaly pouze na vychozi funkci f.

Pro funkci f nechf tedy plati (10) stejnom&rné vzhledem k te{c — w, ¢ + w)
(pro t = ¢ zvolime napf. f(c) = f(c—); miZeme predpokladat, Ze 0 < < w).
Kdyby vztah (10) platil také pro funkci k stejnomé&rn& vzhledem k te<{c — w,
¢ + w), pak by tyZ vztah platil stejnomérn& v tomto intervalu i pro funkci h (kde
pro t = ¢ by h(c) = h(c—)). Necht tomu tak jest. PoloZme t = ¢ + {, kde || < w.
Jednoduchym vypoctem se zjisti, Ze pro { = 0 je

|hc+C+t+0+hlc+l—1—0) —hc+l+7t)—hlc+{—1)|=
Opro0=t<{~—o,
={lpro{—p<t1<(,
Opro{ <t <w.

Bude pak integral ve vztahu (10), vytvofeny pro funkci h, pro viechny ,,dosti malé*
hodnoty ¢ > 0 roven lIg ({/({ — ¢)) (pro { > 0; pro { = 0 je integral (10) stale roven
nule). A tudiZ pro { 2 0 plati vztah (10). TyZ vztah plati také pro { < 0. Plati tudiz
(10) v intervalu —w =< { £ w, ale zfejmé nikoliv stejnomérné, coZ dava spor.
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Tim je zjj§téno, Ze pouZitelnost dokézané vty na funkci k opét neni zarudena
predpoklady, které by se vztahovaly pouze na vychozi funkci f, ale Ze naopak bude
nutné (podobné jako v odst. 2) poZadovat, aby vztah (10) platil stejnomérng vzhledem
k te {c — w, c + w) pravé pro funkci k. Déle bude nutné poZadovat, aby funkce k
splilovala také podminku W stejnomérné vzhledem k t € (¢ — w, ¢ + w). To proto,
Ze tuto podminku nesplituje funkce h. Pro funkci h plati sice lim (1/7) [ x(0) do =

=0+

= 0 (viz vztahy (13), (14) v odst. 2), ale nikoliv stejnom&rn& vzhledem k t € (¢ — w,
¢+ w).

Po téchto zhodnocujicich uvahidch mtZeme nyni ziskané vysledky z dvoda vétsi
prehlednosti zformulovati nasledujicim zpisobem (uZivame stale tychZ ozna&eni):

Zavér 4. Budiz c € E;. Funkce f budiZ nespojitd v bodé t = c, necht f(c+) —
— fle=) =4d, 0 < |d| < + 0. Ve vSech ostatnich bodech jistého intervalu {c — w,
c+wy (0 <w < +00) budi f koneénd a spojitd. Pro funkci f necht nastdvd
néktery z pripadi 1, 11, pro funkci g, kterd je antiperiodickd s periodou T > O,
pfipad Py, (R = 0; viz pozndmku 1); ddle necht g md vlastnost G(s, r, R) v bodé
t =s5> 0. Budi? 0 < é < + 0. Pro funkci k, spliiujici podminku W stejnomérné
vzhledem k te {c, — w, ¢ + w), necht plati

lim fwdt _ o

0= 0+ 0 T

stejnomérné vzhledem Lk tedc —w,c+ wy. Budiz 0 <e <eg, = |d||r - 3
Existuje pak jisté kladné Cislo A, — zdvislé na nékolika parametrech (viz text
na str. 282) — tak, e ,,pFevyseni*

(s oo Dpeefoe s (7))

kFivky f kiivkou F 4 v bodecht = ¢ + s/A je aZ na jistou chybu A(A), kde |A(A)| £ e,
pro vSechna A = A, rovno 100. lr - %[ % z absolutni hodnoty skoku funkce f
v bodé nespojitosti t = c.
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Pe3rome

Ob OJHOM THIIE UHTEI'PAJIA, ¥V KOTOPOI'O ITPOABJSAETCA
TAK HA3. ,,IBJIEHUE I'MBBCA*

MOCE®D MATVIIY (Josef Matusi)

CraTbst SBIACTCS MPOIOJIXECHUEM OJHOMMEHHOU paboThl, KoTOpas Obuta onyoiu-
KoBaHa B XypHajie Aplikace matematiky, T. 6 (1961 r.), Ne 4. IIpegmerom 3Toit
CTATBH SBJISETCS OMATH Tak Ha3. sByeHme I'mG6ca mpu mnrerpane (1) (cm. a63. 1),
XapakTep KOTOPOTrO BBUL ONKMCAH B TEOpeMe, MPHBEJCHHOM B pe3roMe MpeblaylIei
paboTel. DTO MPOIOJDKEHUE MOTHBHPOBAHO CICIYIOLIMMH PAaCCYXICHUSIMHM.

Kak u3BECTHO, CYIIECTBYET IEIBIA DS PA3HBIX KPUTEPUEB, HAIOIINX JOCTATOYHOE
YCJIOBHE ISl CXOOMUMOCTH DPsnoB Dypbe U pelaronIuXx TOXE BOOPOC CYMM 3THX
psimoB. Bce 3TH KpUTepHH MOXHO INOAXOISMIIUM CIOcoOOM mepedopMynInpoBaTh
¥ IPUMEHHTB UX CO CICHYFOLIMMH LEIIMH: 1) B Ka4eCTBe JOCTATOYHOIO yCIOBHS ISt
cxogumocty uHTerpaia (1); 2) st ompeeseHus :3H3.‘I€HPI§I unterpaia (1). B a63.
3 mpenpiayiei paboThl HOJYYHIH Mbl HIMEHHO IIPU MOMOIIH 3TOTO crmocoba Teope-
MY 2, KOTOPYIO MBI ITOTOM, B CJIEAyIOUIEM ab3alle, MPMMEHWIN IPH PACCMOTPEHHH
seenmst [uG6ca npu naterpae (1).

Hnst TeopeMs! 2 siBisieTcst cneuduyeckuM TpeGOoBaHUE OTPaHHYCHHOH BapHaUK
dynkuun f uarepsane {a, b) (— o0 < a < b < + o). Bo3MoxkeH Toxe ciyyail GyHk-
UK, KOTOpas B 3TOM MHTEpBaJe He MMeeT OrPAHUYCHHOMN BapHaluu, HO, Ha060poT,
HMeEeT TaM HEOrPAHHYCHHYIO BapHailiio. SIBISETCS MO3TOMY OYEBHIHBIM CTpeMIIe-
HMEM BBIBECTH JIIOOyIO [ApYryro Teopemy, Koropas Obuta Obl NpUMEHUMA
H Ui ciydast 3TMX QYHKIHH. DTo 6ObUTo choeiano B a03. 2, HAYaJIbHBIM IYHKT,
B KOTOPOM [JaeTcst Tak Ha3. Kpurepuit Junu cxoguMocTtH psamgoB Dypse.

B HacTos1Iee BpeMst CUMTAETCA OJHMM M3 CaMbIX OOLIMX KPHTEPHEB CXOJAUMOCTH
psinoB dypbe Tak Ha3. kputepuit I'eprena, KOTOphIi sBIISETCA OgHOU U3 GopM ycH-
JieHusT u3BecTHOro kputepus Jlebera. DTOT KpuTepuil BKJIOYaeT B cebs, Hamp.,
kputepuit Juuu u kpurtepuit Hupuxie-)KopaaHa, HO Takxe M KpUTepuil ge ja
Basute-Tlyccena, Bkitrouaromuit B ce6st onsith 06a npeapiaymux kputepust. CIHIIKOM
6osb1ast 0OLIHOCTE 3TOrO KPUTEPHSI BEAET K TOMY, YTO €r0 IIPHMEHUMOCTH B Cllydae
KOHKPETHO HaHHOW (QYHKUMHM 3HAYUTENBHO TPYIOHO NpoBepsiercs. HecHOTpst Ha aTH
TPYOHOCTH MPUMEHUJICS B 203. 3 TOXeE 3TOT KPUTEPU, OIHAKO 32 CYET ONPEAEIEHHOTO
OrpaHmMueHHs, KACAIOWIErocs GYHKIMU g (aHTHIIEPUOAMYHOCTD).
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Zusammenfassung

UBER EINE ART EINES INTEGRALS MIT SOG.
,,GIBBS’SCHER ERSCHEINUNG*

JOSEF MATUSU

Dieser Aufsatz stellt eine Fortsetzung der gleichnamigen Arbeit dar, die in der
Zeitschrift Aplikace matematiky, Band 6(1961), Nummer 4 verdffentlicht wurde.
Den Gegenstand dieses Aufsatzes bildet wiederum die scg. Gibbs’sche Erscheinung
beim Integral (1) (siche Abschnitt 1), deren Charakter in dem in der Zusammen-
fassung der vorangehenden Arbeit enthaltenen Satz beschrieben wurde. Diese Fort-
setzung ist dann durch folgende Uberlegungen motiviert.

Es existiert bekanntlich eine ganze Reihe verschiedener Kriterien, die als hin-
reichende Konvergenzbedingungen fiir Fourier-Reihen dienen und auch die Frage
der Summen dieser Reihen 16sen. Alle diese Kriterien konnen geeignet umformuliert
und zu folgenden Zwecken beniitzt werden: 1. als hinreichende Konvergenzbedin-
gungen fiir das Integral (1); 2. zur Bestimmung des Wertes des Integrals (1). Im
Abschnitt 3 der vorangehenden Arbeit erhielten wir eben auf diese Art den Satz 2,
der dann im néchstfolgenden Abschnitt zur Ermittlung der Gibbs’schen Erscheinung
beim Integral (1) beniitzt wurde.

Fiir den Satz 2 war die Voraussetzung der beschrankten Variation beziiglich der
Funktion f im Intervall <a, b) (-0 <a < b < +o0) von grundlegender Bedeu-
tung. Im Gegensatz dazu konnen aber Funktionen angegeben werden, die in diesem
Intervall von nichtbeschriankter Variation sind. Das Bestreben, einen weiteren Satz
abzuleiten, den man im Falle solcher Funktionen beniitzen kdnnte, scheint deshalb
durchaus gerechtfertigt zu sein. Dies wurde im Abschnitt 2 durchgefiihrt, wobei als
Ausgangspunkt das Dinische Konvergenzkriterium fiir Fourier-Reihen beniitzt
wurde.

In letzter Zeit gilt fiir das allgemeinste Konvergenzkriterium fiir Fourier-Reihen
das sog. Gergensche Kriterium, das eine Verschiarfung des bekannten Lebesgueschen
Kriteriums darstellt. Dieses Kriterium umfasst z.B. das Dinische und das Dirichlet-
Jordansche Kriterium, gleichfalls aber auch das Kriterium von de la Vallée-Poussin,
welches wieder die beiden vorangehenden umfasst. Wegen der grossen Allgemeinheit
dieses Kriteriums kommt es vor, dass seine Anwendungsfahigkeit im Falle konkreter
Funktionen ziemlich schwierig ermittelt werden kann. Ohne Riicksicht auf diese
Schwierigkeiten wurde im Abschnitt 3 auch dieses Kriterium beniitzt, obzwar um
den Preis einer gewissen Einschrinkung beziiglich der Funktion g (Anti-Periodizitét).

Adresa autora: Josef Matusii C. Sc., CVUT, Na bojisti 3, Praha 2.
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