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SVAZEK 9 (1964) A P L I K A C E MATEMATIKY ČISL0 4 

Č L Á N K Y 

DIE LÖSUNG DER FORMELN VON FRENET IM FALLE 
KONSTANTER KRÜMMUNGEN 

VLADIMIR PETRÜV 

(Eingegangen am 27. Juni 1963.) 

In dieser Arbeit wird die Lösung der Formeln von Frenet für Weltlinie 
untersucht, vorallem im Falle, dass die Krümmungen konstant sind. Es wird 
immer ein inerziales System gesucht, in dem die Weltlinie die einfachste 
mögliche Form hat. 

Die Gleichungen 

(1) xa - xa(r), OL - 1,2,2,4, xel 

mögen die Trajektorie eines Massenpunktes mit der Ruhemasse \i im Zeitraum­
koordinatensystem bezeichnen. Wenn wir voraussetzen1), dass die Funktionen xa 

stetige Ableitungen 5. Ordnung für T e I haben, und wenn wir 

(2) ,-, - f 
dT 

bezeichnen, dann gelten für die Weltlinie (l) die Frentschen Formeln 

(з) f.Łц. f-Lr, + °, 
dт џ dт џc џc 

з •> 

d«5 _ Ö - R -, djj R 

d T \iC \IC dT flC 

(wo c die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet). Die Vektoren i\, i2, ia
3, i4 sind dabei 

einander orthogonal (in der Metrik des Minkowskischen Raumes), i2, ia
3, i4 sind 

Einheitsvektoren und für den Vektor i\ gilt 

(4) gaßi\i{ = - c 2 , 

x) Beweise siehe [1]. 
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was (wegen (2)) dasselbe ist wie 

(5) 9*ß 

dxa áxß 

dт dт 

P, Q, R sind reelle nichtnegative Funktionen der Veränderlichen TS die mit den 
Funktionen xa durch die Relationen 

(6) 
d V d V 

iafi ,2 dx2 dx2 \i" 

gebunden sind; (wegen (2) kann man statt (6) auch schreiben 

di\ di? P2 V 
(7) 9«"rir~-2); 

dT dT / r 

wenn P(x) = 0, setzen wir Q(x) = 0, wenn P(r) -j= 0, ist 

(8) 0 = 

+ 

џ3c 

V 
cV 

dT 

d 2 x 2 

dx1 

dт ' 

d V 

dт2 

d V 

dт3 ' 

dx3 

dт ' 

d 2 x 3 

dт ' 

d V 

dт2 ' 

d V 

dт3 ' 

dx 4 

' 77 
d V 

dx 4 2 

dт 

d V 

dт2 
+ 

d 3 x 4 

dт3 

dx1 

77' 
d V 

dт 2 

d3XX 

dx3 

dт ' 

d V 

dт2 

d 3 x 3 

dx 4 

dт 

d V 

dт2 

d 3X 4 

dт3 dт3 dт3 

dт 2 

d V 

dт2 

d 3 x 3 

dт3 dт3 

dт2 

d V 

dт3 

dx1 

77' 
d V 

dт2 

d^x1 

dx^ 

dт ' 

d V 

dт2 

d3X2 

dт3 dт3 

dx3 

dт 

2 \ 

d 2 x 3 

dт2 

d 3 x 3 

dт3 

) 

wenn Q{x) = 0, setzen wir JR(T) = 0, wenn Q(r) 4= 0, ist 

(9) 

dx1 dx2 dx3 dx 4 

dт ' dт ' dт ' dт 

d2xŁ d V d V d V 

џ6ć9 dт2 ' dт2 ' dт2 ' dт2 

Q2pЪ d^x1 d 3 x 2 d3X3 d 3 x 4 

dт3 ' dт3 ' dт3 ' dт3 

d V d V d V d 4 x 4 

dт4 
dт4 dт4 

dт4 

wo S Signum des Determinanten rechts bezeichnet. 
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Diese skalare Funktionen P, Q, R sind hinsichtlich der Lorentztransformationen 
invariant. Wenn R = 0, kann man ein solches inertiales System finden, in dem sich 
der Massenpunkt in einer Ebene bewegt, z.B. in der Ebene x3 = 0; wenn Q = 0, 
kann man ein solches inertiales System finden, in dem sich der Massenpunkt in einer 
Geraden bewegt, z.B. in der Geraden x2 = 0, x3 = 0; wenn P = 0, kann man ein 
solches inertiales System finden, in dem sich der Massenpunkt nicht bewegt. 

Erinnern wir noch daran, dass 

(10) i4 = ^ - = Y 1 " ^ V > ° füralle TG/' 
wo 

„2 / d x x \ 2 / dx 2 \ 2 /djc3^2 

\ d * V + \dx4) + \dx4 

Stellen wir uns jetzt die Frage, wie man bei gegebenen Funktionen P, Q, R, stetigen 
und nichtnegativen im Interval ( — oo, -f-oo), die Weltlinien finden kann, denen die 
gegebenen Funktionen P, Q, R entsprechen. 

Won der Funktion P setzen wir voraus, dass sie stets positiv ist; im Falle, dass 
P = 0, existiert, wie schon oben gesagt wurde, ein inertiales System, in dem der 
Massenpunkt sich nicht bewegt. Von diesem Standpunkte aus ist also der Fall 
P = 0 nicht interessant. 

Um dieses Ziel zu erreichen, werden wir uns mit dem System (3) beschäftigen 
und die Erfüllung der Bedingungen (5) und (6) für alle T voraussetzen. Wie werden 
uns dabei bemühen gleichzeitig ein solches inertiales System zu finden, in dem das 
Resultat die einfachste mögliche Form hat. 

Bezeichnen wir 

(11) - * i = I i , il=Ä für k = 2, 3, 4, a = 1 ,2 ,3 ,4 , 
c 

(12) O = o{x) = — Í P{Q) åQ , 
Џc}0 

ist 

a'{x) = - i P{x) > 0 , 
џc 

so dass zur Funktion o die inverse Funktion x = T(<T), die im gewissen Intervall J 

definiert ist, existiert und (für jede differenzierbare Funktion F) 

±F{x) = f-F{x{a))P^ 
QT der \ic 
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ist. Gehen wir vom Parameter T zum Parameter a über, entsteht aus (3) das System 
der Gleichungen 

(13) ^ = f2, 5 r - j i + _-,, 
der da 

_ - _a;« + rf _ - ' * 
— qI2 + rJ4 J , — rJ3 > 

der dO 
wo wir 

* U P«a)) ' W P « , ) ) 

bezeichnet haben. 

Aus den Bedingungen (5), (6) (resp. (4), (7)) entstehen dann die Relationen 

(14) gxßnj{ = -U 

_ _ _ ! (15) 9«ß , 
der der 

Wir werden jetzt separat die Fälle q = 0 resp. r = 0 resp. r 4= 0 untersuchen. 

I. Der Fall a = 0. 

Wenn # = 0, so ist auch r = 0 und das System (13) vereinfacht sich auf das System 

(Xf\
 d -> i _ ,-« d - / 2 _ .« 

(16) — =J29 —=Ji-
da da 

Scheidet man aus diesen Gleichungen ja
2 aus, bekommt man für j \ eine Gleichung 

zweiter Ordnung, nämlich die Gleichung 

d V 
(17) T T - J - - 0 . 

der2 

Das Fundamentalsystem dieser Gleichung bilden z. B. die Funktionen sinh a, 
cosh er, so dass 

(18) jj(cr) = A* sinh <r + B" cosh er, a = 1, 2, 3, 4 . 

Weil q = 0, d.h. Q = 0 ist, wissen wir, dass man durch passende Wahl des inertialen 
Systemes das erreichen kann, dass sich der Massenpunkt in der Geranden x2 = 
= x3 = 0 bewegen wird. Daraus folgt, dass i\ = i\ = 0 und deswegen auch j \ =-
= j \ = 0, so dass 

(19) A2 = A3 = B2 = B3 = 0 . 
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Die Bedingung (14) heisst 

gaß(A
a sinh (7 + Ba cosh a) (Aß sinh a + Bß cosh a) = 

= gaßA
aAß sinh2 a + g^B*^ cosh2 a + 2gaßA

aBß sinh (7 cosh <r = - 1 , 

das ist 

Aa Aß cosh 2(7 - 1 fl cosh 2(7 + 1 A„nß . , _ 
ör^AM^ + g^B'B" — + g^A*.^ sinh 2(7 = - 1 . 

-- .z 

Wegen der linearen Unabhängigkeit der Funktionen 1, sinh 2(7, cosh 2a folgt daraus 

^ A M " + gaßB
aBß = 0 , -g a / ,AM' + £„£«£ ' = - 2 , ^ « B ' = 0 , 

oder 
gaßA

aAß = 1 , gaßB
aBß = - 1 , 0„,_4»£' = 0 , 

oder (wegen (19)) 

(20) (A1)2 - c2(A4)2 = 1 , (B1)2 - c2(B4)2 = - 1 , A'B1 - c2A4B* = 0 . 

Es mag die Geschwindigkeit der Bewegung in der Zeit x4, die dem Wert der 
Eingenzeit T = 0 entspricht, vx sein. Wenn man vom inertialen System x1, x2, x3, x4 

zum neuen inertialen System 3c1,3c2,3c3,3c4, mittels der Transformationen 

X1 = ß{xl - VxX4) , X2 = x ^ - ^ x 1 

(wo ß = [1 — (vi/c2)] 1/2) übergeht, dann werden in diesem neuen System für 
die gesuchte Weltlinie wieder offensichtlich die Gleichungen 

j \ = Aa sinh a + Ba cosh a , a = 1, 2, 3, 4 

gelten, wo 

Ii - - ч 
c 

1 dЗča 

c dт 
ìst. 

Die gestreiften Konstanten müssen wieder dieselben Gleichungen erfüllen, wie die 
ungestreiften (d.i. (19), (20)). Man kann also die Streifen weglassen und weiter mit 
den Gleichungen (18), (19), (20) arbeiten. Jetzt wird aber die Geschwindigkeit der 
Bewegung für T = 0 gleich Null sein, d.i. 

dx1 

ďx4 

dx1 

dт i\ 

' i\ 

_ił 
т = 0 II dx 4 

i\ 

' i\ 

_ił 
т = 0 II 

dт т = 0 

,7 = 0 

- * - o . 

so dass 
B1 = 0. 
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Wegen (10) ist aber 
0 < i4(0) = cj4(0) = cB4 , 

so dass man aus den Gleichungen (20) nach und nach bekommt 

A4 = 0 , B - - , A1 = +1 
c 

Durch eventuelle Änderung der Orientierung der x1 Achse erreicht man das, dass 
man A1 = 1 einsetzen kann. Man bekommt also 

d.i. 

j\(a) = sinh o , j\(a) = - cosh o , 
c 

i\(x) = csinhf-1- I P(e)dOV 
Vl^Jo / 

i\(x) = cosh(-[%P(Q)&Q\. 
VMCJO / 

Wenn man x, y, z, t statt x1, x2, x3, x4 schreibt, hat man 

(21) 
(T) = c sinh ( — P(Q) ÚQ ) da + x0 , 

Jo V/*cJo / 
y(т) = 0 , z(т) = 0 , 

t(т) = cosh I — 
Jo Vмc 

P(O)dOJda + t 0 . 
o / 

Speziell im Falle, dass die Funktion P konstant ist, bekommen wir 

, 2 r / p 
x(т) 

<т) 

џc 
p 

cosh í — т 1 

Vмc 
+ -^o ? 

líc . , /'P 
— sinh — T + t 0 . 
P \pLC 

Durch passende Wahl des Ursprungs der Zeit (damit für T = 0 auch t = 0 wäre) 
und des Ursprungs der Raumkoordinaten (damit x = \ic2\P für T = 0 wäre), be­
kommt man schliesslich 

(22) X(T) = V?- cosh (— x\ , y{x) = 0 , Z(T) = 0 , 
P \fiC ) 

ř(т) = — sinh 
v ' P 

( - ' ) • 
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Den Zeitverlauf dieser Bewegung kann man in der x, t Ebene darstellen: Aus der 
Relation 

cosh2 a — sinh2 a = 1 , 

folgt 

(23) x2 - c2t2 „2,2 _ Д C 

j2 

was die Gleichung der Hyperbl mit den Assymptoten x — ±ct ist. Rechnet man aus 
(23) x aus, hat man 

(24) x-c.K^ + t2 

Bemerkung . Wenn P(T0) = 0 ist, dann muss die Weltlinie für T = T0 statt des 
dia 

Systemes (3) nur die Gleichung —- = 0 erfüllen; aus den Gleichungen (21) sieht 
dT 

man gleich, dass die durch die Gleichungen (21) gegebene Weltlinie diese Gleichung 
für T = T0 erfüllt, also: die Gleichungen (21) geben die Weltlinie, die einer stetigen, 
nichtnegativen (also nicht nur positiven) Funktion P entspricht. 

Zusammenfassung. Wenn Q = 0 (und demnach auch R.— 0) ist, dann ent­
sprechen einer stetigen, nichtnegativen Funktion P Weltlinien, die man im passend 
gewählten inertialen Systeme durch die Gleichungen (21) ausdrücken kann, im 
Falle, dass P konstant ist, kann man diese Gleichungen durch passende Wahl des 
Ursprungs der Zeitraumkoordinaten auf die Form (22) vereinfachen. Alle möglichen 
Weltlinien, die gegebenem P entsprechen, erhalten wir also aus den Gleichungen 
(21) (resp. (22) im Falle des konstanten P) durch Lorentztransformationen. 

II. Der Fall r = 0. 

Wenn r = 0 ist, so vereinfacht sich das System (13) auf das System 

(25) -Jfi-ä, d^=f1+qti, ^ - - « / 5 . 
der der der 

Von der Funktion q setzen wir noch weiter voraus, dass sie positiv und differenzierbar 
für alle % ist. Durch Differenzieren der zweiten Gleichung in (25) bekommen wir 

d2I2 dfi ,.« 41*3 
-~ - — + q 13 + q — • 
da da da 

Wenn man diese Gleichung mit q multipliziert und addiert dazu die zweite Gleichung 
von (25) multipliziert mit —q' und die dritte Gleichung von (25) multipliziert mit q2, 
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bekommt man die Gleichung 

(2s_,a_ + ,ffi-,.-rt.. 
da da da 

Im Hinsicht auf die erste Gleichung in (25) hat man also 

. $ - _ $ + ,<_ - . ) f i i + _ - - o , 
do-* der de 

d.i. 

(26) £S__£fi + (f._1)ffi + _ : . _ o . 
da g der da g 

Damit haben wir aus dem System (25) die Funktionen j 2
 unc^ 13 eliminiert und haben 

so eine lineare Gleichung dritter Ordnung fürja bekommen. Speziell im Falle, wenn q 
konstant ist, haben wir die Gleichung 

(27) T ^ + tf-^-O 
da6 da 

bekommen, was eine lineare Gleichung mit konstanten Koefizienten ist. Lösen wir 
weiter den Fall, wenn q konstant ist. 

A) q = 1. 

Es handelt sich um den Fall, dass P(r) = Q(T) für alle T ist, die Gleichung (27) hat 
dann die Form 

d3/a 

(28) d-± = 0 
da5 

und wir können für das Fundamentalsystem z.B. die Funktionen 1, a, a2 wählen. 

Man hat also 

(29) j\{a) = AV2 + BV + Ca, a = 1, 2, 3, 4 . 

Weil r = 0, d.h. R = 0 ist, weiss man, dass durch passende Wahl des inertialen 
Systems das erreichen kann, dass die Bewegung in der Ebene x3 = 0 stattfindet; 
dann ist ff = 0, also ist auch j \ = 0, oder 

(30) A3 = B3 = C3 = 0 . 

Es mag die Geschwindigkeit der Bewegung in der Zeit x4, die dem Wert der Eigenzeit 
T = 0 entspricht, \vu v2, 0] sein. Wenn wir vom inertialen System x1, x2, x3, x4 zum 
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neuen inertialen System x1, .x2, x3, x4 mittels der Transformationen 

x1 = x1 - ßv,x4 + (ß - 1) V-\ (vi*1 + v2x
2), 

^0 

x2 = x2 - ßv2x
4 + (ß - 1) V-\ (vix1 + v2x

2) , 

= ßïx (vlX1 + v2x
2) 

übergehen (wo v0 = <sj(v\ + v2), ß = [1 — (vo/c2)] 1 / 2) , dann werden in diesem 
neuen System für die gesuchte Zeitlinie wieder offensichtlich die Gleichungen 

(31) 

gelten, wo 

(32) 

jï(<т) = AV2 + B"o + Ca, a = 1, 2, 3, 4 

1 1 dxa 

П=LП=-~, a = 1,2,3,4. 
c c dт 

Wir können also wieder die Streifen loslassen und weiter mit den Gleichungen (29) 
arbeiten. Jetzt ist aber die Geschwindigkeit der Bewegung für T = 0 gleich Null, d.i. 

dx* 

dx" : = 0 

dx* 

dт iî „ń 
dx 4 м т=0 II 

dт т = 0 

= 0, k = 1,2, 

so dass 

(33) 

Weil gemäss (10) 

C1 = С 2 = 0 , 

0 < it(0) = cj4(0) = cC4, 

C4> 0 . 

ist 

(34) 

Die Bedingung (14) heisst 

gaß(A°a2 + B°a + C°) (Aßa2 + Bßa + C») = gaßA°AßaA + 2gaßA°Bßa3 + 

+ (gaßB°Bß + 2gaßA°Cß) a2 + 2gaßB°Cßa + gaßC°C» = - 1 , 

woraus wegen der linearen Unabhängigkeit der Funktionen 1, a, a2, a3, er4 folgt: 

(35) gaßA°Aß = 0 , gaßA°Bß = 0 , gaßB°Bß + 2gaßA°Cß = 0 , 

gaßB°Cß = 0 , gaßC°Cß= - 1 . 
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Die Bedingung (15) heisst 

gaß(2A*a + B*)(2Aßa + Bß) = 4gaßA*Aßa2 + 4gaßA*Bßa + gaßB*Bß = 1 , 

was als neue Bedingung noch gibt 

(36) gaßB«Bß = 1 . 

Aus (35) und (36) haben wir also im ganzen 

(37) gaßA*Aß = 0 , gaßA*Bß = 0 , gaßA*Cß = - \ ; 

gaßB*Bß = 1 , gaßB*Cß = 0 , gaßC*Cß = - 1 . 

Wenn A2 + 0, dann durch Umdrehung der Raumkoordinatenachsen, die durch 
die Orthogonaltransformation 

/x X ~j~ *x X _ 2 •**- X VT, X _-j -̂  
Xi =: : : — 7 , X =-= 

1 VKA1)2 + (A2)2]' " VKA1)2 + (A2)2]' 

gegeben ist, wird unsere Weltlinie in gestreiften Koordinaten ausgedrückt; es werden 
für sie wieder die Gleichungen (31), (32) gelten und es werden für die gestreiften 
Konstanten offensichtlich die selben Relationen gelten, die auch für die ungestreiften 
Konstanten gültig waren, d.i. die Relationen (30), (33), (34), (37), es wird aber noch 
A2 = 0 sein. Wir können also wieder die Streifen weglassen und auf die Gleichungen 
(29) mit den Bedingungen (30), (33), (34), (37) zurückkommen und noch die Bedin­
gung 

(38) A2 = 0 

hinzufügen. Wegen der Bedingungen (30), (33) und (38) bekommen die Bedingungen 
(37) die Form 

(A1)2 - c2(A4)2 = 0 , A1^ - c2A4B4 = 0 , - c 2 A 4 C 4 = ~\, 

(B1)2 + (B2)2 - c2(B4)2 = 1 , -c 2B 4C 4 = 0 , -c 2 (C 4 ) 2 = - 1 . 

Daraus folgt wegen (34) 

B4- = 0 , C4 = - , A4 = - -, A1 = ±\ , B1 = 0 , B2 = +1 . 
c 2c 

Wir können A1 = \, B2 = 1 voraussetzen, sonst würden wir nämlich die Orien­
tierung der Achsen x1 und x2 ändern. Wir haben also 

2c c 
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bekommen, d.i. 

M.m«)'- *•>-,.]>•< <!M -

also (wenn man x, y, z, t statt x1, x2, x3, x 4 schreibt) 

(39) X(T) = -pj- P ( fp( e) dg)' da + x0 , 

AOoVJo / 
z(т) = 0 , 

ř(т) = 
1 

2„2c2J 
vr^)' 
o \Jo 

dø ) da + т -Ь t0 . 

Speziell im Falle, dass P konstant ist, haben wir 

P2 P 
X ( T ) = 7~T~ T 3 + x° ' -KT) = X~ %1 + -^ ' Z ( T ) = ° ' 

o/z c 2ji 

<*-) 
6 / Í 2 C 2 

т л + T + ín 

Durch passende Wahl des Zeitraumursprungs (t = 0, x = y = z = 0 für T = 0), 
bekommt man schliesslich 

(40) X(т) = -Г2"т3' X0 = ;f* 2 , Ф) = 0, 6/rc 2/z 

t(r) -
6 / Í 2 C 2 

тл + т , 

Scheidet man T aus den zwei ersten Gleichungen aus, bekommt man die Trajektorie 
der Bewegung in der x, y — Ebene 

2 2P 3 

Die Trajektorie unserer Weltlinie ist also eine semikubische Parabel 

n^ \ l / 3 (41) 
/ 9 / Í C 2

 2 \ 1 ' 3 . , 

3; = ( — x ) » x e ( - o o , +co). 
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Bemerkung . Ist P(T 0 ) = 0 (also auch Q(T0) = 0), dann muss die Weltlinie für 

T = T0 statt des Systems (25) die Gleichung —- = 0 erfüllen; aus den Gleichungen 
dr 

(39) ist leicht zu ersehen, dass diese Gleichung wirklich erfüllt ist. Die Gleichungen 
(39) beschreiben also die Weltlinie, die einer stetigen und nichtnegativen (nicht nur 
positiven) Funktion P = Q entspricht. 

Zusammenfassung. Ist R = 0, P = Q, dann entsprechen einer stetigen und 
nichtnegativen Funktion P die Weltlinien, die man in einem passend gewählten 
inertialen Systeme durch die Gleichungen (39) beschreiben kann; wenn P konstant 
ist, kann man diese Gleichungen durch passende Wahl des Ursprungs der Zeit­
raumkoordinaten auf die Form (40) vereinfachen. Die Trajektorie der Bewegung 
ist dann die semikubische Parabel (41). Alle möglichen Weltlinien, die gegebenem P 
entsprechen, bekommt man also aus den Gleichungen (39) (resp. (40) im Falle, 
dass P konstant ist) durch Lorentzsche Transformationen. 

B) q > l. 

ES handelt sich um den Fall Q = qP, wo q konstant und grösser als 1 ist. Bezeich­
nen wir 

(42) vV-l) = A, 

dann hat die Gleichung (27) die Funktionen 1, sin Xa, cos Xa zum Fundamental­
system, so dass 

(43) jl(a) = A* sin Xa + B" cos Xa + Ca, a = 1, 2, 3, 4 . 

In derselben Weise wie im Fall A) erzielt man durch passende Wahl des inertialen 
Systemes, dass 

(44) A3 = B3 = C3 = 0 

(weil es sich um Bewegung in einer Ebene handelt), 

(45) B1 + C1 = B2 + C2 = 0 

(durch Überführung auf Geschwindigkeit gleich Null für T = 0), 

(46) A2 = 0 

(durch Umdrehung der Raumkoordinatenachsen). 

Die Bedingung (10) gibt 

(47) B4 + C4 > 0 . 
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Die Bedingung (14) sieht jetzt folgenderrnassen aus: 

gaß(A
a sin Xa + Ba cos Xa + Ca) (Aß sin Xa + Bß cos Xa + Cß) = 

= gaßA'Aß sin2 Xa + gaßB
aBß cos2 Xa + 2gaßA

aBß sin Xa cos ACT + 

+ 2gaßA
aCß sin ACT + 2gaßB

aCß cos ACT + g^C'C^ = - 1 , 

oder 

, . i Ä l — cos 2Acr n a n Ä l + cos 2Xa a . 
g«ßA*Aß + gaßB*Bß • + gaßA*Aß sin 2Xa + 

+ 2gaßA
aCß sin Xa + 2gaßB°Cß cos ACT + ^ C C ' = - 1 . 

Daraus, wegen der linearen Unabhängigkeit der Funktionen 1, sin ACT, COS Xa, 
sin 2A<r, cos 2Xa, folgt, dass 

(48) gaßC
aCß + \{gaßA

aAß + gaßB
aBß) = - 1 , 

-gaßA
aBß +ßaßB

aBß = 0, 

gaßA
aBß = 0, gaßA

aCß = 0, gaßB
aCß = 0 . 

Aus der Gleichung (15) bekommen wir 

gaß{XAa cos Xa - XBa sin Xa) (XAß cos Xa - XBß sin Xa) = 

= X\gaßA
aAß cos2 Xa + gaßB

aBß sin 2A<r - 2gaßA
aBß sin Xa cos ACT) = 1 , 

oder (wegen (48)) 

(49) gaßA*A> = 1 . 

Die Bedingungen (48) und (49) kann man also auf die Form 

(50) gafA'A> = - , gafB*B> = - , gaßC«C> = - 1 - - , 1 , д„Г# = ±, „ „ ( - С - = - 1 - 1 

gafiA'Bf = 0, gafA"C> = 0, gafB"C> = 0 

bringen. Wegen der Bedingungen (44) und (46) folgen aus den Gleichungen (50) und 
(45) acht Bedingungen für acht Konstanten: 

(51) (A1)2 - c2(A4)2 = 1 , (51)2 + (B2)2 - c2(ß4)2 = 1 , 
A A 

(C1)2 + (C2)2 - c2(C4)2 = - 1 - 1 , x i Ä i _ c ^ 4 B 4 = 0 f 
A 

AiC1 - c2A4C4 = 0 , BlCl + ß2C2 - c2ß4C4 = 0 , 

ß 1 + C1 = 0 , B2 + C2 = 0 . 
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Addiert man die 4. und 5. Gleichung, bekommt man wegen der 7. Gleichung und der 
Bedingung (47) die Gleichung A4 = 0; aus der ersten Gleichung folgt dann (nach 
eventueller Änderung der Orientierung der ersten Achse) A1 = \jX und aus der 
4. und 5. Gleichung folgen die Relationen B1 = C1 = 0. Addiert man die 2. und 6. 
Gleichung und die 3. und 6. Gleichung, so bekommt man wegen der 8. Gleichung 
die Gleichungen 

c2 B\B4 + C4) = — , - c 2 C4(B4 + C4) = - 1 
1 

x2 7 ' v_ ~ ' X2 

Wenn man diese zwei Gleichungen addiert, hat man leicht (wegen (47)) 

1 

so dass 

B4 

P4 + C4 

cX2 c \ X1 

Also (nach eventueller Änderung der Orientierung der zweiten Achse) 

„__ i t l t »r .c - - i ( . + i v -

Es ist also 

j\(a) = - sin Xa , j2(<r) = - ^ 2
+ -) (cos Xa - 1) 

A A 

Ґi{a) = ГІ ( c o s Aff - 1) + - , 
cXl c 

i[{r) = - sin ( -
X V/icj 

P(Q)<ІQ), 

^ . . ^ ^ ( . . „ ( i r ^ - , ) ) . 

P(Q) ŮQ]) + 1 . ад_± (,-„(! 
Weil A = (q2 — l ) 1 / 2 = ( ß 2 — P2)1/2/P ist, bekommt man schliesslich (wenn man 
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+ x0 , 

x, y, z, t statt x1, x2, x3, x4 schreibt) 

<52) *> - jvt-n<))b{vSyme) -p>mdeh 
m' ™ % [* - J> (il[y(ß!(e) -p!(e))] deM+v°' 
z(x) = O , 

tм = f 2 ( т ) 

ß2(т) - P2(т) 

[т - j \ o s ( 1 JìчЛQЛe) - P 2 Ш dв) d«J + 

+ т + ř0 • 

Gehen wir jetzt zum inertialen System über, das sich in Bezug auf das bisherige mit 
der Geschwindigkeit v = [0, c . P/Q, 0] bewegt. Dann ist 

ß - i 
2\ -1/2 p2ч^-l/2 

= Ô(ß2 - Р 2 ) - 1 /2 

und 

* = x, y = y-ßc^t + (ß-l)y = Q(Q2 - P2)-ll2(y - ^ t ) , 

- - - , ^^( ( -^^) = ß(ß2-p2r'2(t-^.). 

Ändern wir noch nachträglich die Orientierung der zweiten Raumachse und lassen 
wieder wegen der Einfachheit die Streifen über den Veränderlichen x, y, z, t so wie 
über den Konstanten x0, y0, t0 aus, haben wir 

(53) *> = Am-nJHi\y(Q'{e)-p'mdí)d" + x0 , 

y(г) = 
P(r) 

V(ô
2(т) - J*(т)) 

z(т) = 0 , 

Q(Л 

c o s (— ("u/Ce^e) - P2ie))l d<A d« + yo, 
o VMC J o ) 

í(т) = 
V(ô2(т) - Р2(т)) 

T + ín 

Speziell im Falle, dass P und Q konstant sind, (ändern wir noch die Orientierung 
der x-Achse und wählen wir den Ursprung des Zeitraumkoordinatensystems so, 
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dass für T = 0, y = z = ( = 0, x = Mc2P/(Q
2 - p-) wäre), wird 

<*-Ä->(^')-
Z(T) = 0 , 

< W - c 

>/(ea-r) ' 
Scheiden wir T aus den zwei ersten Gleichungen aus, bekommen wir die Trajektorie 
unserer Bewegung in der x, y-Ebene 

*2
 + / = " w 

( e 2 - P2)2 ' 

weil dann t = —7—— T ist, sehen wir gleich, dass es sich um gleichmässige 

7 ( e 2 - I*2) 
Bewegung auf der Kreislinie des Halbmessers tic2P/(Q2 — P2) mit der Periode 
2nficQ(Q2 - P2) und der Geschwindigkeit v = c . P\Q handelt. 

Bemerkung . Setzen wir nur voraus, dass Q(x) = q P(x) ist, wo q konstant, 
q > 1 ist. Dann kann man den Definitionsbereich der konstanten Funktion q = 
= Q(T)/P(T) auf Grunde der Stetigkeit auch auf die Punkte erweitern, in den P(T) = 0 
ist. Dann: 

1. Die Bedingung, dass q positiv und differenzierbar ist, ist selbstverständlich 
erfüllt. 

2. Den Definitionsbereich der Funktionen in (53) kann man auch auf die Punkte 
erweitern, wo P(T) = 0 (auf Grund der Stetigkeit) und die so erweiterten Funktionen 
werden offensichtlich differenzierbar für alle T sein und das Gleichungssystem (3) 
erfüllen. 

Von hier bekommen wir auf Grund des Satzes von der Existenz und Eindeutigkeit 
der Lösung des Systems linearer Differenzialgleichungen mit stetigen Koeffizienten: 

Zusammenfassung. Wenn R = 0, Q = qP ist, wo q konstant, q > 1 ist, dann 
entsprechen einer stetigen und nichtnegativen Funktion P die Weltlinien, die man 
im passend gewählten inertialen Koordinatensysteme durch die Gleichungen (53) 
beschreiben kann; im Falle, dass P konstant ist, kann man diese Gleichungen durch 
passende Wahl des Ursprungs des Zeitraumkoordinatensystems auf die Form (54) 
vereinfachen, d.h. auf Gleichungen, die gleichmässige Kreisbewegung ausdrücken. 
Alle möglichen Weltlinien, die gegebenen P entsprechen, bekommt man also aus 
den Gleichungen (53) (resp. (54) im Falle, dass P konstant ist) durch Lorentzsche 
Tranformationen. 
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C) q < 1. 

Es handelt sich um den Fall Q = qP, wo q eine positive Konstante kleiner als 1 
ist. Bezeichnet man 

(55) V( l - 42) = A , 

dann hat die Gleichung (27) das Fundamentalsystem 1, sinh ACT, cosh Xo, so dass 
die Lösung die Form 

(56) )\(p) = Aa sinn Aa + Ba cosh Xo + Ca , a = 1, 2, 3, 4 

hat. Ganz auf dieselbe Weise wie im Falle A) und B) erreichen wir durch passende 
Wahl des inertialen Systems das, dass 

(57) A3 = B3 = C3 = 0 , 

(58) B1 + C1 = B2 + C2 = 0 , 

(59) A2 = 0 , 

bei der Bedingung, dass 

(60) B4 + C4 > 0 . 

Die Bedingung (14) heisst jetzt 

<7a/A
a sinh Acr + Ba cosh Xo + Ca) (Aß sinh Xu + Bß cosh Xo + Cß) = 

Aa Aß cosh2Acr - 1 cosh 2Xa + 1 tHnR . , _ 
= flf^-4"^ + flf^B»^ + ga«AaB^ sinh 2XG + 

2 2 

+ 2aa^AaC^ sinh Xo + 2gaßB«Cß cosh Aa + ^a^CaC^ = - 1, 

woraus wegen der linearen Unabhängigkeit der Funktionen 1, sinh Xo, cosh Ad, 
sinh 2A<7, cosh 2Xo folgt 

(61) i9,ßB*B> - gaßA*A') + gaßC
aCß = - 1 , 

gxßA*A> + gxßB
aBß = 0 , 

gaßA*B' = 0, gaßA°C' = 0, gaßB*B' = 0 . 

Aus der Bedingung (15) bekommt man 

gxß(XA" cosh Xo + X&* sinh Xo) (XAß cosh Xo + XBß sinh Xo) = 

= X\gaßA
aAß cosh2 Xo + gaßB

xBß sinh2 Xo + 2gaßA
aBß sinh ACT cosh Xo) = 1 , 

oder (wegen (61)) 

(62) gxßA"A' = 1 . 
A2 
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Die Bedingungen (61) und (62) kann man auf die Form 

(63) g«A'A' = - , fl.-B-B" = - - , g^CC" = - 1 + - , 1 , fl.-B-B^-l, ^ C " C » - - 1 + 1 

aa-A"B" = 0 , ^ - A - C ^ O , ^ - 5 ^ = 0 

regeln. Wegen der Bedingungen (57) und (59) folgen aus den Gleichungen (63) und 

(58) acht Gleichungen für acht Konstanten: 

l- , (ß1)2 + (ß2)2 - c2(ß4)2 _ - 1 (64) (A1)2 - c2(A4)2 = _ - , (ß1)2 + (ß2)2 - c2(ß4)2 = 

(C1)2 + (C2)2 - c2(C4)2 = - 1 + 1 , A'B1 - c2A*B* = 0 , 

A'C1 - c 2A 4C 4 = 0 , BlCl + B 2C 2 - c2B4C4 = 0 , 

B1 + C1 = 0 , B 2 + C2 = 0 . 

Addiert man die 4. und 5. Gleichung, bekommt man wegen der 7. Gleichung und der 

Bedingung (60) die Gleichung A4 = 0, aus der 1. Gleichung folgt dann (nach eventuel­

ler Änderung der Orientierung der ersten Achse) A1 = l/X und aus der 4. und 5. 

Gleichung folgt B1 = C1 = 0. Addiert man die 2. und die 6. Gleichung und die 3. 

und die 6. Gleichung, so bekommt man wegen der 8. Gleichung die Gleichungen 

-c2 B*(B4 + C4) = - — , -c2 C4(B4 + C4) = - 1 + 1 . 
V . X2 V J X2 

Wenn man diese zwei Gleichungen addiert, hat man leicht (wegen (60)) 

so dass 

в* + C4 = 1, 
С 

в+ = -L, C4 = I (i -1 
cÅ2 c V A2 

Also (nach eventueller Änderung der Orientierung der zweiten Achse) 

ß2 = i f l - iY / 2 , C2 = -_(±-iV / 2 

A U 2 / A U 2 

Es ist also 

j\(o) = - sinh Aa , i\{a) = ^ ( 1 X^ (cosh Xa - l) , 
л " І V 7 л 2 

\_І - - -ч . 1 

cÂ2 
fí(cг) = — - (cosh ka - 1) + - , 
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d.i. 

il(T) = ^sinh('Artp(e)deV 

i2(r) = c ^ ( 1 " A2) Tcosh ( A j " p(e) d e ) 

V(ß) d<A - l l + 1 •ttø 

Weil 

A = (1 - a 2 ) 1 / 2 = - ( P 2 - ß 2 ) 1 / 2 

ist, bekommt man schliesslich (wenn man x, j , z, t statt x1, x2, x3, x4 schreibt) 

(65) X(T) = /<jf{x)m< ^ rsinh f 1 r [^(p2(e) -ß2(e))] de) da+x°' 
s/{P (t) - ß ( T ) ) J 0 VJUCJO / 

*> - 7 ^ - ^ K [ fc°sh f1 r [v'(p2(e) -ß2(e))] ̂ da - T i + y ° -
P (T) - ß (T) LJ o \MC J o j J 

<т) = 0, 

,(т) 
P2(т) 

P2(т) - ß2(т) 

+ т + ř0 . 

Гcosh ( A Г [У(P 2 ( Є ) - ß2(e))] d<A doe - т l + 

Gehen wir jetzt zum inertialen System über, das sich in Bezug auf das bisherige 
mit der Geschwindigkeit v = [0, c . Q/P, 0] bewegt. Dann 

i-9)m={x-W2-p{p2-Q2) 2 W / 2 

und 

x = x , y = y-pc^t + {p-l)y = P{P2 - Q2)'1'2 (y -

ž = z , l = p(t-X
r
Q

py\ = P{P2-Q2)^2(t-^y 

C~PX 

Ändern wir noch die Orientierung der zweiten Raumachse und lassen wider ein-
fachkeitshalber die Streifen über den Veränderlichen x, y, z, t so wie über den Kon-
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stanten Xo> yo> to aus, haben wir die Gleichungen 

(66) x(т) = 

* ) 

l*fe) 

v^tø-ßҷтйJ 
1 sinh (- Г [У(P2(Є) - ß2(ß))] d Л d<x + *o . 

ßW 
V 

2(T) = 0 , 

<T) = 

\PҢy) - ß2(т)) 

P(т) 

r + Уo, 

cosh 
У т е - ß ^ J o UJ y(P2(Q)- Q2(e))]de)da + ř o . 

Speziell im Falle, dass P und Q konstant sind (wählen wir noch den Ursprung 
des Zeitraumkoordinatensystems so, dass für x = 0 wäre y -=. z = t = 0, x = 
= nc2P/(P2 - Ö2)), wird 

(67) U P 2 - ß 2 \ ^c T 

* ) 
cß 

У ( P 2 - ß2) 
z(т) = 0 , 

<т) f^-sinhM^-ß2) 
P2 - ß2 

џc 

Scheiden wir T aus den zwei ersten Gleichungen aus, bekommen wir die Trajektorie 
unserer Bewegung in der x, y-Ebene 

c2p /o2 „2 

x = — cosh 
p 2 - ß 2 

Die Abhängigkeit zwischen x und t gibt die Relation 

/ P 2 - Q2 \ 
\ nc2Q yJ-

d.i. 

(68) 

x2 - c2t2 = 

X = c 

џc2P 

yP2 - Q2 

џcP 

P 2 - Q 
+ ť 

was eine ähnliche Relation, wie im Falle Q = 0 ist (vergleiche (24)). In diesem Falle 
handelt es sich also um Bewegung auf einer Kurve exponentialen Charakters. 
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Bemerkung . Setzen wir nur voraus, dass Q(x) = q P(r) ist, wo q eine nicht 
negative Konstante, kleiner als 1 ist. Dann kann man den Definitionsbereich der 
konstanten Funktion q = Q(T)/P(i) auf Grund der Stetigkeit auch auf die Punkte 
erweitern, in den P(x) = 0 ist. Dann: 

1. Die Bedingung, dass q differenzierbar ist, ist offensichtlich erfüllt. Ist q = 0, 
d.i. Q = 0, bekommt man aus den Gleichungen (66) die Gleichungen (21), d.i. der 
Fall I. ist in diesem Falle enthalten. 

2. Den Definitionsbereich der Funktionen in (66) kann man auf Grund der Stetig­
keit auch auf die Punkte erweitern, in den P(r) = 0, die so erweiterten Funktionen 
werden offensichtlich für alle T differenzierbar sein und das System der Differrenzial-
gleichungen (3) erfüllen. 

Deshalb haben wir insgesamt (analog wie in B)): 

Zusammenfassung. Ist R = 0, Q = qP, wo q eine nichtnegative Konstante, 
q < 1 ist, entsprechen einer gegebenen stetigen und nichtnegativen Funktion P 
die Weltlinien, die man im passend gewählten inertialen Koordinatensysteme 
durch die Gleichungen (66) beschreiben kann. Im Falle, dass P konstant ist, kann 
man diese Gleichungen durch passende Wahl des Ursprungs des Zeitraumkoordi­
natensystems auf die Form (67) vereinfachen', die Trajektorie dieser Bewegung (im 
Falle q > 0) is eine Kurve exponentialen Charakters. Alle möglichen Weltlinien, die 
gegebenem P entsprechen, bekommt man also aus den Gleichungen (66) (resp. (67) 
im Falle, dass P konstant ist) durch Lorentzsche Transformationen. 

III. Der allgemeine Fall. 

Von den Funktionen q, r machen wir noch weitere Voraussetzungen, nämlich 
dass sie positiv sind und dass r die erste und q die zweite Ableitung für alle x hat. 
Differenziert man die 3. Gleichung in (13), bekommt man 

d2Л i • < * Фl ,_ ,.. _, Ф'í : - q j 2 " - q— + r j4 + r — 
dcr2 áo áo 

Multipliziert man diese Gleichung mit r und addiert dazu die 3. Gleichung aus (13) 
multipliziert mit — r und die 4. Gleichung aus (13) multipliziert mit r2, bekommt 
man 

(69) r pf - r' *ß = (qr' - q'r)f2 - qr*ß - r3f3 . 
áo2 áo á o 

Aus der 2. Gleichung in (13) folgt durch zweifaches Differenzieren 

(70) m,f + ,% + qf, 
der do do-

_g-fa+,-+vffi + f£fi. 
der der do do2 
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Multiplizieren wir die letzte Gleichung mit r, die Gleichung (69) mit q und addieren 
wir die entstandenen Gleichungen zusammen: 

,4/3 d3j2 , , , . ., , df2 3.a d2f 
der der der der 

+ r6ry3 + 2</rf3 . 
der 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit q, die Gleichung (70) mit — (2q'r + qr') und 
addieren wir; wir haben 

«r f f - (2q'r + qr') f f = «j V - q'r)f2 - q3r^ - q2r3f + 
da0 der der 

+ qr pj + «fl'r/S - (2*'r + qr') (*& + « ^ , 

oder 

qr f f - (2q'r + qr') f f + q3r ^ + q2(q'r - qr')f2 = 
der d<r der 

- flr f f - (2«'r + flr')f± - [q2r3 - qq"r + q'(2q'r + qr')]f3 . 
der dr/ 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit q, die 2. Gleichung aus (13) mit q2r3 — 
— qq"r + q'{2q'r + a/') und addieren wir, bekommen wir 

q2r f f - a(2fl'r + qr') f f + [a*r + q2r3 - qq"r + q'(2q'r + qr')] f l + 
da6 der der 

+ q3(q'r - qr')f2 = q2r f f - fl(2fl'r + ejr') f i + 
da da 

+ [qir3-qq"r + q'(2q'r + qr')]f1. 

Bedienen wir uns jetzt der 1. Gleichung aus (13) und der Gleichungen, die aus der­
selben durch Differenzieren folgen, können wir j*2 beseitigen und für j \ die Differen-
zialgleichung vierter Ordnung bekommen: 

q2r f f - fl(2a'r + qr') f f + [q2 r(q2 + r2 - 1) + q'(2q'r + qr') -
der4 der 

- qq"r] f f + [q3(q'r - qr') + q(2q'r + qr')] f i -
da2 da 

- [q2r3 - qq'r + q'(2q'r + qr')]H = 0, 
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d.i. 

( 7 1 ) ^ - ( 2 _ + _)l_i + ̂  + r ! - 1 _ £ + - ( 2 _ + _)]l_l + 
d<x* \ q r) da* [_ g q \ q r / J da 2 

+ [W- -_ ) + 2£ + rnfi _p _ £ + £(2£ + % = o. 
L \_ *v <? r j d a L q q \ q r / J 

Speziell im Falle, dass q und r konstant sind, haben wir 

(72) ^ l + ( g 2 + r 2_i)^|_ r^ = o , 
der4" der2 

was eine lineare Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten ist. Lösen wir 

weiter den Fall, wenn q und r konstant ist. 

Bezeichenen wir 

(73) a = q2 + r2 - 1 , b = r2 , 

(74) <5 = [ |(a + (a 2 + 4b ) 1 / 2 ) ] 1 / 2 , y = [ | ( - a + (a2 + 4 b ) 1 / 2 ) ] 1 / 2 , 

dann sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung, die der Gleichung (72) 
zukommt, ±y ± id. Die Gleichung (72) hat also z.B. dieses Fundamentalsystem 

sin da , cos <5<r , sinh ycr , cosh y<r , 

so dass ihre Lösung die Form 

(75) j\(a) = Aa sinh ya + Ba cosh ya + Ca sin Sa + Da cos <5<r 

hat. 

Stellen wir zuerst fest, was uns die Bedingung (14) liefert: 

gaß(A
a sinh y<r + Ba cosh ya + Ca sin Sa + Da cos <5<r) (Aß sinh ya + 

+ Bß cosh ya + Cß sin Sa + Dß cos Sa) = gaßA
aAß sinh2 y<r + 

+ gaßB
aBß cosh2 ya + 2gaßA

aBß sinh ya cosh y<r + gaßC
aCß sin2 <S<r + 

+ gaßD
aDß cos2 <5(T + 2gaßC

aDß sin <5<r cos <5<r + 2gaßA
aCß sinh ycr sin Sa + 

+ 2gaßA
aDß sinh y<r cos <5<r + 2gaßB

aCß cosh ya sin <5cr + 

+ 2gaßB
aDß cosh ycr cos Sa = — 1 , 

oder 

S f ^ A ^ A V + e"21" - 2) + g ^ B ^ " + e " 2 ^ + 2) + 

+ 2g^B\e2-ta - <r2*ff) - g^CC^e2"* + e'216" - 2) + 

+ g^D^e2"" + e-2ióa + 2) - lig^CD^e2"' - ťT2Wff) -
- 2i 3 í I pA a C p (e ( 5 , + W)'T - . ď - " ) " - e (-r+«)» + c(-y-«)«) + 
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+ 2gafA*Dß(e(y + iS)a + e(y-is)a - e
(~y+is)a - e

(~y~is)a) -

- 2igafB*Cß(e(y+iS)a - e(y~ii)a + e
(~y+iS)a - e(~y~iö)a) + 

+ 2gafB*Dß(e(y + iS)a + e(y~iS)a + e
(~y+iS)a + e

(~y~iS)a) = - 4 . 

Die Zahlen 0, 2y, — 2y, 2/<5, — 2i<5, y + iö, y — iö, —y + iö, —y — iö sind alle 
verschieden (weil y > 0, <5 > 0 ist) und deswegen sind die Funktionen 1, e2ya, e~2ya, 
eiu^ e~2u^ e(,+M)<r; e(y+iS)af e ( - v + , ^ ei-y-u)<, I i n e a r unabhängig, so dass 

gaßA*Bß + gaßB*Bß + 2gafA"Bß = 0, 

gafA"Aß + gafB"Bß - 2gaßA*Bß = 0, 

-gaßC*Cß + gafD*Dß - 2igafC"Dß = 0, 

-gaßC"Cß + gaßD*Dß + 2igaßC"Dß = 0, 

-gaßA"Aß + gaßB"Bß + gaßC"Cß + gafD"Dß = - 2 , 

gaßA*Dß + gaßB*Dß - igafA"Cß - igaßB*Cß = 0, 

gaßA*Dß + gafB"Dß + igaßA"Cß + igaßB*Cß = 0 , 

-gaßA*Dß + gaßB"Dß + igaßA"Cß - igafB*Cß = 0 , 

-gaßA*Dß + gafB*Dß - igafA*Cß + igafB*Cß = 0 . 

Von hier bekommt man 

(76) gafA"Bß = 0 , gafA*Cß = 0 , gafA*Dß = 0 , 

gaßB*Cß = 0, gaßB*Dß = 0, gafC*Dß = 0, 

(77) gafA*Aß + gafB"Bß = 0 , gafC*Cß - gafD*Dß = 0 , 

gafA*Aß - gaßC*Cß = 1 . 

Aus der Bedingung (15) folgt (mit Berücksichtigung der Gleichungen (76) und (77)) 

gaß(yA* cosh ya + yB* sinh ya + ÖC* cos Sa — SD* sin Sa). 

. (yAß cosh ya + yBß sinh ya + SCß cos Sa — <5D̂  sin <5<r) = 

= v ^ / l V l ^ c o s h 2 ya - sinh2 ya) + S2gaßC*Cß(cos2 Sa + sin2 Sa) = 1 , 

d.i. 
y2gafA*Aß + S2gafC*Cß = 1 . 

Von hier und aus den Bedingungen (77) bekommt man 

(78) g^-Aß-l+l?- daßB*Bß l + 6 2 

T + ó2 y2 + S2 
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Es mag die Geschwindigkeit der Bewegung in der Zeit x4, die dem Wert der 
Eigenzeit T = 0 entspricht, gleich v = [vl9 v2, v3] sein. Wenn wir mittels der Lorentz-
schen Transformationen zum System, das sich in Bezug auf das bisherige mit der 
Geschwindigkeit v bewegt, übergehen, dann wird die Geschwindigkeit unserer 
Bewegung in der Zeit, die dem Werte T = 0 entspricht, gleich Null sein, d.h. 

(79) B1 + D1 = B2 + D2 = B3 + D3 = 0 . 

Die Bedingung (10) gibt uns für T = 0 die Ungleichung 

(80) B4 + D4 > 0 . 

Jetzt machen wir noch eine solche Umdrehung der Raumachsen (eine orthogonale 
Transformation), dass 

(81) A2 = A3 = B3 = 0 

ist. Beweisen wir, dass eine solche Transformation existiert: Es mag 

3 

xl = £ aux
j, i = 1 ,2 ,3 , 

7 = 1 

sein, wobei 

3 

(82)itk £ atJaJk = öik , i, fe = 1, 2, 3 . 
1=i 

Die Bedingungen (81) bedeuten, dass 

(83) £ a2JAJ = 0 , 
1=i 

(84) £ a3JA
j = 0 , X a3JB' = 0 

1=i 1=i 

ist. Die Gleichungen (84) haben eine nicht triviale Lösung a31, a32, a33, die man 
noch der normierenden Bedingung (83)3 3 unterwerten kann. Die Gleichungen (83) 
und (82)2 3 haben wieder eine Lösung a21, a22, Ö2 3 , die noch die normierende 
Bedingung (82)2>2 erfüllt; ebenso auch die Gleichungen (82)12 und (82)x 3 haben 
eine Lösung all9 a12, a13, welche die normierende Bedingung (82)14 erfüllt. Wir 
haben so die Koeffizienten der orthogonalen Transformation gefunden (weil (82)ik 

für alle i, k = 1, 2, 3 gültig ist), sodass noch (83) und (84) gilt, also die Gleichung (81) 
findet statt. 
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Wegen der Bedingungen (81) bilden die Gleichungen (76), (78) und (79) ein System 
von 13 Gleichungen für 13 gesuchte Konstanten: 

AXBX - c2A4B4 = 0 , A1C1 - c2A4C4 = 0 , A'D1 - c2A*DA = 0 , 

B'C1 + B2C2 - c2B*C4 = 0 , B'D1 + D2B2 - c2BAD* = 0 , 

C'D1 + C2D2 + C3D3 - c2C4D4 = 0 , (A1)2 - c2(A4)2 = L + - 1 

(ß1)2 + (B2)2 - c2(ß4)2 = -

(C1)2 + (C2)2 + (C3)2 - c2(C4)2 = y2 + ô2 

1_ 

ӯ2 + ð2 

B2 + D2 = 0 , D3 = 0 . 

( ű 1 ) 2 + (D 2 ) 2 + (Ð3)2 - c2(D4)2 = - i — L _ , B1 + D1 = 0 , 

Addiert man die 1. und 3. Gleichung, sieht man, dass (wegen (80)) A4 = 0 sein muss. 
Aus der 7. Gleichung folgt dann (nach eventueller Änderung der Orientierung 
der ersten Achse) A1 = [(l + ö2)/(y2 + d2)]1'2 und aus der 1., 2. und 3. Gleichung 
folgt B1 = C1 = D1 = 0. Addiert man die 4. und 6. Gleichung, bekommt man 
wegen der 12. Gleichung und der Bedingung (80) C4 = 0. Aus der 9. Gleichung 
folgt dann, dass die rechte Seite der 10. Gleichung positiv ist, also D2 =j= 0, und 
deswegen folgt aus der 6. Gleichung C2 = 0. Aus der 9. Gleichung hat man also 
(nach eventueller Änderung der Orientierung der dritten Achse) C3 = [(1 — y2) ; 
: (y2 + <52)]1/2. Addiert man die 5. und 8. Gleichung und die 5. und 10. Gleichung 
bekommt man wegen der 12. Gleichung die Gleichungen 

-c2 B4(B4 + D4) = - - 1 - ^ ! - , -c2 D4(B4 + D4) = l ~y2 , 

V ; y2 + ö2 V J y2 + ö2 

woraus durch Addieren (wegen der Bedingung (80)) folgt 

1 

sodass 

B4 + Ö4 = 
c 

_ 4 = ! i + l D 4 = 1 1 - У 2 

c y2 + S2 c y2 + ö2 

/Jso (nach eventueller Änderung der Orientierung der zweiten Achse) 

ß2 _ 0 - y2)1/2 (i + s2)1'2 D2=_ ( i - y - ) » / - ( i + . ' ) ' / -

y2 + ö2 ' y2 + ö2 
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Es ist also 

-ЇO) 
1 + ó2\1'2 . . 

sinh ya, y2 + ô: 

/ 1 - y2 Y'2 

>-<*> - ( 7 T 7 2 j sin<5ff' 
•4/ X - 1 + -* / . \ 1 

. i((T) = ( c o s 7ff ~ c o s off) H— cos Ö<T . 
c 

c y2 + <52 

Zum Vereinfachen bezeichnen wir 

(85) 

dann ist 

1 - y2 y - / 1 f <52 Y'2 

y2 + <5- 72 + <5' 

I'J(T) = c/l sinh (7 <T(T)) , 

I 2(T) = c?cA[cosh (y <T(T)) — cos (<5<T(T))] , 

II(T) = CK sin (ö <T(T)) , 

I'I(T) = A2[cosh (?Ö"(T)) - cos (<5<T(T))] + cos (<5<T(T)) . 

Wir bekommen so (wenn wir x, y, z, t statt x1, x1, x3, x 4 schreiben) 

(86) X(T) = cX í sinh (-?- í P(O) d<A da 

V(T) = CK2 cosh ( — P(O) dO J -

Z(T) = CK: sin ( — P(O) dO ) da 
Jo \W J o / 

+ * 0 , 

cos 
jřLC 

P(O) dO da + yo , 

+ Zo, 

ř(т) = X2 

+ 

cosh ^ í P(O) dg j - cos ( — í P(O) dO ] 
VMCJO / VMCJO /_ 

i cos ( — i P(Q) dg] da + ř0 . 
Jo V/̂ c Jo / 

da + 

Gehen wir jetzt zum inertialen System, das sich in Bezug auf das bisherige mit der 
Geschwindigkeit v = [0, c . KJX, 0] bewegt, über. (|v| < c, weil 0 < K < X). 
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Dann ist 

und also 

, * 2 V 1 / 2 /1 + <52V2 

l~ŕ) Ҷт+^2 

X = x , y = y — ßc - t + (ß — l) y = Àv — cкt 9 

л 
1 K \ . 7C 

* = / * ( * — 2 c _ ^ = ^ ř — y 
C A / C 

Wir bekommen so (wenn wir wieder einfachkeitshalber die Streifen über den Verän­
derlichen so wie über den Konstanten weglassen und nachträglich die Orientierung 
der zweiten Raumachse ändern): 

(87) X(T) = cX sinh 
Jo \W J 

P(O) dO ) da + x0 , 

y(т) = cк cos j 
Jo V, 

z(т) = cк 

џc  

ô 

P(O)dO)da + y09 

>(Q) do] da - I P(O) dO ) da + z0 , 
\f*c J o / 

í(т) = Л cosh 
o \џc 

P(OJdOJda + t0 • 

Speziell im Falle, dass P, Q und R konstant sind, bekommen wir (wenn wir noch 

die Orientierung der dritten Achse ändern und den Ursprung der Zeitraumkoor­
dinaten so wählen, dass für T = 0 auch y = t = 0, x = [ic2X/yP9 z = jic2KJbP 
wäre): 

(88) , v \ÍC2X (yP 
X(T) = cosh T 

yP \fic 

, x UC2K . (bP 
y\r) = - — sin [ 

ŐP џc 

, , ac2K (bP 
Z(x) = COS T 

7 bP \flC 

yP \џc 
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Eliminieren wir x aus der 2. und 3. Gleichung, so bekommen wir die Projektion 
der Trajektorie unserer Bewegung in die y, z-Ebene 

\5P 

was ein Kreis des Halbmessers {IC2K/ÖP ist. 

Eliminieren wir T aus der 1. und 4. Gleichung, so bekommen wir gleich die Abhän­
gigkeit der x-Koordinate von der Zeit 

2 „2,2 _ (l10 j ^ 
yP 

+ Ѓ 

x* - ťť = 

d.i. 

<-> - l f 
was eine ähnliche Relation wie im Falle R = 0, Q > P ist (vergleiche (68)). 

Bemerkung . Setzen wir nur voraus, dass Q(x) = q P(T), R(?) = r P(T) ist, wo q 
und r nichtnegative Konstanten sind, wobei aber nicht q = 0, r 4= 0 oder r = 0, 
q = \ ist. Den Definitionsbereich der konstanten Funktionen q = Q(T)/P(T), r = 
= R(T)/P(T) können wir auf Grund der Stetigkeit auch auf die Punkte, in welchen 
P(T) — o ist, erweitern. Dann: 

1. Die Bedingung der Differenzierbarkeit der Funktionen q und r ist offensichtlich 
erfüllt. Ist r = 0, d.i. R = 0, so bekommt man aus den Gleichungen (87) Gleichungen, 
die sich praktisch nicht von den Gleichungen (53) resp. (66) unterscheiden, d.h. die 
Fälle I I B und II.C sind in den Gleichungen (87) enthalten. Ist nämlich r = 0, dann 
ist in (73) a = q2 - 1, b = 0, also in (74) ist y = 0, ö = (q2 - 1) 1 / 2 für q > 1 
und ö = 0, y = (1 - q2f12 für q < 1. 

Es ist deswegen in (85) im ersten Falle K = (q2 — l ) ~ 1 / 2 , A = q(q2 — 1)~ 1 / 2 

und im zweiten Falle K = q(\ — q2)~1/2, A = (1 — g 2 )~ 1 / 2 ; wenn wir in die Glei­
chungen (87) einsetzen, sehen wir, dass die Behauptung gültig ist. 

2. Den Definitionsbereich der Funktionen in (87) kann man dann auf Grund 
der Stetigkeit auch auf die Punkte erweitern, in den P(T) = 0 ist, und die so erweiterten 
Funktionen werden dann offensichtlich die Ableitung erster Ordnung für alle t 
haben und das System der Differentialgleichung (3) erfüllen. 

Wir haben deshalb insgesamt (analog, wie bei II.B, C): 

Zusammenfassung. Ist Q = gP, R = rP, wo q, r nichtnegative Konstanten sind 
(es ist aber nicht q = 0, r #= 0 oder r = 0, q = 1), dann entsprechen einer gegebenen 
stetigen und nichtnegativen Funktion P die Weltlinien, die man im passend ge­
wählten inertialen Koordinatensysteme durch die Gleichungen (87) beschreiben 
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kann. Im Falle, dass P konstant ist, kann man diese Gleichungen durch passende 
Wahl des Ursprungs des Zeitraumkoordinatensystems auf die Form (88) verein­

fachen; die Projektion der Trajektorie dieser Bewegung in die y, z-Ebene ist eine 
Kreislinie. Alle möglichen Weltlinien, die gegebenem P entsprechen, bekommt man 
aus den Gleichungen (87) {resp. (88) im Falle, dass P konstant ist) durch Lorentz-
sche Transformationen. 

Untersuchen wir noch, bei welchen Bedingungen für die Funktionen P, Q, R, 
die ihnen entsprechenden Weltlinien (l) auf der Hyperbelfläche 

(90) g^X'-?)(X'-£<*) = konst. 

liegen, wo £a ein fest gegebener Punkt, Xx ein veränderlicher Punkt ist, d.i. wann 
die Gleichung 

(91) gxß(x"(x) - «») (X'(T) - &) = konst. 

für alle T eines gewissen Intervalles I gilt. Werden wir den Punkt £a kennen, dann wenn 
wir einen Wert T wählen und in die Gleichung (91) einsetzen, so bestimmen wir den 
Wert der Konstante an der rechten Seite. Es handelt sich also nur darum, wie den 
Wert £a festzustellen. 

Wenn man die Gleichung (91) differenziert, bekommt man 

(92) gxß(x\x) - ») i[ = 0. 

Durch weiteres Differenzieren bekommt man mit Hilfe der Frenetschen Formeln 
(siehe (3)) 

g*ßili1+-gaß(x*(r)-F)iß
2=0, 

ß 
d.i. 

(93) g.ß(Ax) - -) i2 = i £ 

für P(T) #= 0. Ist P(T0) = 0, bekommt man 

9aßi'ißi = °> 

was unmöglich ist. Also damit die Weltlinie auf der Fläche (90) liegen kann, muss 
P(T) 4= 0 für alle x e I sein. 

Durch weiteres Differenzieren und Vereinfachung bekommt man 

g*M + —2 g.ß(x*(x) - ») i[ + ß 9tß(x\x) - ») i\ = nc2 ( I V ; 
^ HC \PJ 

was wegen (92) und der Orthogonalität der Vektoren i\, i2 

(94) gJAx) - -) Ü = ^~- ( IJ 

268 



für Q(r) 4= 0 gibt. Für ß(r0) = 0 hat man 

IV = o , 

also 

(95) P'(T0) = 0. 

Durch nochmaliges Differenzieren und Vereinfachung hat man 

g«nil - - gJA*) ~ ?) '1 + - 9 JA*) - ?) Ü = !^3 F1 (-)! ; 
HC HC \-Q\Pj\ 

was wegen (93) und der Orthogonalität der Vektoren i\, i% 

(96) gJA*)-m^~ {f + " v [ ^ (?)]'} 

für R(r) 4= 0 gibt. Für R(r0) = 0 bekommt man 

ß (97) + "Ш 
Setzen wir noch voraus, dass P(r) Q(t) R(x) + 0 für alle x ist. Dann müssen die 

Gleichungen (92), (93), (94) und (95) erfüllt sein und aus diesen Gleichungen müssen 
wir £a bestimmen. Weil die Vektoren i\, f2, ia

3, i\ orthogonal, also auch linear unab­
hängig sind, können wir schreiben 

(98) x\x) - ? = Ai\+ Bi2 + Cil + Df4 

Von hier aus, wenn man auf diese Gleichung gaßi[, gaßi
ß
2, gaßi{9 gaßi

ß
4 stufenweise 

anwendet, und aus den Gleichungen (92), (93), (94), (96) folgt, dass 

p a \P 

^- Џ + џ2C2 

R ІP -i1 

Q\P 

= D, 

also 

(99) џc 
? - A*) - ^ W. Р(r) 

t) + ^(J-)'ąt) + J^im 
J w W ч*)\p(*) 

+ 

+ џ2c2 

LßMVIwJ 
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d£a 

Weil wir vorausgesetzt haben, dass £a konstant ist, muss = 0 sein, also: 
dT 

dт џc-

+ 
џ2c3 

Q 

ЏC 

P џc џc -C 
Q \P 

Q .« _, Д . 
— 1 2 + — u 
џc џc 

MC2 ) I le + ^ c 2 
R \ p Ш 

il + 

ii + 

+ P 
1 ( 1 

Q \P 

R^ 

џc 
= 0 

Nach Vereinfachung bekommen wir die Bedingung 

R /1V f l (Q 
(100) + + "Wiï = 0 . 

e v 
Beachten wir noch speziell den Fall, dass P, Q, R konstant sind: 

I. Ist Q = 0 (also auch R = 0), P + 0, dann ist die Bedingung (95) für alle T 
erfüllt und die entsprechenden Weltlinien liegen immer auf der Fläche (90), denn 
aus der Gleichung (98), wenn man auf sie gaßi{, gaßi2 stufenweise aufwendet, mit 
Hilfe der Gleichungen (92) und (93) folgt: 0 = -Ac2, \ic2\P = B, C und D bleibt 
unbestimmt, wir können dafür z.B. Nullen wählen. Dann 

€" = *1T) - - £ 15 

und durch Differenzieren bekommt man 

dg 
dт 

^ ^ ŕ î = 0 
Р AÍC2 l 

und der gewählte Punkt ^a hängt von x wirklich nicht ab. 

IL Ist R = 0, Q + 0 (also auch P + 0), dann ist die Gleichung (97) der Gleichung 
Q = 0 äquivalent, was einen Widerspruch bildet. Also in diesem Falle kann keine 
Weltlinie auf keiner Fläche der Form (90) liegen. 

III. Ist R 4= 0 (also auch Q + 0, P + 0), dann ist die Bedingung (100) erfüllt, 
d.i. £a hängt von T nicht ab, die Gleichung (99) gibt eindeutig 

џc 

P 
' - + ? U 

R 
r = Xa(T) 

und alle Weltlinien liegen auf der zuständigen Fläche (90) 
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Výtah 

ŘEŠENÍ FRENETOVÝCH FORMULÍ PRO SVĚTOČÁRU V PŘÍPADĚ 
KONSTANTNÍCH KŘIVOSTÍ 

VLADIMÍR PETRŮV 

V této práci je vyšetřován systém diferenciálních rovnic (tzv. Frenetovy formule), 

1 r 
který závisí na třech nezáporných funkcích P, Q, R. Substitucí a = — P(O) dg 

A^Jo 
převedeme tento systém na jednodušší systém (je-li ovšem P =f= 0) 

4/l _ ,« 4/5 _ -a •« 
— I2 J 1 — II "T gI3 > 

d a der 

4/3 -a , -a d j 4 
— = -gI2 + rI4 , —- = ~~rj3 , der der 

který závisí pouze od dvou nezáporných funkcí q = Q/P, r = RjP (označili jsme 

j\{o) = - i\{x) - ~ , m = H(r) pro h = 2,3, 4). 
C C QT 

V práci je řešen případ, kdy q, r jsou konstanty a řešení je zapsáno v speciálně 
zvoleném inerciálním systému, aby mělo co nejjednodušší tvar. Speciálně v případě, 
že P, Q, R jsou konstanty, dostáváme tyto výsledky: 

1. R = Q = 0: pohyb v přímce; 
2. R = 0, Q < P: rovnoměrný pohyb kruhový; 
3. R = 0, Q[ = P: pohyb po semikubické parabole; 
4. R = 0, Q > P: pohyb po řetězovce; 
5. R 4= 0: pohyb po křivce v trojrozměrném prostoru, jejíž projekcí do roviny 

x, y je kruh. 
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Р е з ю м е 

РЕШЕНИЕ ФОРМУЛ ФРЕНЕ В СЛУЧАЕ КОНСТАНТНОЙ 
КРИВИЗНЫ 

ВЛАДИМИР ПЕТРУВ (У1асНггИг Ре1гг^) 

В этой работе рассматривается система дифференциальных уравнений (так 

называемые формулы Френе), которая зависит от трех функций Р, ^, К. Если 

1 Г 
Р(о) ё@, то получим более простую систему 

о 

положим о = 
цс 

àj\ , dЛ 
~л~ ~~ J l ' ~л~ ' QO QO 

= ; ľ -

^ - - пia 4- ria 

л — ЧJl + ГI4 > 
dcr 

djl 
áa 

ЧJъ 

rJъ 

которая зависит только от двух функций ^ = ^/Р, г = К/Р. 

В работе решается случай, когда ^ я г — константы, и решение записано 
в специальной инерциальной системе координат ради того, — чтобы оно было 
записано в самом простом виде. 

В частности: Если Р, 2, Я — константы, то в случае: 

1) Я = ^ = 0: получается движение по прямой; 

2) К = 0, ^ < Р: получается ровномерное движение по кругу; 

3) Я = 0, б = Р: получается движение по семикубической параболе; 

4) К = 0, ^ > I: получается движение по цепной линии; 

5) ^ ФО: получается движение по трехмерной линии, проекцией которой на 

плоскость х, у является круг, 

Лйгет аШога: УШитг РеГгйи, Ма1ета1юко-Гу21ка1п1 ГакиИа Каг1оуу ишуегзку, Ма1о-
зггапвкё пат. 25, РгаЬа 1. 
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