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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 4

CLANKY

DIE LOSUNG DER FORMELN VON FRENET IM FALLE
KONSTANTER KRUMMUNGEN

VLADIMIR PETROV

(Eingegangen am 27. Juni 1963.)

In dieser Arbeit wird die Losung der Formeln von Frenet fiir Weltlinie
untersucht, vorallem im Falle, dass die Kriimmungen konstant sind. Es wird
immer ein inerziales System gesucht, in dem die Weltlinie die einfachste
mogliche Form hat.

Die Gleichungen
(1) x“=x"'(‘c), a=1,2,2,4 1€l

mogen die Trajektorie eines Massenpunktes mit der Ruhemasse p im Zeitraum-
koordinatensystem bezeichnen. Wenn wir vorau.ssetzenl), dass die Funktionen x*
stetige Ableitungen 5. Ordnung fiir 7 € I haben, und wenn wir

_dx*®

—d‘c

) i

bezeichnen, dann gelten fiir die Weltlinie (1) die Frentschen Formeln

dif P, diy P 0

3 1=, =+ =i,
©) dt u 2 4o uc? ! uc }
R dig R

ds _ _Qp Ry dii_ R,
dt uc uc dt uc

(wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet). Die Vektoren i}, i3, i3, i sind dabei
einander orthogonal (in der Metrik des Minkowskischen Raumes), i3, i3, i§ sind
Einheitsvektoren und fiir den Vektor i] gilt

(€Y Gapitih = —c2,

l) Beweise siehe [1].
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was (wegen (2)) dasselbe ist wie
dx* dx*

5 i
©) Gar dr dr

P, Q, R sind reelle nichtnegative Funktionen der Verdnderlichen 7, die mit den
Funktionen x* durch die Relationen

(6)

d*x*d*xf _ P?

g B
P de?r det 2

gebunden sind; (wegen (2) kann man statt (6) auch schreiben

P2

. B
) e dh

9ap =3 )’

dr dr

u

wenn P(7) = 0, setzen wir Q(r) = 0, wenn P(t) + 0, ist

©)

o4 et P e e
dr = dt dt dt = dr = dt
wel|d3xt d*x?* d*x* N d2x'  d*x? d*x*
P2l de?’ de? de? de2 ’ de? T de?
d3x! d3x? d3x* d3xt  d3x® d3x*
dr® ’ ded ’ ded | | d7? T oded T ded
dx?  dx3 i\f 12 d_x{ dx? dx® ?
dr ~ dt’ dt dt ~ dr = dt
d2x? d%x3 dz_)i‘_L 1 d3xt d%x? d2%x?
de2 ’ de? T dre? ¢t de?’ de? de?
d3x? d3x® d3%x* d3x! d3x? d3x3
dr® * de®  ded | d7® " d® 7 ded
wenn Q(7) = 0, setzen wir R(r) = 0, wenn Q(t) + O, ist
et e
ldt de’ dt’ dr
d2x!  d%x? d%x3 d%x*
R = p8c39 | de2 ’ dr? T de? T de?
- QP3| d3x! d3xr d3x3 dx* ’
de®’ de® T ded T df?
d*x!  d*x? d*x3  d%x*
dr* ’ dt*’ det T drt

wo 9 Signum des Determinanten rechts bezeichnet.
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Diese skalare Funktionen P, Q, R sind hinsichtlich der Lorentztransformationen
invariant. Wenn R = 0, kann man ein solches inertiales System finden, in dem sich
der Massenpunkt in einer Ebene bewegt, z.B. in der Ebene x* = 0; wenn Q = 0,
kann man ein solches inertiales System finden, in dem sich der Massenpunkt in einer
Geraden bewegt, z.B. in der Geraden x? = 0, x> = 0; wenn P = 0, kann man ein
solches inertiales System finden, in dem sich der Massenpunkt nicht bewegt.

Erinnern wir noch daran, dass

4 2\ -4
(10) i‘}:di=<1—”> >0 firalle tel,
dr c?

) dxl 2 dx2 2 dx3 2
* (o) * (o) (&)

Stellen wir uns jetzt die Frage, wie man bei gegebenen Funktionen P, Q, R, stetigen
und nichtnegativen im Interval (— oo, + o), die Weltlinien finden kann, denen die
gegebenen Funktionen P, Q, R entsprechen.

Won der Funktion P setzen wir voraus, dass sie stets positiv ist; im Falle, dass
P = 0, existiert, wie schon oben gesagt wurde, ein inertiales System, in dem der
Massenpunkt sich nicht bewegt. Von diesem Standpunkte aus ist also der Fall
P = 0 nicht interessant.

Um dieses Ziel zu erreichen, werden wir uns mit dem System (3) beschiftigen
und die Erfiillung der Bedingungen (5) und (6) fiir alle t voraussetzen. Wie werden
uns dabei bemiihen gleichzeitig ein solches inertiales System zu finden, in dem das
Resultat die einfachste mogliche Form hat.

wo

Bezeichnen wir

(11) lii=j'i, ip=j; fuir k=2,3,4 a=1,2,3,4,
c
1 T
(12) a=a(t)=——j P(o) do ,
He Jo
ist
o'(7) =-1—P(‘E)> 0,

uc

so dass zur Funktion o die inverse Funktion © = (), die im gewissen Intervall J
definiert ist, existiert und (fiir jede differenzierbare Funktion F)

P(z)

d d
i F(q) = i F((0)) e
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ist. Gehen wir vom Parameter t zum Parameter o iiber, entsteht aus (3) das System
der' Gleichungen ‘

dji _ .. di3 . a
13 - =j3, ——=ji+ 4,
( ) do 2 do ! :
T | SR
—_—— = — ‘|" r ) = —r} 5
do q]2 Ja do 3
WO wir

o) o Ro)
1) = pate)” " bie(o))

bezeichnet haben.
Aus den Bedingungen (5), (6) (resp. (4), (7)) entstehen dann die Relationen

(14) gaﬁjalzjq = —1 >
dji djf

15 g 1YL

( ) Got do do

Wir werden jetzt separat die Fille g = O resp. r = 0 resp. r £ 0 untersuchen.

1. Der Fall g = 0.
Wenn g = 0, so ist auch r = 0 und das System (13) vereinfacht sich auf das System

dji _ . .
—“-1:]2’ — =1

do do

(16)

Scheidet man aus diesen Gleichungen j5 aus, bekommt man fiir ji eine Gleichung
zweiter Ordnung, ndmlich die Gleichung

d?j3
do?

(17)

ji=0.

Das Fundamentalsystem dieser Gleichung bilden z.B. die Funktionen sinh o,
cosh o, so dass

(18) ji(6) = A*sinh o + B*cosha, a=1,2,3,4.

Weil g = 0, d.h. Q = 0 ist, wissen wir, dass man durch passende Wahl des inertialen
Systemes das erreichen kann, dass sich der Massenpunkt in der Geranden x? =
= x* = 0 bewegen wird. Daraus folgt, dass i} = i} = 0 und deswegen auch jZ =
= j? =0, so dass

(19) A>=A4*=B*=B*=0.
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4

Die Bedingung (14) heisst

gup(A* sinh o + B* cosh ¢) (4 sinh ¢ + B cosh o) =
= gopA*A” sinh? ¢ + g,,B*B’ cosh? ¢ + 2g,;4°B* sinh o cosh 6 = —1,

das ist

cosh 20 — 1
gapA™A? —20— + gosB*B’ C—C’%Jr—l + g,3A°B? sinh 26 = —1.

Wegen der linearen Unabhéingigkeit der Funktionen 1, sinh 20, cosh 2¢ folgt daraus
GupA*AP + g 4B°BP =0, —g,34°A° + g,4B*Bf = -2, g,A°B* =0,

oder
ga,,A“A” =1, guBB = -1, g,,,A"‘B” =0,

oder (wegen (19))
(20) (4" = (A% =1, (B')’ —c¥(B*)* = —1, A'B' - c?4*B*=0.

Es mag die Geschwindigkeit der Bewegung in der Zeit x*, die dem Wert der
Eingenzeit T = 0 entspricht, v, sein. Wenn man vom inertialen System x', x2, x3
zum neuen inertialen System X!, X2, X3, X*, mittels der Transformationen

4
s X

= px —ox?), 2=x*, ¥*=x*, 3*= ﬁ(x“ - %x‘)
¢
(wo B =[1 — (vi/c*)]"'/?) iibergeht, dann werden in diesem neuen System fiir

die gesuchte Weltlinie wieder offensichtlich die Gleichungen

j$ = A%sinh ¢ + B*cosho, a=1,2,3,4

gelten, wo
g lnoleE
YTt e de '
Die gestreiften Konstanten miissen wieder dieselben Gleichungen erfiillen, wie die
ungestreiften (d.i. (19), (20)). Man kann also die Streifen weglassen und weiter mit
den Gleichungen (18), (19), (20) arbeiten. Jetzt wird aber die Geschwindigkeit der
Bewegung fiir t = 0 gleich Null sein, d.i.

do’ |
dx'|  dr iy _al B
dx4t=0 B dx4 li =0 j‘;‘a=0 B4 '
dT =0

so dass
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Wegen (10) ist aber
0 < i7(0) = ¢ j1(0) = ¢B*,
so dass man aus den Gleichungen (20) nach und nach bekommt

A* =0, B4=l, Al = +1.
c

Durch eventuelle Anderung der Orientierung der x! Achse erreicht man das, dass
man A! = 1 einsetzen kann. Man bekommt also

ji(e) = sinh o, ji(o) = ! cosh o ,
c

i) = csion (- ['2(0 ).

i*(x) = cosh (i j ;P(g) dQ) .

Wenn man x, y, z, t statt x*, x?, x3, x* schreibt, hat man

1) | “(1) = ¢ f " sinh (ulc J "Plo) dg) do + o,

0 0

y1) =0, z(t)=0,

(7) = £ cosh (;1; L P(o) dg> dot + 1.

Speziell im Falle, dass die Funktion P konstant ist, bekommen wir

2
x(1) = K [cosh <£ ’C> - 1] + Xo,
p uc
t(r) = £ sinh (—}i 1:) + 1.
P uc

Durch passende Wahl des Ursprungs der Zeit (damit fiir t = 0 auch t = 0 wire)

und des Ursprungs der Raumkoordinaten (damit x = pc?/P fiir t = 0 wire), be-
kommt man schliesslich

@) «(7) = 2 cosh <—P_ T>, J(1) =0, z(1) =0,

P uc

1) = K€ sinh <£ ‘c) .
P uc
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Den Zeitverlauf dieser Bewegung kann man in der x, t Ebene darstellen: Aus der
Relation

cosh? a — sinh?a =1,
folgt

‘ 2
(23) X2 — P = "P—i :

was die Gleichung der Hyperbl mit den Assymptoten x = =+ ct ist. Rechnet man aus
(23) x aus, hat man

24) Cox= c/(ﬁ;j—z ¥ z2>.

Bemerkung. Wenn P(t,) = 0 ist, dann muss die Weltlinie fiir © = 1, statt des

s

di}

Systemes (3) nur die Gleichung = 0 erfiillen; aus den Gleichungen (21) sieht

dz
man gleich, dass die durch die Gleichungen (21) gegebene Weltlinie diese Gleichung
fiir © = 7, erfiillt, also: die Gleichungen (21) geben die Weltlinie, die einer stetigen,
nichtnegativen (also nicht nur positiven) Funktion P entspricht.

Zusammenfassung. Wenn Q = 0 (und demnach auch R = 0) ist, dann ent-
sprechen einer stetigen, nichtnegativen Funktion P Weltlinien, die man im passend
gewdhlten inertialen Systeme durch die Gleichungen (21) ausdriicken kann, im
Falle, dass P konstant ist, kann man diese Gleichungen durch passende Wahl des
Ursprungs der Zeitraumkoordinaten auf die Form (22) vereinfachen. Alle miglichen
Weltlinien, die gegebenem P entsprechen, erhalten wir also aus den Gleichungen
(21) (resp. (22) im Falle des konstanten P) durch Lorentztransformationen.

II. Der Fall r = 0.
Wenn r = 0 ist, so vereinfacht sich das System (13) auf das System

dji . dj3 . . djj .
25 R s L + x N = — x .
(25) PPt Rt o U Rl qj3

Von der Funktion g setzen wir noch weiter voraus, dass sie positiv und differenzierbar
fiir alle 7 ist. Durch Differenzieren der zweiten Gleichung in (25) bekommen wir
4?5 _ djg . dj3

=——+4j5+4q
de? do } do

Wenn man diese Gleichung mit g multipliziert und addiert dazu die zweite Gleichung
von (25) multipliziert mit —q’ und die dritte Gleichung von (25) multipliziert mit ¢,
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bekommt man die Gleichung

d*s . dj3 dji ra 3
q——=q —+q9g-——qJ;1 — .
do? do do T4

Im Hinsicht auf die erste Gleichung in (25) hat man also

d

o j:
do

de?

d?j§ 2
-q ' + -1
75 a(a* = 1)

+4'ji=0,
d.i.

(26) d3j‘: ql dzj{;

de® ¢q do?

d'a I‘a
+@-1)2+Lj=0.
de ¢

Damit haben wir aus dem System (25) die Funktionen j und j§ eliminiert und haben
so eine lineare Gleichung dritter Ordnung fiir j7 bekommen. Speziell im Falle, wenn g
konstant ist, haben wir die Gleichung

a1 2 dji
— 4 — 1) ==
do? (a ) do

=0

(27)

bekommen, was eine lineare Gleichung mit konstanten Koefizienten ist. Losen wir
weiter den Fall, wenn g konstant ist.

A)g=1

Es handelt sich um den Fall, dass P(t) = Q(r) fiir alle 7 ist, die Gleichung (27) hat
dann die Form

(28)

und wir kénnen fiir das Fundamentalsystem z.B. die Funktionen 1, o, ¢* wihlen.

Man hat also
(29) ji(6) = A%* + Bs + C*, a=1,2,3,4.

Weil r = 0, d.h. R = 0 ist, weiss man, dass durch passende Wahl des inertialen
Systems das erreichen kann, dass die Bewegung in der Ebene x3 = 0 stattfindet;
dann ist i} = 0, also ist auch j; = 0, oder

(30) A=B=C=0.

Es mag die Geschwindigkeit der Bewegung in der Zeit x*, die dem Wert der Eigenzeit
t = 0 entspricht, [v,, v,, 0] sein. Wenn wir vom inertialen System x!, x2, x>, x* zum
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neuen inertialen System X!, X2, X3, X* mittels der Transformationen

X' =x' = pux* + (B — I)-v—;(le1 + v,x%),
vg '

=l
Il

2=x% = Box* + (B = l)g(v‘xl + v,x%),
0
3,3

x|
Il

x4 = B[x‘* - lz(le1 + vzxz)]
c

iibergehen (wo vy = +/(v3 + v3), B = [1 — (v3/c?)]~!/?), dann werden in diesem
neuen System fiir die gesuchte Zeitlinie wieder offensichtlich die Gleichungen

(31) ji(o) = A%¢* + B + C*, a=1,2,3,4
gelten, wo
(32) ol 1234,

c ¢ dt

Wir kénnen also wieder die Streifen loslassen und weiter mit den Gleichungen (29)
arbeiten. Jetzt ist aber die Geschwindigkeit der Bewegung fiir © = 0 gleich Null, d.i.

axt
d k -k -k k
%{ =dr4 :% =L‘1‘!‘ =C_4=o, k=12,
dx |t=0 g-_x_ ll|r=0 ]1\'0‘—‘0 C
dt t=0
so dass
(33) C'=C*=0
Weil gemiss (10)
0 < if(0) = ¢j1(0) = cC*,
ist
(34) C*> 0.

Die Bedingung (14) heisst

gup(A%c® + B'o + C%)(APe* + Blo + CP) = g, A4°A%c* + 2g,A4°BPc” +
+ (gupB*B’ + 20,44°C?) 0 + 29,,B°CPo + ,,C°CP = —1,

woraus wegen der linearen Unabhingigkeit der Funktionen 1, o, a2, ¢, ¢* folgt:

(35) gupA®AP =0, g,A°B’ =0, g,B*B’ + 2g,4°C* =0,
gupB'CP =0, g,C°CP = —1.
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Die Bedingung (15) heisst
9up(2A4% + B*) (2470 + BF) = 4g,,A*AP6* + 4g,,A*Bc + g,4,B°B’ =1,
was als neue Bedingung noch gibt
(36) guBBf = 1.
Aus (35) und (36) haben wir also im ganzen

(37) gupAAP =0, g,A°BF =0, g,A4°CP = —3;

s

9B B* =1, g,4B°C’P =0, g,CCl=—-1.

Wenn A? % 0, dann durch Umdrehung der Raumkoordinatenachsen, die durch
die Orthogonaltransformation

A'x + A%x? 2 Ax! — A'Xx? P

A @ T T s @

gegeben ist, wird unsere Weltlinie in gestreiften Koordinaten ausgedriickt; es werden
fiir sie wieder die Gleichungen (31), (32) gelten und es werden fiir die gestreiften
Konstanten offensichtlich die selben Relationen gelten, die auch fiir die ungestreiften
Konstanten giiltig waren, d.i. di¢ Relationen (30), (33), (34), (37), es wird aber noch
A? = 0 sein. Wir konnen also wieder die Streifen weglassen und auf die Gleichungen
(29) mit den Bedingungen (30), (33), (34), (37) zuriickkommen und noch die Bedin-
gung

(38) A* =0

X

hinzufiigen. Wegen der Bedingungen (30), (33) und (38) bekommen die Bedingungen
(37) die Form
(AI)Z - cz(A4)2 =0 N 1‘1181 — CZA4B4 — 0’ _c2A4c4 — _1

2

(Bl)Z + (BZ)Z _ c2(B4)2 — 1 , _c2B4C4 — 0 , —CZ(C4)2 _ _1 .
Daraus folgt wegen (34)

B =0, ct=t, at=l a4

, Bt=0, B>= +1.
¢ 2c

N =

Wir kénnen A! = %, B% = 1 voraussetzen, sonst wiirden wir nimlich die Orien-
tierung der Achsen x! und x? #ndern. Wir haben also

i

i : . 1
fi0) =307, Jio) =0, jile)= 0"+
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bekommen, d.i.

. 1
o) = =

2 (J ;P(Q) d">2’ ii(r) = i f ;P(a) de,
it(7) = 2;262 < f ;P(g) dg)‘z 1,

also (wenn man x, y, z, t statt x*, x2, x>, x* schreibt)

(39) *(7) = f <rp(g)dg>2 do + %o,

~2i2c )0 \Uo
o2 (oo
A7) = 0,

T % 2
(1) = ——lz—zj (J P(Q)dg) da + 7 + ¢,
2pe” Jo \Jo

Speziell im Falle, dass P konstant ist, haben wir

PZ 3 P 2

1) = —5 +x, W)=~ +y,, z(r)=0,
6u-c 2u
P*

t = + 14+ 1.

(T) 6'uzczt 0

Durch passende Wahl des Zeitraumursprungs (1 =0, x =y =z =0 fiir 1 = 0),
bekommt man schliesslich

P? P
xX\1) = 7, Wi)=—1", z(1)=0,
(40) () > (@) 2, 2 =0
6u*c 2u
PZ
1(7) =6uzczr3+t.

Scheidet man 7 aus den zwei ersten Gleichungen aus, bekommt man die Trajektorie
der Bewegung in der x, y — Ebene

2P
2 — 5 y3 .

9uc

X

Die Trajektorie unserer Weltlinie ist also eine semikubische Parabel

2 1/3
(41) y=(9;; x2> , xe(—o0, +0).
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Bemerkung. Ist P(1,) = 0 (also auch Q(t,) = 0), dann muss die Weltlinie fiir
T = 1, statt des Systems (25) die Gleichung (:1
T

= 0 erfiillen; aus den Gleichungen

(39) ist leicht zu ersehen, dass diese Gleichung wirklich erfiillt ist. Die Gleichungen
(39) beschreiben also die Weltlinie, die einer stetigen und nichtnegativen (nicht nur
positiven) Funktion P = Q entspricht.

Zusammenfassung. Ist R =0, P = Q, dann entsprechen einer stetigen und
nichtnegativen Funktion P die Weltlinien, die man in einem passend gewdhlten
inertialen Systeme durch die Gleichungen (39) beschreiben kann; wenn P konstant
ist, kann man diese Gleichungen durch passende Wahl des Ursprungs der Zeit-
raumkoordinaten auf die Form (40) vereinfachen. Die Trajektorie der Bewegung
ist dann die semikubische Parabel (41). Alle moglichen Weltlinien, die gegebenem P
entsprechen, bekommt man also aus den Gleichungen (39) (resp. (40) im Falle,
dass P konstant ist) durch Lorentzsche Transformationen.

B) g > 1.

Es handelt sich um den Fall Q = gP, wo g konstant und grosser als 1 ist. Bezeich-
nen wir

(@) Ja-1=1,

dann hat die Gleichung (27) die Funktionen 1, sin Ao, cos Ac zum Fundamental-
system, so dass :

(43) Jji(o) = A*sindo + B*cos do + C*, a=1,2,3,4.

In derselben Weise wie im Fall A) erzielt man durch passende Wahl des inertialen
Systemes, dass

(44) A3=B=C*=0

(weil es sich um Bewegung in einer Ebene handelt),

(45) B'+C'=B*+C*=0

(durch Uberfiihrung auf Geschwindigkeit gleich Null fiir = = 0),
(46) A*=0

(durch Umdrehung der Raumkoordinatenachsen).
Die Bedingung (10) gibt

(47) B*+ C*> 0.
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Die Bedingung (14) sieht jetzt folgendermassen aus:
gopA%sin Ao + B*cos o + C%) (A’ sin Ao + B cos jo + C*) =
= gaﬂA"A” sin® Ag + gm',,B“'B’J cos? Jg + 2ga,,A’B” sin g cos lo +
+ 29,4A°C” sin 2o + 29,5B*C? cos o + g,C°CP = —1,

oder

— Cos 240 s 1 + cos 20

1
gaﬂAaAﬂ ﬂz-— + gaﬂB“B + g,,,A“A” sin 2Ac +

+ 2g,A°C? sin Ao + 2g,3B*C* cos Ao + g,,C*CP = —1.

Daraus, wegen der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen 1, sin Ag, cos lo,
sin 24a, cos 2g, folgt, dass
(48) 9upCCP + 3(9294°A + goB°B") = —1,
~gu3A*B" + g,,BB* =0,
gazBAaBﬂ =0 s gaﬂAaCﬁ =0 > gaﬁBacﬁ =0.
Aus der Gleichung (15) bekommen wir
9ap(AA% cos Ao — AB*sin Ao) (AA? cos A6 — 2B sin o) =
= 1%(g,p4°A4" cos® Ao + g,,B*B’ sin ?Jo — 2¢,,A*BF sin A cos 1g) = 1,

oder (wegen (43))

(49) GopA*AP = 1 .

,12
Die Bedingungen (48) und (49) kann man also auf die Form

0,4C°Ch = —1 =

. 1 . 1
(50) guta = g = .

2 12 ’
gupA*BP =0, g,A°CP =0, g, ,BC’ =0

bringen. Wegen der Bedingungen (44) und (46) folgen aus den Gleichungen (50) und
(45) acht Bedingungen fiir acht Konstanten:

1) (Nf—ﬂmy=%’ww+wW—&wW=%,

1
(C1)2+(C2)2_c2(C4)2= —I_F’ AlB! —c2A4B4=0,
Alcl _ C2A4c4 — 0’ Blcl + BZCZ _ CZBAC4 — 0,
B'+C'=0, B +C*=0.
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Addiert man die 4. und 5. Gleichung, bekommt man wegen der 7. Gleichung und der
Bedingung (47) die Gleichung 4* = 0; aus der ersten Gleichung folgt dann (nach
eventueller Anderung der Orientierung der ersten Achse) A' = 1/2 und aus der
4. und 5. Gleichung folgen die Relationen B* = C! = 0. Addiert man die 2. und 6. -
Gleichung und die 3. und 6. Gleichung, so bekommt man wegen der 8. Gleichung
die Gleichungen

1

—¢® BYB* + C*) = % —P OBt + €)= —1 -

Wenn man diese zwei Gleichungen addiert, hat man leicht (wegen (47))

B4+C4=1,
c
so dass
1 1 1
B*=——, C*==(1+ —
cA? c< A%

Also (nach eventueller Anderung der Orientierung der zweiten Achse)

1/2 1/2
BZ=—11+l s C2=ll+i .
A A2 A A2
Es ist also |

ji(o) = jllsin i, jio) = —

jile) = — L(Cos/hr -1)+ ! ,
c)? ¢

- [e)

() = Y2 A D) (1 ~ cos (i j "Po) dg)),

A HeJo

i*(z) = % (1 ~ cos (i Jt)P(g) dg>> i1

Weil A = (g% — 1)"/* = (Q* — P?)"/?/P ist, bekommt man schliesslich (wenn man



X, y, z, t statt x*, x%, x*, x* schreibt)

1) = cP(I) tsin i * 2(,\ _ p2 %+ Xg,
) 0= Ty | o (e [ (0 ~ P a0

z(1) = 0,
©) = gt [~ [Leor (& [ Vie@ - P ae) e +
+T+ 1.

Gehen wir jetzt zum inertialen System iiber, das sich in Bezug auf das bisherige mit
der Geschwindigkeit v = [0, ¢. P/Q, 0] bewegt. Dann ist

C

t+(ﬁ~1)Y=Q(Q2—P2)‘”2<y—% )

P 2 2\—-1/2 P
c—y =Q(Q—P) t— —y]).
Q ) cQ
Andern wir noch nachtriglich die Orientierung der zweiten Raumachse und lassen

wieder wegen der Einfachheit die Streifen iiber den Verinderlichen x, y, z, t so wie
iiber den Konstanten xq, yo, t, aus, haben wir

und

¢ P(7)

33) =) = J(ezw ), 50 (| @@ - P ae)an + o,

0= T = 7y ) e [ V@0 = PO o) s

z(t) =0,
L e
© = Jew - 7o)

Speziell im Falle, dass P und Q konstant sind, (dndern wir noch die Orientierung
der x-Achse und wihlen wir den Ursprung des Zeitraumkoordinatensystems so,

T+ 1.
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dassfirt =0,y =z=¢=0, x = MCZP/(Q2 — P?) wiire), wird-

(54) x(x) = Q2 . p2 <\/(02Iw P?) ) ’
) = G (A=,
2(r) = 0,
() = Q

Jo-m)"
Scheiden wir 7 aus den zwei ersten Gleichungen aus, bekommen wir die Trajektorie
unserer Bewegung in der x, y-Ebene
xz + y2 = _ﬂ
(Q2 _ Pz)z
2
V(@ - P?)

Bewegung auf der Kreislinie des Halbmessers pc?*P/(Q* — P?) mit der Periode
2nucQ(Q* — P?) und der Geschwindigkeit v = ¢ . P/Q handelt.

weil dann ¢ = T ist, schen wir gleich, dass es sich um gleichméssige

Bemerkung. Setzen wir nur voraus, dass Q(t) = g P(t) ist, wo g konstant,
g > 1 ist. Dann kann man den Definitionsbereich der konstanten Funktion g =
= Q(t)/P() auf Grunde der Stetigkeit auch auf die Punkte erweitern, in den P(z) = 0
ist. Dann:

1. Die Bedingung, dass g positiv und dlﬂ"erenmerbar ist, ist selbstverstidndlich
erfiillt.

2. Den Definitionsbereich der Funktionen in (53) kann man auch auf die Punkte
erweitern, wo P(t) = 0 (auf Grund der Stetigkeit) und die so erweiterten Funktionen
werden offensichtlich differenzierbar fiir alle t sein und das Gleichungssystem (3)
erfiillen.

Von hier bekommen wir auf Grund des Satzes von der Existenz und Eindeutigkeit
der Losung des Systems linearer Differenzialgleichungen mit stetigen Koeffizienten:

Zusammenfassung. Wenn R =0, Q = gqP ist, wo q konstant, q > 1 ist, dann
entsprechen einer stetigen und nichtnegativen Funktion P die Weltlinien, die man
im passend gewdhlten inertialen Koordinatensysteme durch die Gleichungen (53)
beschreiben kann; im Falle, dass P konstant ist, kann man diese Gleichungen durch
passende Wahl des Ursprungs des Zeitraumkoordinatensystems auf die Form (54)
vereinfachen, d.h. auf Gleichungen, die gleichmdssige Kreisbewegung ausdriicken.
Alle méglichen Weltlinien, die gegebenen P entsprechen, bekommt man also aus
den Gleichungen (53) (resp. (54) im Falle, dass P konstant ist) durch Lorentzsche
Tranformationen.
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Q) q<l.

Es handelt sich um den Fall Q = gP, wo g cine positive Konstante kleiner als 1
ist. Bezeichnet man

(59) =gy =1,

dann hat die Gleichung (27) das Fundamentalsystem 1, sinh ig, cosh Ag, so dass
die Losung die Form

(56) ji(o) = A*sinh A6 + B*cosh lg + C*, o =1,2,3,4

hat. Ganz auf dieselbe Weise wie im Falle A) und B) erreichen wir durch passende
Wahl des inertialen Systems das, dass

(57) ' A*=B=C*=0,
(58) B'+C'=B2 4+ (C*=0,
(59) A2 =0,

bei der Bedingung, dass
(60) B*+C*>0.
Die Bedingung (14) heisst jetzt

gup{A*sinh Ao + B*cosh 26 + C*) (A’ sinh 1o + B cosh o + CP) =

cosh2ic — 1
= oA AP _O_E[__ + gupB*B* cosh 240 + 1 + goupA*BP sinh 220 +

+ 2g,4A%C sinh Ao + 2¢,,B*C? cosh Lo + gy C°CP = —1,

woraus wegen der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen 1, sinh Ag, cosh Ao,
sinh 240, cosh 24¢ folgt

(61) 29:4B"B" = gupA*A) + g,,C°CP = 1,
9apA*A’ + g,,B*B* = 0,
gupA'B? =0, g,,4°C* =0, g,BB' =0.
Aus der Bedingung (15) bekommt man

gup(AA* cosh Ao + AB*sinh 46) (AA? cosh Ac + AB sinh Jo) =
= 2%(g,pA*AP cosh? Ao + g,4B*B” sinh? Ao + 2¢,54°B sinh Ao cosh Aa) = 1,
oder (wegen (61))

1
x AR _
(62) gaﬂA A - F .
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Die Bedingungen (61) und (62) kann man auf die Form

1 1
63 gaA“A”=—1~, gupB'B* = — —, g,CCP = -1+ —,
B /-LZ B }.2 B 12

gaﬂAaBﬂ =0 s gaﬂAaCﬁ =0 N gadecﬂ =0

regeln. Wegen der Bedingungen (57) und (59) folgen aus den Gleichungen (63) und
(58) acht Gleichungen fiir acht Konstanten:

64 (P - = S B+ (B - Y = -

2’
1
(CI)Z + (CZ)Z _ c2(c4)2 = -1+ Iz_ , AlBl — CZA4B4 = 0’
A'C! — ¢24*C* =0, B'C! + B*C? - c*B*C* =0,
B'+C!'=0, B2+ C*=0.

Addiert man die 4. und 5. Gleichung, bekommt man wegen der 7. Gleichung und der
Bedingung (60) die Gleichung A* = 0, aus der 1. Gleichung folgt dann (nach eventuel-
ler Anderung der Orientierung der ersten Achse) A' = 1/A und aus der 4. und 5.
Gleichung folgt B! = C! = 0. Addiert man die 2. und die 6. Gleichung und die 3.
und die 6. Gleichung, so bekommt man wegen der 8. Gleichung die Gleichungen

1 1
~ BB 4 CY) = — o, OB+ CY) =~
Wenn man diese zwei Gleichungen addiert, hat man leicht (wegen (60))

B"'+C“=l
c

B4——'——1‘—" C4=—1— I_L .
cl? c A2

Also (nach eventueller Anderung der Orientierung der zweiten Achse) =
1/2 1/2
TR VIR
A\ A2 A\A?

ji(e) = - smh do, ji(o) = \/———) (cosh 26 — 1),

so dass

Es ist also

(o) = (cosh jo—1)+ 1,

C
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i) = S ([ o) ).
if(r) = ¢ \/(I—A}iz) [cosh <i L P(o) dQ) - 1] ,
i#(1) = % [cosh (i j;P(g) dg> - 1] i1

1
I = (1 _ qz)uz - I_)(Pz _ Q2)1/2

Weil

ist, bekommt man schliesslich (wenn man x, y, z, t statt x*, x?, x3, x* schreibt)

@ 0= J(PZ g e, W0 - e,

0 S22 [ (2 - )]

2(s) = 0,
) = T)”_QQ(—) [[eon ([ i@ - @ se) ae <] +
+ T+t

Gehen wir jetzt zum inertialen System iiber, das sich in Bezug auf das bisherige
mit der Geschwindigkeit v = [0, ¢. Q/P, 0] bewegt. Dann

B = (1 _ U_z>“1/2 _ <1 ~ %)-1/2 _ P(Pz _ QZ)—1/2
C

und
X =x, ?=y—ﬂcgt+(ﬂ—1)y=P(P2—Q2)‘1/2<y_c_Q_,>,
p P
zZ =z, f=ﬂ<t—-—2c%y>=P(P2_QZ)—]/Z(t__c%y>‘

Andern wir noch die Orientierung der zweiten Raumachse und lassen wider ein-
fachkeitshalber die Streifen iiber den Verédnderlichen x, y, z, t so wie iiber den Kon-
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stanten xo, Yo, to aus, haben wir die Gleichungen
P(7) v 1 (*
66) > = ¢\ h|{— P*(9) — Q* do)d
) 0= s g ) (o | o) — 0o de) x4 i,

L o)
= 750 - o)

z(r) =0,

T+y0,

t(r) =

v (Pz(r) r))j °°Sh< j [V(P*(e) = Q%(o))] de) da + to.

Speziell im Falle, dass P und Q konstant sind (wéhlen wir noch den Ursprung
des Zeitraumkoordinatensystems so, dass fir 7 =0 wire y=z=t=0, x =
= uc*P/(P* — Q?)), wird

7 o) = 5o (L= D)),

uc
T) = cQ

W= TF o

z(t) =0,

o kP (PP - 0Y)
O e h( e )

Scheiden wir T aus den zwei ersten Gleichungen aus, bekommen wir die Trajektorie
unserer Bewegung in der x, y-Ebene

2 2 N2
x=—2‘uCP2cosh<P—72~y>.
P* —Q peQ

Die Abhingigkeit zwischen x und ¢ gibt die Relation

d.i.

@ e

was eine dhnliche Relation, wie im Falle Q = 0 ist (vergleiche (24)). In diesem Falle
handelt es sich also um Bewegung auf einer Kurve exponentialen Charakters.
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Bemerkung. Setzen wir nur voraus, dass Q(t) = g P(t) ist, wo g eine nicht
negative Konstante, kleiner als 1 ist. Dann kann man den Definitionsbereich der
konstanten Funktion g = Q(t)/P(1) auf Grund der Stetigkeit auch auf die Punkte
erweitern, in den P(1) = 0 ist. Dann:

1. Die Bedingung, dass ¢ differenzierbar ist, ist offensichtlich erfiillt. Ist g = 0,
d.i. Q = 0, bekommt man aus den Gleichungen (66) die Gleichungen (21), d.i. der
Fall I. ist in dicsem Falle enthalten.

2. Den Definitionsbereich der Funktionen in (66) kann man auf Grund der Stetig-
keit auch auf die Punkte erweitern, in den P(t) = 0, die so erweiterten Funktionen
werden offensichtlich fiir alle t differenzierbar scin und das System der Differrenzial-
gleichungen (3) erfiillen.

Deshalb haben wir insgesamt (analog wie in B)):

Zusammenfassung. Ist R =0, Q = qP, wo q eine nichtnegative Konstante,
q <1 ist, entsprechen einer gegebenen stetigen und nichtnegativen Funktion P
die Weltlinien, die man im passend gewdhlten inertialen Koordinatensysteme
durch die Gleichungen (66) beschreiben kann. Im Falle, dass P konstant ist, kann
man diese Gleichungen durch passende Wahl des Ursprungs des Zeitraumkoordi-
natensystems auf die Form (67) vereinfachen; die Trajektorie dieser Bewegung (im
Falle g > 0)is eine Kurve exponentialen Charakters. Alle méglichen Weltlinien, die
gegebenem P entsprechen, bekommt man also aus den Gleichungen (66) (resp. (67)
im Falle, dass P konstant ist) durch Lorentzsche Transformationen.

III. Der allgemeine Fall.

Von den Funktionen g, r machen wir noch weitere Voraussetzungen, ndmlich
dass sie positiv sind und dass r die erste und g die zweite Ableitung fiir alle 7 hat.
Differenziert man die 3. Gleichung in (13), bekommt man

d*/3 dj5 dja

=—qjz—q—+ris+r
dg? 2 do ¢ do

Multipliziert man diese Gleichung mit r und addiert dazu die 3. Gleichung aus (13)
multipliziert mit —r’ und die 4. Gleichung aus (13) multipliziert mit r?, bekommt
man

d2-a Id-a , , . di?
(69) r—-]—3—r£=(qr——qr)jz—qr(—i]a—2—

do? do

3.
rjs.

Aus der 2. Gleichung in (13) folgt durch zweifaches Differenzieren

dlja djaz dja
70 2 — 1 + 1 + 3 ,
(70) do?  do 1T,
& ds a4
=214 " + 2 r>J3 + 3 .
do* g2 | TR 4 T g
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Multiplizieren wir die letzte Gleichung mit r, die Gleichung (69) mit g und addieren
wir die entstandenen Gleichungen zusammen:

’ dlg d3j;. ’ ’ ~x 2 djalt 3.a dzjgll
—qr — +r— = r—gqr — q°’r— — qr +r +
e s a(ar’ — q'r)jz —a oL i e

dj3

+rg"j5 + 2g9'r =
c

Multiplizieren wir diese Gleichung mit g, die Gleichung (70) mit — (24'r + gr’) und
addieren wir; wir haben

a3 d?j5 dj3
r——2r+ )y —2 = q'(qr' — q'r)j% — q° 2p3j% 4
ar 3~ @ar +ar) 3 =4 ‘1‘)12 qda a*r’js +
d.]l ” ’ ’ dfi ’.
+ i3 — (29'r + gr 3,
ar (29'r + ¢q )(da J5
oder
d43js &2 djz .
qr J2 (qu+qr)—h+qr~]3+q2(qr qr') j5 =
do? do? do
—_ dZJ:; ]1 2.3 _ ” 12/ ’ -
—qrda2 (qr+qr) = [q%r* — qq"r + ¢'(2q'r + qr')]j5 .

Multiplizieren wir diese Gleichung mit ¢, die 2. Gleichung aus (13) mit ¢*r® —
— qq"r + ¢'(2q'r + gr’) und addieren wir, bekommen wir

d? , d’
qrd—]a2 q(2qr+q’)da]2+[qr+qr —aq'r + 40 + 4r)] 2 Uiy
’ . dz.a , , d-z
+a(q'r - qr)ji = a*r 2t — q(q'r + qr') S+
do do

+ [ — qq'r + 4'(2¢'r + qr')]Ji -

Bedienen wir uns jetzt der 1. Gleichung aus (13) und der Gleichungen, die aus der-
selben durch Differenzieren folgen, konnen wir j5 beseitigen und fiir j{ die Differen-
zialgleichung vierter Ordnung bekommen:

d4
qrdaj1 q(2qr+qr) jl+[q (g +r* = 1)+ q'(29'r + qr') —

——qqr] +[q3(qr—qr)+q(2qr+qr)] Jl—

- [qzr3 —qq'r + q'(29'r + qr')] ji =0,
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d.i.

d4-a ’ ’ 3.a ” ’ ’ ’ 2.
(71)-—141— 244 M+ P+rr—1-L 4244, T i
do q r)/dé? qa q r z

! ’ ’ /d‘a - ” ’ ’ ’
+q2 a _r +2g_+L Y _ rz_q_+q‘ 2q_+L ji=0.
q r q rlde q q q r

Speziell im Falle, dass g und r konstant sind, haben wir

d4~a d2-a -
(72) d—;4}+(q2+r2—1)a;’7‘—r2h=o,

was eine lineare Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten ist. Losen wir
weiter den Fall, wenn g und r konstant ist.

Bezeichenen wir

(73) a=g¢*+r -1, b=r?,
(74) o =[3a+(a® +4p)"]2, v =[(-a+(a® +4b)"1)]"2,

dann sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung, die der Gleichung (72)
zukommt, +y + i8. Die Gleichung (72) hat also z.B. dieses Fundamentalsystem

sin ¢, cos oo, sinhye, coshyo,

so dass ihre Losung die Form

(75) ji(e) = A%sinh yo + B*cosh yo + C*sin é¢ + D* cos b0
hat.

Stellen wir zuerst fest, was uns die Bedingung (14) liefert:

gop(A* sinh yo + B*cosh yo + C%sin g + D* cos ¢) (4 sinh yo +
+ Bf cosh yo + C’sin do + DP cos §0) = g,,4°A” sinh? yo +
+ gsB*B cosh? yo + 2g,,4*B’ sinh ya cosh yo + g,C*C* sin® do +
+ g.pD*D? cos? 5o + 2g,,C*D* sin 8o cos 6o + 2g,,A*CF sinh yo sin S0 +
+ 29,3A4°D* sinh yo cos §o + 2g,5B*C? cosh yo sin dg +
+ 2g,5B*D* cosh yo cos 6o = —1,

oder

GupA* AN + 7217 — 2) 4 g, B°BA (e + €7 4 2) +
+ 2gaﬁAaBﬂ(eZya _ e—ZVU) . gaBCaCB(eZiﬁa + e—2i&a‘ _ 2) +
+ gaﬂDaDB(eZiéa + e—2iéa + 2) _ ZigaﬁCaDll(eZiéa _ e—2i6a) _
— 2igaﬂAzzCﬂ(e(y+ié)a _ e('y—-iﬁ)a _ e(—y+i6)o‘ + e(—y—i&)a) +
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+ 2gaﬁAaDﬂ(e(7+ié)a + p(r=id)e _ (=y+id)s _ e(')‘"ié)a) _
— 2igaBBaCﬁ(e(Y+ié)a _ e(r—i&)a + e(—y+i6)a _ e(_yhia)a) n
+ 2gaﬂBdDﬁ(e()'+i6)u 4 eUmide 4 (=y+ide | e(_y_w)a) _ 4

Die Zahlen 0, 2y, —2y, 2id, —2i8, y + i3, y — id, —y + id, —y — id sind alle

verschieden (weil y > 0, § > 0 ist) und deswegen sind die Funktionen 1, €*°, e~2?,

2ide g 2ide Utid)e Gtid)s (=7 +id)s o(=¥=i0) linear unabhingig, so dass

e e

9upA*B" + g,4B*B’ + Zg,ﬂA“Bﬂ =0,
GapA*AP + g,,B°B’ — 2g,,4°B" = 0,

—g,4C°C" + g,,D°D* — 2iga,3C"‘D” -0,

~gupC*CP + g,,D*DP + 2ig,,C*DP =0,

—upA* AP + g 4B BP + g,,C*CP + g,D°DF = —2,
9upA*D" + g, B DF — ig,,A°CP — ig,B°CP =0,
GupA*D’ + goyB D + igyA*CP + ig,B'CP = 0,

—gapA°D’ + g yB*DF + ig,,A°CP — ig,B*CF =0,

—upA™DP + g,4B°DF — ig,A*CP + ig,,B°CP = 0.

Von hier bekommt man
(76) gaﬂAaBﬂ = 0 ) g,,,qAan =0 ’ gaﬂz‘lleI = 0 N
gaﬂBacﬁ = 0 > gaﬁBaDB =0 s gaﬂCaDﬂ = 0 s
(77) gJﬂAaAp + gaﬂBuBﬂ =0, gnﬂcacﬂ - gaﬂDaDB =0,
gaﬂAaAﬁ - gaﬂcacﬂ = 1 .
Aus der Bedingung (15) folgt (mit Beriicksichtigung der Gleichungen (76) und (77))

gap(yA”* cosh yo + yB*sinh yo + 8C* cos 6o — 6D* sin o) .
. (y4* cosh yo + yB* sinh yo + 5C” cos 5a — 5D” sin o) =
= y2g,34°A"(cosh® yo — sinh? yo) + 6%g,,C*C¥(cos® 6o + sin’ o) = 1,
d.i.
yzgaﬂA“A” + ézga,,C“Cﬂ =1.

Von hier und aus den Bedingungen (77) bekommt man

2 2
(78) gapA*AP = »12+—55 . guBBf = — _1;*'_‘3,2_ ,
P+ 0 P2+ 0
1 — ‘)’2 1 — ?2
gupC?Cf = ——— | g, ,D°DF = —
’ s Y y? + 0°
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Es mag die Geschwindigkeit der Bewegung in der Zeit x*, die dem Wert der
Eigenzeit T = 0 entspricht, gleich v = [vy, v,, v3] sein. Wenn wir mittels der Lorentz-
schen Transformationen zum System, das sich in Bezug auf das bisherige mit der
Geschwindigkeit v bewegt, iibergehen, dann wird die Geschwindigkeit unserer
Bewegung in der Zeit, die dem Werte © = 0 entspricht, gleich Null sein, d.h.

(79) B'+ D' =B+ D*=B+ D*=0.
Die Bedingung (10) gibt uns fiir t = 0 die Ungleichung
(80) B* + D*> 0.

Jetzt machen wir noch eine solche Umdrehung der Raumachsen (eine orthogonale
Transformation), dass

(81) A=A =B =0

ist. Beweisen wir, dass eine solche Transformation existiert: Es mag

3

_l' ' .

=Yax, i=123,
Jj=1

sein, wobei
3
(82); Y oayay =06y, ik=123.
i=1
Dic Bedingungen (81) bedeuten, dass

3
(83) Y a,;A’ =0,
j=1

3 3
j=1 j=1

ist. Die Gleichungen (84) haben eine nicht triviale Ldsung as,, as,, as3, die man
noch der normierenden Bedingung (83); ; unterwerten kann. Die Gleichungen (83)
und (82), ; haben wieder eine Ldsung a,;, a,,, a,3, die noch die normierende
Bedingung (82), , erfiillt; ebenso auch die Gleichungen (82), , und (82), 5 haben
eine Losung a,y, a,,, a,3, welche die normierende Bedingung (82), , erfiillt. Wir
haben so die Koeffizienten der orthogonalen Transformation gefunden (weil (82), ,
fiiralle i, k = 1, 2, 3 giiltig ist), sodass noch (83) und (84) gilt, also die Gleichung (81)
findet statt.
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Wegen der Bedingungen (81) bilden die Gleichungen (76), (78) und (79) ein System
von 13 Gleichungen fiir 13 gesuchte Konstanten:
A'B' — 24*B* =0, A'C' — c24*C* =0, A'D' - P4%pt =0,
B'C! + B®C? — ¢*B*C* =0, B!D!' + D’B* — ¢*B*D* =9,

2
CID' + C2D? + C?D° — C*D* = 0, (A')2 — (4% = L+ O
2 2
ye+ 0
1 + 62
v+ 6%
1 —y2
P+ 6

(BI)Z + (BZ)Z - ‘:2(34)2 = —

(CI)Z + (CZ)Z + (C3)2 - CZ(c4)2 —

(D1)2 + (D?)? + (D?)? — cz(D4)2 — ),12:_))52’ B' + D' =0,

B>+ D*=0, D3=0.

Addiert man die 1. und 3. Gleichung, sieht man, dass (wegen (80)) 4* = 0 sein muss.
Aus der 7. Gleichung folgt dann (nach eventueller Anderung der Orientierung
der ersten Achse) A' = [(1 + 6%)/(y* + 6%)]"/* und aus der 1., 2. und 3. Gleichung
folgt B' = C' = D' = 0. Addiert man die 4. und 6. Gleichung, bekommt man
wegen der 12. Gleichung und der Bedingung (80) C* = 0. Aus der 9. Gleichung
folgt dann, dass die rechte Seite der 10. Gleichung positiv ist, also D? + 0, und
deswegen folgt aus der 6. Gleichung C? = 0. Aus der 9. Gleichung hat man also
(nach eventueller Anderung der Orientierung der dritten Achse) C* = [(1 — y?):
:(y* + 6%)]"/?. Addiert man die 5. und 8. Gleichung und die 5. und 10. Gleichung
bekommt man wegen der 12. Gleichung die Gleichungen

1+ 6° 2

1 —y
, —cD¥B* + D% =
y% + 62 ( )

92 + 5%’

—c® B{B* + D*) = —

woraus durch Addieren (wegen der Bedingung (80)) folgt

B“+D“=1
C
sodass
2 2
B4=11+5, D“——li y .
c 92+ 82 cy? + 6%

Also (nach eventueller Anderung der Orientierung der zweiten Achse)

(1 _ ,y2)1/2 (1 + 62)1/2 D2 _ (1 - 7)2)1/2(1 + 52)1/2

B* =
,y2+52 ')’2“‘1"52
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Es ist also

,y2+52

2\1/2
j}(a)=(1+5> sinh y ,

P (U TR ) e

(cosh yo — cos d0),

,y2_|_52
1 — 42 \1/2
.3 _ b4 .
jilo) = (vz " 62> sin 8¢,
11462 1
i*(o) = — C0S Y6 — €08 80) + —Cos d0 .
Ji(<) cy2+52( ’ ) c

Zum Vereinfachen bezeichnen wir

_ 2\1/2 2\1/2
R R
dann ist
ii(t) = cAsinh (y o(7)),
i1(t) = exA[cosh (y o(z)) — cos (d6(7))],
ii(t) = cx sin (6 o(7)) ,
if(t) = A*[cosh (yo(t)) — cos (6a(z))] + cos (da(z)) .

Wir bekommen so (wenn wir x, y, z, t statt x', x*, x?, x* schreiben)

(86) x(z) = cA f "sinh (i J " P(o) dg) dot + xo

0 0

o] o )2 [

2(2) = ex j ;sin (i j :P(Q) dg> da + 7o,

0 o ) o2 -
¥ j ;cos (f_ j :P(Q) de) da + 1o .

Gehen wir jetzt zum inertialen System, das sich in Bezug auf das bisherige mit der
Geschwindigkeit v = [0, ¢ . k/4, 0] bewegt, iiber. (|vo] < ¢, weil 0 < k < A).
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Dann ist

und also

Wir bekommen so (wenn wir wieder einfachkeitshalber die Streifen iiber den Verin-
derlichen so wie iiber den Konstanten weglassen und nachtriglich die Orientierung
der zweiten Raumachse éindern):

(87) *(3) = ¢ f "sinh (i; J “Plo) dg) do + xo,

0 0

y(r) = c:cf cos (if P(o) dg) da + y,,
0 He Jo
T . 5 4

z(r) = CKJ sin (—J P(o) dg) do + z,,
0 He Jo

) =2 j;cosh (ﬁ L P(o) dg) da + tg.

Speziell im Falle, dass P, Q und R konstant sind, bekommen wir (wenn wir noch
die Orientierung der dritten Achse dndern und den Ursprung der Zeitraumkoor-
dinaten so wihlen, dass fir t = 0 auch y =t =0, x = uc?A/yP, z = pc*c/6P
wire):

(88) «(1) = s cosh (ﬁ’ r> ,

yP uc
2
y(1) = KX Gin op ),
oP uc
2
uc’k
z(t) = cos [ —
(0 = 1 (
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Eliminieren wir 7 aus der 2. und 3. Gleichung, so bekommen wir die Projektion
der Trajektorie unserer Bewegung in die y, z-Ebene

V22 = (R
oP

was ein Kreis des Halbmessers pc?i/dP ist.

Eliminieren wir 7 aus der 1. und 4. Gleichung, so bckommen wir gleich die Abhédn-
gigkeit der x-Koordinate von der Zeit

x2 — o2 = pc*A\?
P )’
d.i.

o e

was eine dhnliche Relation wie im Falle R = 0, Q > P ist (vergleiche (68)).

Bemerkung. Setzen wir nur voraus, dass Q(t) = q P(t), R(t) = r P(x) ist, wo ¢
und r nichtnegative Konstanten sind, wobei aber nicht ¢ = 0, r & 0 oder r = 0,
g =1 ist. Den Definitionsbereich der konstanten Funktionen g = Q(7)/P(1), r =
= R(r)/P(7) konnen wir auf Grund der Stetigkeit auch auf die Punkte, in welchen
P(t) = 0 ist, erweitern. Dann:

1. Die Bedingung der Differenzierbarkeit der Funktionen g und r ist offensichtlich
erfiillt. Ist r = 0, d.i. R = 0, so bekommt man aus den Gleichungen (87) Gleichungen,
die sich praktisch nicht von den Gleichungen (53) resp. (66) unterscheiden, d.h. die
Fille 11.B und II.C sind in den Gleichungen (87) enthalten. Ist ndmlich r = 0, dann
ist in (73) a = ¢*> — 1, b =0, also in (74) ist y =0, § = (¢* — 1)"/? fiir g > 1
und 6 = 0,y = (1 — ¢*)"/*firg < 1.

Es ist deswegen in (85) im ersten Falle k = (¢> — 1)7"/%, 1 = g(q* — 1)7'/2
und im zweiten Falle k = g(1 — ¢*)™"/%, A = (1 — ¢*)~"/?; wenn wir in dic Glei-
chungen (87) einsetzen, schen wir, dass die Behauptung giiltig ist.

2. Den Definitionsbereich der Funktionen in (87) kann man dann auf Grund
der Stetigkeit auch auf die Punkte erweitern, in den P(r) = 0 ist, und die so erweiterten
Funktionen werden dann offensichtlich die Ableitung erster Ordnung fiir alle
haben und das System der Differentialgleichung (3) erfiillen.

Wir haben deshalb insgesamt (analog. wie bei 11.B, C):

Zusammenfassung. Ist Q = qP, R = rP, wo q, r nichtnegative Konstanten sind
(es ist aber nicht ¢ = 0,1 + Ooder r = 0, q = 1), dann entsprechen einer gegebenen
stetigen und nichtnegativen Funktion P die Weltlinien, die man im passend ge-
wdhlten inertialen Koordinatensysteme durch die Gleichungen (87) beschreiben
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kann. Im Falle, dass P konstant ist, kann man diese Gleichungen durch passende
Wahl des Ursprungs des Zeitraumkoordinatensystems auf die Form (88) verein-
fachen; die Projektion der Trajektorie dieser Bewegung in die y, z-Ebene ist eine
Kreislinie. Alle moglichen Weltlinien, die gegebenem P entsprechen, bekommt man
aus den Gleichungen (87) (resp. (88) im Falle, dass P konstant ist) durch Lorentz-
sche Transformationen.

Untersuchen wir noch, bei welchen Bedingungen fiir die Funktionen P, Q, R,
die ihnen entsprechenden Weltlinien (1) auf der Hyperbelfliche

(90) gup(X* — &) (X? — &F) = konst.

liegen, wo &* ein fest gegebener Punkt, X* ein verdnderlicher Punkt ist, d.i. wann
die Gleichung

(91) gup(x*(7) — &%) (x*(z) — &F) = konst .

fiir alle 7 eines gewissen Intervalles I gilt. Werden wir den Punkt &* kennen, dann wenn
wir einen Wert © wihlen und in die Gleichung (91) einsetzen, so bestimmen wir den
Wert der Konstante an der rechten Seite. Es handelt sich also nur darum, wie den
Wert & festzustellen.

Wenn man die Gleichung (91) differenziert, bekommt man
(92) Gop(x*(x) — &) i = 0.
Durch weiteres Differenzieren bekommt man mit Hilfe der Frenetschen Formeln
(siehe (3))
Japitin + fgap(x“(r) — )i =0,
d.i.
(93) gufx"(2) = &) i = £

fiir P(t) % 0. Ist P(r,) = 0, bekommt man

N

gaﬂizili =0,
was unmdglich ist. Also damit die Weltlinie auf der Fliche (90) liegen kann, muss

P(7) * 0 fiir alle 7 €I sein.
Durch weiteres Differenzieren und Vereinfachung bekommt man

guitit + - o gaﬁ( (1) — &) i Hanﬂ(x (c) = &) i = pe C))

sr_E

was wegen (92) und der Orthogonalitdt der Vektoren if, i5

(54) o) = &)1 = = (5)
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fiir O(7) # 0 gibt. Fiir O(7,) = 0 hat man
J— ’
P

- also

(95) | P(z) = 0.

=O’

=19

Durch nochmaliges Differenzicren und Vereinfachung hat man

2 . o R “ 2 1
gusiit — L g(0) — &) i + Ry ((e) — &) 8 = u[
uc uc

was wegen (93) und der Orthogonalitit der Vektoren i3, i3

2 1
(%) Gap(x*(z) — &) i = E}% {% + @2t [5 (

fiir R(z) * 0 gibt. Fiir R(r,) = 0 bekommt man

SO O

Setzen wir noch voraus, dass P(t) Q(t) R(7) # 0 fiir alle 7 ist. Dann miissen die
Gleichungen (92), (93), (94) und (95) erfiillt sein und aus diesen Gleichungen miissen
wir ¢* bestimmen. Weil die Vektoren i3, i3, i3, i3 orthogonal, also auch linear unab-

héngig sind, konnen wir schreiben

(98) x*(t) — & = Ai} + Bi3 + Cij + Dij.

Von hier aus, wenn man auf diese Gleichung gaﬂi’f, gaﬁig, ga,,iﬁ, gaﬁiﬁ stufenweise

anwendet, und aus den Gleichungen (92), (93), (94), (96) folgt, dass

also

e a chiar we ,,I—Ii“r £
(99) ¢ —x(r)—P(r) 2()+Q(‘c) <P(r)> 3()+R(T) P(t) ’
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a

Weil wir vorausgesetzt haben, dass £* konstant ist, muss = 0 sein, also:

dz

a ’ 2 My
de =i} — uc? L in - K ii"{—&-gfg + p*c? L<l—> i5 +
dt P P \ uc? e o \P
2.3 ’ Vi ’
L e (L ~gi;‘+—}iii +;w2l9+;fc2Ll i+
0 \P uc uc R\ P Q\P
2 e
S [CR
R (P Q\P uc

Nach Vereinfachung bekommen wir die Bedingung

R L

Beachten wir noch speziell den Fall, dass P, Q, R konstant sind:

L Ist Q = 0 (also auch R = 0), P & 0, dann ist die Bedingung (95) fiir alle 7
erfiillt und die entsprechenden Weltlinien liegen immer auf der Fliche (90), denn
aus der Gleichung (98), wenn man auf sie g,if, g,zi5 stufenweise aufwendet, mit
Hilfe der Gleichungen (92) und (93) folgt: 0 = — Ac?, pc*/P = B, C und D bleibt
unbestimmt, wir konnen dafiir z.B. Nullen wihlen. Dann

2
.,
&= x%(1) — LP i

und durch Differenzieren bekommt man

dé&* . uc* P
— =i i
dr P uc?

und der gewihlte Punkt £* hdngt von 7 wirklich nicht ab.

IL Ist R = 0, Q # 0 (also auch P # 0), dann ist die Gleichung (97) der Gleichung
Q = 0 &dquivalent, was einen Widerspruch bildet. Also in diesem Falle kann keine
Weltlinie auf keiner Fliche der Ferm (90) liegen.

I Ist R # O (also auch Q # 0, P % 0), dann ist die Bedingung (100) erfiillt,
d.i. & héingt von t nicht ab, die Gleichung (99) gibt eindeutig

und alle Weltlinien liegen auf der zusténdigen Fliche (90).
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Vytah

RESENI FRENETOVYCH FORMULI PRO SVETOCARU V PRIPADE
KONSTANTNICH KRIVOSTI

VLADIMIR PETRUV

V této praci je vySetfovan systém diferencialnich rovnic (tzv. Frenetovy formule),
. . . , . Lo 1 [*

ktery zavisi na tfech nezapornych funkcich P, Q, R. Substituci ¢ = — j P(p) do
HeJo

pievedeme tento systém na jednodussi systém (je-li ovSem P + 0)

djii _ . 4z _ .

— =], — =] + q )
do 2 do 1 J3
dj(z a (Y, 4 Ja -4
= —gjs + i, = -1,

do

ktery zavisi pouze od dvou nezapornych funkci g = Q/P, r = R/P (oznaéiliv jsme
s 1 . 1 dxz - -a
Ji(e) = —ii(x) = = =, ji(o) = ij(r) pro h = 2,3, 4).
c ¢ dr
V praci je feSen piipad, kdy g, r jsou konstanty a feSeni je zapsano v specialné

zvoleném inercialnim systému, aby mélo co nejjednodussi tvar. Specialné v pfipadé,
Ze P, Q, R jsou konstanty, dostadvame tyto vysledky:

. R = Q = 0: pohyb v pfimce;

. R=0, Q < P: rovnhomérny pohyb kruhovy;

. R =0, Q = P: pohyb po semikubické parabole;

R =+ 0: pohyb po kfivce v trojrozmérném prostoru, jejiz projekci do roviny

1
2
3
4. R = 0, Q > P: pohyb po fetézovce;
5.
X, y je kruh.
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Peszrome

PEIIEHUE ®OPMVJ ®PEHE B CJIIVYAE KOHCTAHTHOM
KPUBUW3HBI

BJIAAVUMUP INETPYB (Vladimir Petrav)

B atolt paGoTe paccMaTtpuBaercsi cucreMa nuddepeHnuaIbHbIX ypaBHeHMH (TaK
Ha3bIBaeMble (opMyIIbL (I)pene), KXoTopas 3aBUCHT OT Tpex (pynkuuit P, Q, R. Ecnu

1 T
MOJIOXHM ¢ = —f P() dg, To monyuum Goee IPOCTYIO CHCTEMY
HeJo

dii _ .. 43 _ .. 2

— =J2, — =]J1 +4j3,

do do ! ’
G5 _ ey Y
—-— = —(qJ + Fjg, — = —1Tj3,
do 2 ¢ do }

KOTOpast 3aBHCHT TOJIBKO OT ABYX dyHKimit ¢ = Q/P, r = R/P.

B pabote pemaercs ciydaif, Korja ¢ U r — KOHCTaHTBI, U PELICHHE 3aIMCaHO
B CIeOHaJIbHOM MHEPUHAIbHON CUCTEME KOOPAUHAT paau TOro, — 4ToObl OHO OBLIO
3aIMCaHO B CAMOM IIPOCTOM BHUIIE.

B wyactHocTU: Ecnu P, Q, R — KOHCTaHTBhI, TO B CJIyyae:
1) R = Q = 0: mosy4aeTcst ABIDKCHHE 10 IPSIMON;
2) R =0, Q < P: nojyyaercst POBHOMEPHOE JBHXCHHE IIO KPYTY;
3) R =0, Q = P: nojyyaercs JIBHXEHHUE IO CeMUKyOHaecKoi mapabose;
4) R =0, Q > 1: monyvyaeTcs ABUXKECHHE IO LEMHOHN JIMHUY;

5) R =+ 0: nosyyaercsi ABHKCHHUE 1O TPEXMEPHOM JIMHUM, IPOEKLMENR KOTOPOM Ha
ILUIOCKOCTD X, y ABJSETCSA KPYT.

Adresa autora: Viadimir Petriv, Matematicko-fyzikalni fakulta Karlovy university, Malo-
stranské nam. 25, Praha 1.
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