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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY Cisto 3

RESENI OHYBU KRUHOVE DESKY METODOU REISSNEROVSKYCH
ALGORITMU 1. DRUHU

IvAN HLAVACEK

(Doslo dne 22. Cervence 1963.)

V ¢lanku je na zakladé jedné varianty 1. Reissnerovské aproximace (viz
[10]) navrZzena metoda, zpfesiujici technickou teorii pro kruhovou desku,
ktera je namahana osové symetrickym ohybem a budto vetknuta nebo prosté
podepiena na okrajich.

1. METODY RESENI OHYBU SILNYCH DESEK

Uvazujme ohyb silné kruhové desky pfi rotaéné symetrickém zatiZeni i uloZeni
okrajii — viz obr. 1.")

V matematické trojdimensionalni teorii pruZnosti je mozZno tento problém formu-
lovat bud' systémem parcilnich diferencialnich rovnic pro funkce posunii u(r, z) a
w(r, z), nebo pomoci jediné funkce napéti &(r, z) bi-
harmonickou rovnici, a to vzdy s pfisluSnymi okrajo- l 1

vymi podminkami na povrchu valce r < a, |z]| £ h. m%
Prvym zpisobem fesil Gtlohu mezi jinymi napf. A. ——i

>r.ud

NADAI [1] a dospél k vysledku ve tvaru nekone&nych

dvojnych fad, sloZenych z funkci hyperbolickych a JJJ/L“"—LM }-

Besselovych. { zw 29 !

Druhy zpisob, tj. funkci napéti, uZiva napt. S. P. [« -
TimosHENKO [2], ktery sestavuje feSeni z biharmonic- l !

kych polynomi, nebo A. I. Lurie [3], ktery odvodil Obr. 1.
specialni operatorovou metodu pro trojdimensionalni
tlohy pruZnosti v nekonetné vrstvé (0 < r < oo, |z] < h) a pak ji aplikoval na
silné desky. V. K. Prokorov [4] vypocetl pficinkové funkce pro funkci napéti u vet-
knuté desky a sice opét ve tvaru nekonecné fady.

Vsechny tyto metody fesi sice teoreticky pfesné diferencialni rovnice a spliiuji beze
zbytku i okrajové podminky na hornim a dolnim povrchu desky, ale okrajovym pod-

1y Jde-li o piipad zatiZeni pouze horniho povrchu desky, je ovem ticba pripojit je§té fedeni
desky, namahané oboustrannym tlakem, tj. pro okrajové podminky o, = — %q(r) pfiz= + h.
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minkam na plasti valce r = a vyhovuji pouze bud ve smyslu integralnim (nap¥. nulo-
vého ohybového momentu — viz [1], [2], [3]) nebo pouze na stiedni kruZnici (napt.
w = 0 pouze pfi z = 0-viz [4]). Hlavni jejich nevyhodou viak je, Ze pii obecngj$im
zatiZeni je vycislovani fad pracné a kromé toho neni vySetfena konvergence téchto fad
a s tim souvisici odhad chyby.

K celé otazce je mozZno pfistupovat také jinak. Vime totiZ, Ze ohyb tenké desky pfi
spojitém zatiZeni dobfe vystihuje klasicka teorie tenkych desek, zaloZena na Kirch-
hoffové hypotéze o zachovani normaly ke stfednicové plose a zanedbani vlivu napéti
g,, 7,, na deformace i energii desky, coz vede ke znadmé rovnici

AAw = QQL)
D

pro jedinou funkci w(r) prithybu stiednicové plochy.

Podobné jako u vysokych nosnikt nebo silnosténnych skofepin vznika i u silnych
desek, resp. desek, namahanych nespojitym zatiZenim, jako tfeba osamélymi bie-
meny, otazka, jak doplnit, opravit klasickou technickou teorii, abychom dosahli vzdy
pozadované pfesnosti.

Jde tedy v podstaté o vhodny pfevod obecné trojdimensionalniho problému na
dvojdimensionalni, v pfipadé¢ osové symetrie dvojrozmérného na jednorozmérny,
pomoci hypotéz geometrického ¢i statického charakteru.

Tuto otazku studovala cela fada autort, zvlasté v poslednich dvaceti letech. Podnét
vySel od E. REISSNERA [5], dale uvedme napf. prace L. BoLLE [6], B. F. VLasova [7]
a A. L. GOLDENVEIZERA [8],[9]. V ¢lanku [8] kritizuje Goldenvejzer metodu Reissne-
rovu a odmité FeSeni Vlasovovo. V praci [9] pak pfichazi s vlastni iteraéni metodou,
zaloZenou na tzv. asymptotickém integrovani rovnic prostorové pruzZnosti.

Jmenované studie obsahﬁji ptfedpoklady casto intuitivniho rézu, neporovnavaji
dosazené vysledky s feSenim trojdimensionalniho problému pruzZnosti a nedotykaji se
otazek konvergencnich.

Tohoto nedostatku je zbaveno jiné pojeti problému, které prinesli I. BABUSKA a
M. PRAGER v praci[10] a [11] pod nazvem ,,Algoritmy Reissnerova typu“. Problému
desek tyka se tu odstavec 6 v [11], z né¢hoZ plyne:

a) Existuje pravé jedna ,,optimalni* posloupnost funkci ¥ ((), z() (¢ = z/h),
kterd v posloupnosti deformaénich hypotéz (tzv. Reissnerovskych aproximaci
1. druhu)?)

1) afrh) = T (=1 B ) o)
(s hE) =zl(- D1 B2 w0 (r) 740

%) Algoritmy 2. druhu vyjadfuji obdobné hypotézy o tvaru funkce napéti.
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(kde funkce ¢@;, w; se uréuji z Eulerovych rovnic, odpovidajicich Lagrangeovu prin-
cipu minima potencialni energie), dava pro vSechny nekoneéné derivovatelné funkce
zatiZeni ¢(r) relativni chybu

(2) 8n(h) — W[u — Uy, W — W,,] < Ch4"=2 .
W[u, W]

Zde u, w znadi pfesné feSeni prostorového problému, W[u. w] je kvadraticky funk-
cional, vyjadfujici potencialni energii deformace desky — viz dale vzorec (4). Kon-
stanta C zavisi sice obecn& na q(r), ale nezavisi na h.

b) V(1) Ize zaménit vzajemn& nezavislé funkce ¢, w; z&asti nebo pln& derivacemi
jediné funkce wy(r) pomoci vztahl wyr) = A" 'w(r), @(r) = d/dr.[A"'w(r)],
aniz by se tim porusila nerovnost (2).

c¢) Déle plati o konvergenci posloupnosti Reissnerovskych aproximaci, Ze pfi
pevném h a pevné funkci g(r), integrovatelné s kvadratem, je

lim W[u — ii,,w — w,] = 0.
n— oo

Na vyhodné vlastnosti 1. Reissnerovské aproximace ((1) pro n = 1) pfi dvou neza-
vislych funkcich ¢,(r), wy(r), v souvislosti s tzv. stabilitou vici defini¢ni oblasti,
poukazuje I. BABUSKA v ¢lanku [12].

Pravé tato alternativa stoji tedy jisté za podrobnéjsi vysetieni, také jiZ proto, Ze
piedstavuje ziejmé nejjednodussi zobecnéni klasické teorie desek ve smyslu Reissne-
rovskych algoritmi.

2. REISSNEROVSKA APROXIMACE SE DVEMA VOLNYMI FUNKCEMI

Uvolnénim vazby mezi slozkami vektoru posunuti v 1. Reissnerovské aproximaci
dostaneme hypotézu (indexy ,,1“ v dalsim vynechavame):

(3) u(r,z) = — z o(r),
v 2
w(r, z) = w(r) + A ) 22 Aw(r),
kde v je Poissonova konstanta, A = d?/dr? + 1/r.d/dr.

Tyto vztahy vyjadfuji predpoklad, Ze normaly stiednicové roviny desky se mirné
zk¥ivi do tvaru paraboly (pfimé ziistanou pouze pti v = 0) a mimo to se zkosi pravé
Ghly pii stiednicové roving (jinak by muselo platit, Ze ¢ = dw/dr).

Ze tato hypotéza povede k lepsim vysledkdm nez hypotéza typu (1) s jedinou
volnou funkci(podle b)), je zfejmé proto, Ze smykova napéti od posouvajicich sil vyvo-
laji zkoseni pravych uhlg, které nase hypotéza (3) v podstaté vystihuje, a také proto, Ze
v Lagrangeové principu se dostaneme bliZe k idealnimu minimu potencialni energie,
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nebot uvolnénim vazby mezi slozkami u, w pfipoustime ke konkurenci §irsi tfidu
vektorovych funkci posund, feeno jazykem mechaniky, udilime desce vice ,,stupiti

volnosti*‘.
Celkova potencialni energie desky vetknuté nebo prosté podeptené (pfesny vyznam
téchto pojmi bude definovén niZe) je

@ o= giy{[L L0 G )+ ()

+ 2v giﬁ+g@v+5£§ﬁ + - (]_2) Ou aw rdrdz —
ror r 0z Or oz @i‘

—(1+v)(1 - 2v)zf (w(r, + h) + w(r, — h)). ! q(r) rdr} .
EJ, 2
Dosadime-li sem hypotézu (3), vzniké kvadraticky funkcional tvaru
J F(o, @', w. w', Aw, (Aw)', q) dr .
0

Zde i v dalsim budeme ¢arkami znacit derivace podle r. Na zakladé Lagrangeova
principu je potfeba tento funkcional minimalizovat na mnoZiné vektorovych funkci
[o(r), w(r)], dostate¢n& hladkych a spliiujicich pfislusné okrajové podminky. Odtud
dostaneme Eulerovy rovnice (Vo = do/dr + 1/r. ¢)

, h? v(l ) l—v
G) W~¢+6(1-2V)(1—v)( )+ e
6) %AV(W — )+ 61— 3) SV — o)+

2 2 2
+ y AZW + ,___334__._ hZ A3W = — _6(1—‘}) q + — Vh — Aq
10(1 — v) Eh? 2(1 —v)

a okrajové podminky, plynouci ¢astecné téZ z podminek uloZeni desky

A) dokonale vetknuté (u = w = O pro r = a, |z| < h):

I. w(a) =0,
II. ¢(a) =0,
HI. Aw(a) = 0,
5 10(1 = v)(1 = 6v) 10(1 —v)
Iv. A*w(a) = W Vo(a) - VE q(a);
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B) prost¢ podepiené (o, = w = 0 pro r = a, |z| < h):

I w(a) = 0,

1L o) + - _"2v- Vo(a) — (1——\1)‘,8?—_2;—) Aw(a) = 0,
1. o(a) — w(a) - ;)(-f__) H(AW) fyea = O,

Iv. 3—,1‘—(1‘—_67) VW = @llea oy A7) = LY ofa).

Hodnotu g(a) je zde nutno brat ve smyslu g(a) = lim g(r). Kromg t&chto podminek

r+a—
musi byt uprostied desky, tj. v okoli r = 0, omezeny funkce ¢, w se v§emi derivacemi
a operatory, které se pfi vypoétu vyskytuji.
Uvedené okrajové problémy lze fesit velmi snadno pfi v = 0. Pak totiZ soustava
(5), (6) prechazi v postupné feseni rovnic

q(r)
AV = 1)
¢ D

)

, 2 ,
w =<P—§h2(v<0),

kde
3
D — 2Eh _ %Eh‘_g ’
3(1 —v?) 3

s okrajovymi podminkami A) I. —1II. resp. B) I.—IL; podminky III. a IV. odpadaj.
Jako piiklad uvedme prihyb stfednicové plochy rovnomérné zatiZené vetknuté

desky

™ SR -

64D

a prosté podeptené desky

q 2 2\ (2 2 32 22 2
(B) w 640[(5a )@ = )+ 2 r)].

Pfi hodnoceni numerickych vysledkt omezme se pouze na prihyb stfedu desky
w(0, 0). V tabulce 1 srovndme pomé&ry wg/wr, wa/wy, kde wg je prithyb podle 1. Reiss-
nerovské aproximace (3), wr je prihyb podle obvyklé technické teorie tenkych desek,
tj. v pfipad€ (A) wy = ga*/64D, v pfipadé (B) wy; = (qa*/64D) .5, wyje prihyb,
ziskany pribliZnym feSenim prisluSného trojdimensionédlniho problému teorie pruz-
nosti.

Poznamenejme, Ze pfesné feSeni téchto problémil v uzavieném tvaru patrné ne-
existuje vzhledem k tomu, Ze splnéni okrajovych podminek na celé valcové plose
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r = a,|z| < hvbodovém smyslu ¢ini znaéné potize — viz [1]—[4]. Napf. u vetknuté
desky predpokladame spolu s [2], [3] pouze u(a, 0) = 0, du(a, 0)/0z = 0, takZe
prihyb vyjde zfejmé vétsi neZ kdybychom pfesné splnili podminku u(a, z) = 0 pro
|z] < h.
Tabulka 1
Srovnani maximéalnich prihybt pro » = 0, ¢ = konst

v = (A) (B)

3. RESENI PRO NENULOVOU POISSONOVU KONSTANTU
ASYMPTOTICKA INTEGRACE

vvvvvv

Ze v > 0. Existuje v8ak zptsob, jak tuto ulohu pfevést na nékolik krokd, z nichZ kazdy
spoCiva v feSeni jednoduchého dil¢iho problému.

Ze soustavy (5), (6) a okrajovych podminek I.—IV. se da predevsim vylougit
funkce ¢(r). Vznikne rovnice

(7) A*w + h%c, A’w + h*cy A*w = (g — h*y, Aq — h*y, A*q)/D
a okrajové podminky (pro r = a) v pfipadé (A):
I. w=0,
IL w + h?o3(Aw) + h*as(A’w) + hay(Aw) = — h* le' <q' + hzyo(Aq)’>,
III. Aw =0,

IV. A%w + h*Bs A%w = (pivg + h’piy Aq)/D,
a v piipadé (B):

. w=0,
a

II. w - Aw + h? [a3(Aw)' - gaaS APw] +

I —v
3
+ h* |:oc5(A2w)’ — 5 9% A3w] + h® oy (Aw) =

3 pu 2 2 Pu
=~a = h*q + k% Aq) — "L h*(q" + h? y,(Aq)).
54 (g Vo Aq) b (g Yo(Aq)') .
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L By(Aw) + h? as(A%w) + h* o)(A%w) = — hz% (4" + 1* yo(Aq)),

IV. A%w + h*Bg A*w = (pryq + h*p}y Aq)/D.

Zde koeficienty c, «, 8, ¥, p zavisi pouze na v:

v(10 — 41v + 2v%) v 4 — 11y + 10v?
2 s = —————, 12 = ,
30(1 — v) (1 — 2v) 20(1 — 2v) 6(1 —v) (1 — 2v)
v v 4+ v V(8 — 31v — 2v?)
'y4 = - b ‘))O = N a} = BN as = 2 b
3(1 — 2v) 2(1 — ) 6(1 — v) 9(1 — 2v)* (4 + v)
25—y 3y(1 — v) (1 — 6v)
Bs=C > B = — > NG
151 —v 2(—l+65v—203v——6v)
. 2v3(1 — )
TS =22 (4 + )
16(1 — v)? ~ 58 — 13y — 16 + 36v?)
Pn P

T — 2@+ ) YT W= 1+ 650 — 203V — 6v°)

Podobné Ize vyjadFit i koeficient p}y, ale ten nema v daldim postupu, jak uvidime,
vyznam.

Rovnice i okrajové podminky jsou tu rozvinuty podle mocnin malého parametru h
a je tedy nasnad@ uZiti metody tzv. asymptotické integrace diferencialnich rovnic, jak
ji vypracovali napf. M. L. Visik a L. A. LyusTerNIK [13], a kterou s isp&chem uplatnil
v teorii skofepin E. REISSNER nebo A. L. GOLDENVEJZER.

Bez obtiZi Ize prokazat Ze jsou zde splnény podminky postacéujici k tomu, abychom
mohli metodu aplikovat.

Pfedpokladejme, Ze zatiZeni je dano funkci g(r), ktera ma spojité derivace 2. fadu
v intervalu r € <0, a) a ¢/,(0) = 0.

Reseni hledame ve tvaru fady
(8) w, = (wo + ew; + 2wy + ) + 5vg + evy + &2, +..),

kde & = h/a, w{r) jsou zakladni &asti priihybu a v(t) pfi t = (a — r)/h, jsou tzv.
funkce pohrani¢ni zény. Exponent s je uréen jednoznaéné tvarem rovnice (7) a okra-
jovych podminek I.—1V. (srv. [13]), a sice v pfipad& (A) s = 2, v pfipadé (B) s = 3.

Dale piedpokladame, Ze viechny derivace d*w,/dr* resp. d'v;/dt' jsouy veli¢iny téhoz
fadu (mé&feného v ¢) jako w; resp. v;.

Radu (8) dosadime do rovnice (7) a okrajovych podminek I. —1V., pfi¢emZ viechny
operace s funkcemi v; pfevedeme na proménnou ¢ a rozvineme podle mocnin &.
Porovname-li pak vSude ¢leny pfi stejnych mocninach parametru ¢, dostaneme dvojity
iteracni proces tohoto znéni:
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1. krok:

Azwo = q/D ’
(A): wo(a) =0, (B): wo(a) =0,
wo(a) = 0, wo(a) — l—a— Awy(a) = 0,
—v
9) o5 + 0 + ¢, =0

(kde ¢&isla v zavorkach budou znagit derivace podle t), s pogatednimi podminkami

(A): v§P(0) = — a? Awy(a),

v52(0) + Be v57(0) = 0,
(B): (B3v6” + asvl” + a705”)i=0 = a® B3(Awo)'|,=a

v57(0) + B v57(0) = 0.
2. krok:

Azwl = 0 5

(A): wy(a) =0,

, 1
wila) = = (05" + az08” + 508 + a;08”)] =0
a

(B): wy(a) = 0,

a 1 1 3 3
wi(a) — —% Awy(a) = 1 (____ W@ 4 S agp® + Sap®)
1 —v al\l —v 2 2 (=0
(10) v® + 08 + v = 208 + 3¢,0 + degvl”,

(A): v2(0) = v§°(0) — a® Aw,(a),
v{(0) + B6 vi(0) = 2057(0) + 3B, v5(0),
(B): (Bsv? + asvf® + os0{)|,= = (B3v5” + 20506 + 3a,08) =0 +

+ aa(Awl),'r=a’

a
(4 + Btz = (o6 + 30l + a*(pry — 1) 1)

3. krok:
Azwz = - az(cz + Yz) Aq/D,
(A): wy(a) = — v,(0),
wi(a) = — a® a3(Awg) =0 — 1 (30 + 20505P + 30,0820 +
a

1 a 3 s 7
+ = (0 + a0 + vl + a0 ))':=o ’
a
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(B): wy(a) =0,

, a 3 a ’
Wz(a) - 1__—\} sz(a) =a’. 5(“5 + Pn) Q_(D__) — a? a3(Aw0) lp=a +

1 —v 3 9
A 2 (-2
a -y

+ él:l%_v v + %“5”(14) + %a7”(16):||t=0 .

Dalsi kroky by postradaly smyslu, nebot chyba uZ vlivem ptivodni hypotézy (3) je
fadu ¢? podle asymptotické nerovnosti (2).

Z fundamentalni soustavy rovnic (9) a (10) vybirame pouze funkce typu pohrani¢ni
z0ny, tj. funkce odpovidajici kofeniim charakteristické rovnice se zapornou realnou
Casti. Snadno se presvéd¢ime, Ze vSechny funkce w;, v; jsou pak uvedenymi vztahy
ureny jednoznacné.

Pfiblizné feSeni problému se tedy redukuje na troji feSeni klasické rovnice desky a
mezilehlé feSeni rovnic (9) a (10) s konstantnimi koeficienty. Prvy krok se vzhledem
k funkci w, ztotoZiiuje s technickou teorii tenkych desek a nésledujici kroky vyjadiuji
patfiéné opravy.

4. NUMERICKY PRIKLAD ROVNOMERNEHO ZATIZENI
ZHODNOCENI VYSLEDKU

Vezmeme g = konst, v = 1/6, takZe v piipadg vetknuté desky (A) je

q

wo = EE (a2 _ r2)2 ,

v ptipad& prostého podepieni (B) je
wo = 855(% a* —%azr2 + r4>.

Kofeny se zdpornou reélnou &asti charakteristické rovnice, pfisluiné rovnici (9). jsou

My, = — 2,66 F i3,86
a funkce v, vychazi ve tvaru

vo(t) = 2Re (Bye"'),
kde konstanta B, je v piipadé (A)

“15
B, = 1% 22 (8,593 + 9,767) 102
D 64
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a vpiipadé (B)
4
By = — -"7‘;— 3,6657 (1,326 + i 1,5074) 107 .

Dale najdeme pro

2
qa 2 2
A): wy(r) = — — 0,04842(a* — r?),
( ) 1() 64D ( )

2
(B): wy(r) = — 1931 0,03630(a2 — r?).
Z rovnice (10) plyne
vy(1) = 2Re [(B; + 1Bot) "],

kde nova konstanta B; se urci opét z pfisluSnych pocateénich podminek. Konecné
oprava druhého radu prihybové funkce ¢ini

pro (A):
2
qa 2 2
wy(r) = —— 13,075(a” — r?),
) = 2 13075(a? ~ )
pro (B):
ga® 31

wy(r) = ; 3,379(a® —r?).

Veelku tedy mame v piipadé (A):

w, = &;LD Ii(a2 — r*)? +( —¢.0,04842 + £*.13,075) a*(a® — 1?) + :| +

+ [vo(t)+ e vy(1) + ...]

a v pfipadé (B):

W, = L (—&.0,03630 + £°.3,379) 3 a*(@a®—r)+ ... |+
64D | 7 7 7
+ &[vg(1) + evy(t) + ...].

Srovnejme opét jako v odstavci 2 prithyby stfedu desky w(0, 0) s vysledky technické
teorie tenkych desek a trojdimensionalni teorie pruznosti. Pfehled uvadi tabulka 2:

Zaporné koeficienty pfi ¢ znamenaji, Ze pro dostate¢né malé ¢ budou opravy tech-
nické teorie zaporné, tj. prihyby vyjdou mensi nez podle technické teorie. Tento fakt
zdanlivé odporuje tivaze, Ze zkosenim pravych thli mezi normalovym prvkem a stfed-
nicovou plochou se musi nutné prihyby zvétsit, at je ¢ > 0 jakékoli. Nesmime vSak
zapomenout, Ze v Kirchhoffovych pfedpokladech teorie tenkych desek neni pouze
geometricka hypotéza o zachovani zminénych pravych whld, ale také predpoklad
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Tabulka 2

Srovnani maximalnich prihybud pro v = %, g = konst

p= 1
° (A) (B)
g = konst

wrlwr 1 — ¢.0,04842 4 ¢2 . 13,075 | 1 — £.0,03630 + 2. 3,379

wa/wr 14 ¢2.19,20 14 ¢2.2,88

o zanedbani vlivu napéti o, na deformace, a pravé ten je pfi¢inou vySetfované diference.
Kdybychom vypocetli prithyby podle 1. Reissnerovské aproximace s jedinou volnou
funkei (tj. podle b) odst 1), vysly by skute¢n& mensi opravy pfi libovolném ¢ nez podle
hypotézy (3), coz souhlasi s nai tvahou, nebot zde spravné porovnavame pouze
geometrické hypotézy.

Z praktického hlediska vSak nema zaporna oprava, vypoctena podle prvého radku
tabulky 2, vyznam, protoZe napf. pro (A) &ini nejvétsi zaporna oprava pfiblizné
—45.107° a to pii ¢ == 0,002.

Na vysvétlenou vétsich rozdili mezi koeficienty pii 2 u vetknuté desky pfipomeiime,
Ze hodnota wj je tu ponékud prevySena vlivem pouze ptiblizného splnéni okrajovych
podminek (viz odst. 2).

Lze tedy v souhrnu fici, Ze ve vySetfovanych pripadech metoda 1. Reissnerovské
aproximace se dvéma volnymi funkcemi vystihuje souhlasné s trojdimensionalni teorii
opravy klasické technické teorie tenkych desek, ¢ili Ze dobfe zapocitava vliv posouva-
jicich sil na prihyb desky.

Zvyseni presnosti nedéje se tu vSak na tkor nepfiméreného vzristu pocetnich vy-
kond, nebot jde v podstaté jen o opakované feSeni okrajové tlohy klasické rovnice
desky a pocateéniho problému jednoduché linearni diferencialni rovnice s konstant-
nimi koeficienty, kde se méni pouze pravé strany a okrajové nebo pocate¢ni podminky.
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Pe3romMe

PEIIEHUE U3TUBA KPYIJIOW TIJIMThl METOIOM
PEMICCHEPOBBIX AJITOPUTMOB 1-I'O POJJA

MNBAH TI'TABAYEK (Ivan Hlavacek)

OcecHMMETPHYHO HArpyXCHHAsl TOJbCTas IUINTa W3y4aeTcsi Ha OCHOBe 1-ro
npubnxkenust PeliccHepa ¢ aByms HesaBucuMBIMH QyHKumsivu [10]

u(r,z) = — zo(r),

w(r, z) = w(r) + Y g2 Aw(r)
. 2(1 =)
(v 3naunt kosbduument IMyaccona, A = d?/dr? + 1/r.d/dr).

ITocne npuMeHEHMs] Hadaja BO3MOXHBIX TepeMelleHui Jlarpanxa moiydydTcs
cuctema aByx anbdepeHunanbbix ypashenuit s ¢(r), w(r) ¢ 4eThIpbMs KpaeBbIMH
YCIOBUSIMU HA Kpar r = a, KOTOPbIE pacCMaTpUBAIOTCS JJISL 3a/ICJIAaHHON U JUIA
LIAPHUPHO ONEPTOH MJIACTHHKH.

DTa CHCTeMa CBOJMTCS MyTeM MCKIIOUEHHs ¢(r) K YPaBHEHHIO C MOCTOSHHBIMU
ko3 duumenTaMu

A*w + h%cy A*w + h*cy A*w = (q — h*y, Ag — h*y, A*q)/D

M K KpaeBbIM YCIIOBUSIM, KOTOPBIE TOXE Pa3JIOXEeHBl B PSBL MO CTENCHAM MaJloro
napamerpa h (IIOJIOBUHBI TOJIMHBI TUIATHL).

MeTon acHMNTOTMYECKOTO WHTerpupoBanus [13] maer mpubiMxeHHOE peLICHUE
3TOW 3aJlayM, COCTOoslee M3 Tpex NMpoCThIX 1uaroB. [lepBbld 1w1ar COOTBETCTBYET
KJIACCMYECKOM TEOPUM TOHKMX MJIMT, CJIEHYIOILME BbIPAXKAIOT HAIJIEXKALIHE MOMPaBKH
crenenn hfa v (h/a)?.
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YucsieHHblEe NPUMEPLI MPUBEIEHB! UL PABHOMEPHO pAaCHpEIEICHHOM Harpys3ku
u Wi v = 1/6. Makcnumaibhble iporkGet we(0, 0) cpaBuuBaroTcs B Tabanmax 1 u 2
C COOTBETCTBYIOIIMMHU PE3YJITATAMU TEOPUM TOHKHX MJIACTHHOK Wq M TPEXMEpPHOM
3a7a4d TEOPUH YIPYroctu wi. OTCI0Ja 3aKIFOYACM, YTO Pe3yJIbTATHI TIPUOIIMKEHUS
PeiiccHepa XopoIIo corJlaiiaroTest ¢ TPEXMEPHOH TEOPUEH YIMPYroCTH.

Summary

A REISSNERIAN ALGORITHM IN THE THEORY OF BENDING
OF CIRCULAR PLATES

IvaAN HLAVACEK

A thick circular plate under axially symmetric loading is investigated on the base of
the first Reissnerian approximation with two independent functions [10]

u(r,z) = — z ¢(r),

w(r, z) = w(r) +

A4
2(1 — )
(v is Poisson’s ratio, A = d?/dr* + 1/r.d/dr).
Lagrange’s principle yields a system of two differential equations for ¢(r), w(r) with

four boundary conditions at the edge r = a; the cases of clamped and of simply sup-
ported plates are considered.

z% Aw(r)

Elimination of ¢(r) from both the system and the boundary conditions yields the
following equation with constant coefficients,

A*w + h%c, A’w + h*cy A*w = (q — h*y, Aq — h*y, A’q)/D ;

and boundary conditions, which are also expanded in powers of a small parameter
h (half thickness of the plate).

By the method of asymptotic integration [ 13], an approximative solution is obtained,
which consists of three simple steps. The first step corresponds to the classical theory
of thin plates, the remaining two express corrections of degree h/a and (h/a)?* res-
pectively.

Numerical examples are calculated for the uniform load and for v = ;. The com-
parison of the maximum deflections wg(0, 0) which is carried out in tables 1 and 2,
with the corresponding results of both classical theory of plates wy and the three-
dimensional theory of elasticity ws, shows good agreement of the results of Reissne-
rian algorithm with the three-dimensional theory of elasticity.
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