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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY cisLo 3

CLANKY

PODOBNE UPLAVY VE ZPOMALENEM PROUDU

MiLo§ ROZICKA

(Doslo dne 11. bfezna 1963.)

V praci je pouzito Prandtlova zjednoduseni pohybovych rovnic pro turbu-
lentni proudéni nestladitelné tekutiny na studium uplavu za télesem v pii-
padé€, kdy rychlost proudového pole klesa se vzdalenosti od obtékaného

télesa.

1. UVOD

V praci se zabyvame timto problémem: urditi profil rychlosti ve velké vzdalenosti za
obtékanym télesem v ptipade, kdy rychlost proudového pole klesa se vzdalenosti od

obtékaného télesa.

Difusor predpokladame symetricky; osa difusoru je totoZna s osou x. Dale pred-

pokladame, Ze stény difusoru jsou dostatecné
daleko od obtékaného télesa; tento predpo-
klad nam zaruduje, Ze na tplav neplisobi
mezni vrstva vznikajici na sténach difusoru
(viz obr. 1).

O obtékaném télese predpokladame, Ze je
symetrické vzhledem k ose x; za tohoto pred-
pokladu je tplav ziejmé symetricky vzhle-
dem k ose x. Podatek pravouhlého systému
soufadného x, y poloZime do nabéhového
bodu obtékaného télesa; veliCiny x, y jsou
bezrozmérné; v odtokovém bod¢ télesa je
x=1lay=0.

Obr. 1. \

Proudové pole predpokladame rovinné a stacionéarni; proudici medium budiZ ne-

stlacitelné.

Predpokladame, Ze profily rychlosti v jednotlivych fezech (x = konst) v dostate¢né
vzdalenosti za télesem jsou podobné; tim rozumime toto: budiz U, slozka rychlosti ve
sméru osy x pro |y| = o a u budiZ sloZka rychlosti ve sméru osy x v bod& (x, )
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proudového pole za t&lesem (U, je funkci toliko promé&nné x; u je funkci obou pro-
ménnych x, y a poZadujeme lim u = U,); pak

|y|= 0

|

kde k, k jsou vhodné volené konstanty a ¢ je koeficient turbulentniho tfeni.

Dale pfedpokladame, Ze koeficient turbulentniho tfeni ¢ zavisi jen na proménné x
(tj. na vzdalenosti od obtékaného t&lesa).

Reseni problému nyni vyZaduje, aby k danému priibéhu rychlosti U, byly uréeny
funkce f(x) a g[(xyU/e)*] i konstanty k, k. Takto viak postupovati nebudeme, neni
totiZ jisté, zda k néjakému — libovolné zvolenému — pribéhu rychlosti U, funkce
f(x) a g[(xyU ,/e)¥] viibec existuji. Proto budeme postupovati takto: zvolime funkci
f(x) ihodnotu konstanty k a uréime tiidu funkci U, které této volb& vyhovuji, a pak
ke kazdému prib&hu U, z této tfidy uréime funkci g[(kyU.,/e)*].

Vyse uvedeny problém, pokud je nAm zndmo, nebyl zatim v literatufe zpracovan;
pravdépodobné je to zplsobeno tim, Ze chovani Gplavu ve zpomaleném proudu maze
miti v podstaté troji charakter:

a) Pti malém gradientu rychlosti —xU ' dU ,/dx funkce f(x) s rostoucim x klesa;
uplav se v tomto pfipadé chova podobné jako v pripadé bez rychlostniho gradientu.
JelikoZ se v tomto pfipadé jedna jen o malé gradienty, je tento pfipad nezajimavy
1 z hlediska technickych aplikaci.

b) V mezném piipadé je f(x) = konst. Tento piipad je pro technické aplikace
pravdépodobné nejzajimavéjsi; pii pribéhu takového rychlostniho gradientu
—xU_'dU, /dx, pti kterém se rychlost u v tiplavu chové podle tohoto predpokladu,
nehrozi jesté nestabilita v Giplavech a energetické ztraty jsou proto jesté dosti malé;
proudovy stroj zlistava jesté plné vyuzit.

¢) Pfi vzristu rychlostniho gradientu —xU_"'dU_/dx nad mezny pfipad funkce
f(x) s rostoucim x roste. To znamena, Ze od jistého x pocinaje, dochazi ve stfedni
oblasti tiplavu jiZ ke zpétnému proudéni; energetické ztraty vzristaji a proudovy stroj
je vyuZit jen zCasti.

V této praci se zabyvame jen ptipadem b), a to jesté jen pro k = 1.

2. OZNACENI

V préci uzZivame tohoto oznaceni:

co; (1 = ¢o)* U, je hodnota slozky rychlosti ve smé&ru osy x v tplavu pro y = 0,
f(x), g(n*) funkce v rovnici (1 1), definujici podobnost rychlostnich profilt
v jednotlivych fezech x = konst za télesem,

H = 69 tvarovy parametr rychlostniho profilu,
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U, sloZka rychlosti ve sméru osy x pro [y] = oo,

u sloZka rychlosti ve sméru osy x za obtékanym télesem,
X, y pravouhlé soufadnice; osa x je totoZna s osou difusoru,
o* posinovaci tloustka mezni vrstvy,

koeficient turbulentniho tfeni,

impulsova tloustka mezni vrstvy,

konstanta, uréujici vzrast turbulentniho tfeni v zéavislosti na x:
e/(1 + n)U, = «?x/A% 1 + n = — [xU,' dU /dx]™",

V] proudova funkce,

y ¥ o= ke ¥(n).

3. ZAKLADNI ROVNICE

Za predpokladi, uvedenych v odstavci 1, je moZno rovnice pro pohyb kapaliny
zjednodusiti v rovnice Prandtlovy — podobné jako €ini ve své praci GORTLER [1]:

2
(3,1) u€%+v§g=UO{,%+eQ,
0x Jy Ox oy?
(3.2) u vy,
ox 0y

Nejprve hledame takovy pribéh rychlosti U, aby profily rychlosti v iiplavu v jed-
notlivych fezech, kolmych na osu x, byly podobné podle zakona

U
(3,3) s} R g(y’)’ r’:Ky_o_o.

A
(3,4) Yy ==¢e¥(n).
K
Lehce odvodime, Ze plati
0 d¥
(3,5) w =¥ v 9
dy dn
0 dU,, d¥ v, U,d d2
(3,5b) W e 88 (e 2 CE) L
ox dx dpn dx e dx dn?
0 1 da*y
(3,5¢) Mo -Ud S
dy € dn
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2 3
(3,54d) ou _ K2 1 U3 d°y .
ay? &2 dn?
() oo M _aWds_n(dU, ode\ 1dv
’ Ox K dx K dx “dx) U, dn '

Dosadime z rovnic (3,5) do rovnice (3,1) a takto upravenou rovnici vydélime fakto-
rem A2U2; dostaneme

2 2 2 3
(3.6) 1 dU,, (dl) 1de  d*y 1 du, LK U, ‘1’
€

U, dx \dn) edx dy> U, dx = X

Rovnice (3,6) ma ziejmé smysl tehdy a jen tehdy. je-li splnéna prave jedna z nasledu-
jicich podminek:

a) Budje e umémo U, a UL' dU/dx = — p, pfi&emZ u > 0; pak zfejm& U, =
= U,(0) exp (—px); &€ = k?U/2*u a n= 2*uy/k. V tomto piipadé je tedy siika
uplavu konstantni pro vSechna x; vyraz pro ¢ ma ziejmeé klasicky tvar podle PRANTDLA
(srv. [3], str. 498).

Rovnice (3,6) piejde v tomto ptipad€ ve tvar

2 2 3
(3,7a) dv —q/d“l{l=1—).dql;
dn dn? dn®

hledame takové feseni rovnice (3,7a), které spliiuje podminky:

1) pro || —» oo je d¥/dn = A71;

2) pro |n] = 0 je d¥/dn = A7 (1 — ¢p)*.

b) Nebojecumérno U "a UL ' dU,, [dx = — pUL™" pficemZjep > Oan > — 1;
v tomto pfipadé je

Uy = Uy(1)x"V0* = (14 n)" U (1),
e=x*A"*(1 +n)xU,, (1 +n)=—[xU_"dU,/dx]",
n=72>k"(1+n)"yx".

V tomto pripadé€ Sifka uplavu roste linearné s x; vyraz pro ¢ ma opét klasicky tvar

podle PRANTDLA (srv. [3], str. 498).
Rovnice (3,6) piejde v tomto pFipadé ve tvar

2 2 3
(3.7b) (dT) ay A3

dn

PSS T S
dn? dn?

hledame takové feSeni rovnice (3,7b), které spliiuje podminky:
a) pro |g| » oo je d¥/dy = A7
b) pro |n| = 0 je d¥/dy = A7'(1 — ¢o)”
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Porovname-li nyni rovnici (3,7a) a rovnici (3,7b), vidime, Ze rovnice (3,7a) plyne
z rovnice (3,7b), poloZime-li n = — 1; budeme se proto v dalsim textu zabyvati jen
rovnici (3,7b).

Rovnice (3,7b) neobsahuje explicitné proménnou #; je tedy moZno ¥ad rovnice
(3,7b) sniZiti; rovnice (3,7b) necht ma feSeni ¥(n) takové, Ze d¥/dny > 0; za tohoto
piedpokladu je mozZno vyjadfiti veli¢éinu # jako funkci proménné ¥; poloZime-li
d¥/dn = 271 = ¢y D(P))%, Je

v d¥
(3.8) n(¥) = lj 7P
' o /(1 = o 2(¥))
Transformaci (3,8) ptejde rovnice (3,7b) ve tvar
d’e do a’e
3.9 ¥ —— 420 =[1 — /(1 = ¢e®)] —;
(3.9) e e [ =V - )] -5

hledame takové feseni rovnice (3,9), které splituje podminky:

a) pro |¥| - o0 je & — 0;

b) pro |¥] = 0 je & — 1.

Podivejme se nyni na rovnici (3,9) trochu podrobngji: v pfipadg, kdy ¢, — 0 je
prava strana fadu ¢, a jde tedy s ¢, k nule. V téch pfipadech, kdy rychlost v uplavu pro

n = 0 se malo 1isi od U, je moZno pravou stranu rovnice (3,9) zanedbati a fesiti
toliko rovnici

(3.10) — +n¥ — + 20 =

dy
s prislusnymi krajovymi podminkami. Tento pfipad nazyvame v dal§im textu lineari-
sovanym pfipadem. V pfipadé, kdy ¢, neni jiZ proti | zanedbatelné, je moZno rovnici

(3,9) Tesiti postupnymi aproximacemi. Tento pfipad nazyvame v dal§im textu obec-
nym pripadem.

4. VYSETRENI LINEARISOVANEHO PRIPADU

V tomto pfipadé feSime diferencialni rovnici
(4.1)

d*e
dy?

+”ng+2¢=0
dy

s témito okrajovymi podminkami:
a) pro |¥| > «© je ® - 0;
b) pro |¥| >0 je & — 1.

JelikoZ tuplav je podle predpokladi, uvedenych v odstavci 1, symetricky vzhledem
k x, je hledana funkce @ sudou funkci vzhledem k .
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Rovnici (4,1) je moZno jednoduchou transformaci pfevésti na rovnici Whittakerovu
(viz [2], str. 475, vz. (10)). O rovnici (4,1) je zndmo, Ze ma za FeSeni sudou funkci
proménné ¥, spliiujici podminky a), b) tehdy a jen tehdy, je-li

2
2N + 1’

(4,2) n =

kde N je ptirozené Cislo. Hledané feSeni je potom

(4,3) @ = Y d¥exp(—in¥?),
j=0

kde

(4,4a) dy =1,

i—1

[1(2 = n — 2jn)

(4,4b) d; = (—1)" =2 ol

pro pfirozena i.
Dosadime-li za n z rovnice (4,2) do rovnice (4,4b), vidime, Ze d; pro viechna pfiro-
zend i 2 N jsou rovna 0; vyraz (4,3) pfejde potom ve tvar

(45) B, = Z 49 exp (_ _"’2_>

2N +1

kde d; potitame ze vzorcti (4,4), do nichZ jsme za n dosadili z rovnice (4,2).

Vysledky, vyjadfené rovnicemi (4,4) a (4,5), odvodime snadno tak, Ze do rovnice
(4,1) dosadime za @ z rovnice (4,3) a poloZime rovny O koeficienty u jednotlivych
mocnin promé&nné ¥. Tak dostaneme pro d; (i + 1 pfirozené &islo) rekurentni vztah

(2Qi+2)Q2i+ 1)diyy +(2—n—2ni)d;=0.
Hodnota d, = 1 plyne z podminky b).

V dalsim textu budeme je3t& potiebovati feSeni rovnice (4,1), které vyhovuje pod-

mince a), ale je lichou funkci proménné ¥. Toto feSeni se da zfejmé psati ve tvaru

(4,6) o* = Y DY exp (—in¥?),
i=0
kde
(4,7a) Dy=1,
i-1
[T[2 —n - (2 + 1)n]
4,7b D, = (=1){=2
(4.70) (=1) (2i + 1)

a n je dano rovnici (4,2).
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Lehce se presvédeime, Ze fada (4,6) s koeficienty, uréenymi z rovnic (4,7), konver-
guje pro viechna kone¢na ¥. Déle je zfejmé, Ze feSeni (4,5) je linearné nezavislé na
feseni (4,6) v celém intervalu (—oo; oo). Redeni (4,5) a (4,6) tvoii tedy fundamentalni
systém FeSeni rovnice (4,1). JelikoZ je znamo, Ze jedno z fundamentalniho systému
feSeni rovnice (4,1) se (pfi n = 2/(2N + 1)) pro |¥| - oo chova jako W2V72.
cexp [—¥?/(2N + 1)] a druhé jako ¥~*¥ "' a jelikoZ FeSeni (4,5) se pro |¥| - oo
chova jako %2V~ Zexp [~ ¥?/(2N + 1)], chova se feSeni (4,6) pro |¥| — oo jako
T—ZN— 1.

V celém tomto odstavci uvaZujeme ¢, — 0; je tedy 1 — ¢, @o(¥) pro viechna ¥
zcela jist€ kladné; z rovnice (3,8) pak ke kazdému ¥ uréime numerickou integraci #;
z rovnice (3,5a), do niz dosadime d¥/dn = A7 '(1 — ¢ ®(¥))", vypoteme u/U ,; tak
dostaneme

(48) o == a(¥).

Timto postupem je moZzno — jak se lehce pfesvéd¢ime — kazdé hodnoté y ptifaditi
jednu hodnotu ¥, a tedy téZ jednu hodnotu u/U . Je tedy u/U , funkci proménné ».
Pro pribéh rychlosti U, dostaneme ze vzorch uvedenych na str. 162 v odst. b) pro
x =1
(4’9) U, = Uoo(l) x (ZN+D/@2N+3)

5. VYSETRENI OBECNEHO PRIPADU
V obecném piipadé mame fesiti rovnici

d*¢ do
5,1 I w9 -1 —( -
( ) d'112 dy [ ( Co

kde n = 2/(2N + 1) (N pfirozené &islo), s témito okrajovymi podminkami:
a) pro || - oo budiz ¢ — 0;
b) pro |¥| — 0 budiz & — 1.

Rovnici (5,1) FeSime postupnymi aproximacemi, a to takto:
V nulté aproximaci poloZime

(5.2) P =a,,

kde @, je dano rovnici (4,4); pro ptirozené j fesime pak rovnici

d*e do
53 —d o n¥ — 420, = [1 — (1 — ¢od,_,)} TP
( ) dwz dy [ ( Co Jj= l)] d(pz

s okrajovymi podminkami a), b) uvedenymi na zaatku tohoto odstavce.
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Metodou variace konstant pak lehce odvodime feSeni rovnice (5,3), které spliiuje
okrajovou podminku b) ve tvaru

I L R LN (S e PR

-1
— P* %%9] d'P} P, +

+{JW<I>O[1 — V(1 = c®;_,)]

d’e,_, [% do*
0
— (p* d;ijo_ - d¥v ¢* .
dy

dy? dy

Lehce se presvéd&ime (diikaz vedeme napf. tplnou indukci), Ze funkce ®; (pro kazdé
piirozené j) je sudou funkci proménné V.
Snadno se presvéd¢ime, Ze existuji dvé kladna ¢isla M a ¥, takova, 7e pro |¥| > ¥,

plati

J N do* « 42 _1’ —2N+3 2
(55 o [¢O 2 dq}] < MW" exp [N + 1],

) |

| do* do, 77 N
(5.6) j% [% w 5—;"] ’ < Myt
(5,7) [Po] = Mlg/,w—z exp [—1?P)*/2N + 1)],
(5,8) [@*| < M|y| N1,

Nyni ukaZeme, Ze existuje takové M; = 0, zavislé jen na ja ¥, a nezavislé na ¥, Ze
pro |¥| = ¥, plati

(5,9) [@; — Po| < M,|¥|7 2V 1.
Diikaz nerovnosti (5,9) vedeme uplnou indukci. Nerovnost (5,9) je ziejmé splnéna pro

Jj = 0; necht tedy nerovnost (5,9) plati pro vSechna p¥irozena j < k (k ptirozené &islo);
dokaZeme, Ze plati pro pfirozené Cislo j = k + 1.

Ziejmé existuje takové Cislo B, > 0, Ze
(5.10) 11 = V(1 = co®)] S 3Bilcol 14 ;
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je tedy

vo ld2e,| I do*
(5.11) [Py = Pol < 3Bileol 1Pl | 19*Py | 2"}; P
0 \d‘l’ | }
, do [ivl d’o | d<I>*
— o 90 oy [ v el
day | Jus lle
dzpf -t [l d2e,/ [ do*
—@x =2 A (]| (Bt [l 22—
dv | Jo dv 1_ . dy
-1
— P* d2, djy|b.
4
Oznacime
(5,12) woid)*di &*a, 14) do® e ddjo“‘ d|v| = F(‘I’)
: N ERFTZ T 3 e
a
V2] 2 %k d(D 11
(5,13) J 1@0@( d "’:) ®, do* _ px 0] di¥| = H (Y] .
o | dw?||| " aw dv|
Snadno se presvéd¢ime, Ze existuje lim H(|¥|) = H,, kde H, je kladné Cislo. Dale
{¥] > o0
se lehce presvédeime, Ze (pro |¥| > ¥,) plati
jw! 2 d(p -1
(5.14) o, U0 [, 427 g 40 ] d¥| =
ol dy? dy

<MM2|2N+11[2N+2|
= 6N

|w|”Mexp[|¥IP/(2N + 1)].
Pouzivajice nerovnosti (5,11) az (5,14) lehce odvodime nerovnost
(5.15) @4y — Dol < 3Byleol [MI'P[ZN‘Z FyWo)exp [—|PI?/(2N + 1)] +

+ M2M2 2N + 1] |2N 4 2|

e L E

2N + 1| 2N + 2 aN—
1BylcolM [mF(Wo)+MM2' * é]'v Ly k]m o

pfitom m znaci vhodng volené kladné &islo. Tim je nerovnost (5,9) dokdzana. Ne-

167



rovnost (5,9) ale znamena, Ze lim ®, = 0. ReSeni (5,4) tedy splituje i okrajovou
podminku a). wl= e

Zbyva ukazati, Ze posloupnost ¢; konverguje. Pfedpokladame-li, Ze existuje takové
kladné Cislo A, Ze plati

j «>*[<1 -1 = e,y S

(5,16) (Dol

dvﬂ ol Ul

o 9 -1
o, 3% _ o 9917 4y | <
2
av o dy dy| ;

2
< %Alcolj [(1 + 192) arctg [¥]]7" [9,_, — ,_,|d|¥],
(1]

— (1 = co®;_

(5,17) |&*|

_(1._

j‘po[(l’\/(l"co - 1))

2 -1
— 1 = oty ) ‘p“} [cbo 9% o d—"i] av! <

dy?

IIA

vl
%Alcolj [(1 + |9?) arctg |¥[] " [6,_, — &;_,]d|¥],
0

je potom

lwl
(5.18) 1o, ‘Pj-lléAlcOIJ [(1+ 191 arctg [91] 1 10, — @,_,|d|¥] <
0

-1l

§(A|co|)f“ﬁw'[(1‘ + |¥;-4|%) arctg |¥;_ 4[] ” [(1 +

0

W2l
+ |¥,_,|?) arctg |Wj_2|]“'...<J |®, — @] [(1 + |¥,|?) arctg I‘I’ll]_ldl'l/ll).
0

.d1w2|...} d¥;_,|.

JelikoZ existuje takové &islo My, Ze |®;, — ®,| < M, arctg? |¥|, plyne z nerovnosti
(5,18)

2
T[ P
(5,19) |®; — P;_4| = M, (E) (34lcoly 1.

Odtud plyne, Ze posloupnost funkci @; s rostoucim j konverguje k jisté limité @,
je-li0 < ¢y < 247", Provedeme-li limitni pfechod j — oo v rovnici (5,3), nalezneme,
e & vyhovuje rovnici (5,1).
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Zbyva tedy zodpovédet otazku, zda existuje éislo A, majici vlastnosti, vyjadiené
nerovnostmi (5,16) a (5,17). Odpovéd na tuto otdzku je zfejmé kladna; funkce stojici
na levé stran& nerovnosti jsou ziejmé v intervalu (—oco; 00) spojité; jak bylo diive
ukazéano (viz nerovnosti (5,10) az (5,15)), jdou levé strany nerovnosti (5,16) a (5,17)
pro |¥| - oo k nule; jsou tedy levé strany nerovnosti (5,16) a (5,17) v intervalu
(—o0; ) pro kazdé j ohraniCeny. Pro ¥ — 0 se chovaji obg strany nerovnosti (5,16)
a (5,17) jako ¥2. Odtud pak jiZ plyne existence &isla 4 > 0, majiciho poZadované
vlastnosti.

Dale poloZme C = min [247";(Max &(¥))”']. Pak zfejm& pro viechna 0 <
Sc¢o <Cjel — ¢y ®(¥) > 0; pro viechna ¢, vyhovujici nerovnosti 0 < ¢, < C je
tedy mozZno urciti n z rovnice

I T
o 1 = o 0(7))

Z rovnice (5,20) je potom moZno ke kazdé hodnot& # urgiti pravé jednu hodnotu ¥;
ke kazdé hodnoté ¥ je pak mozZno uréiti hodnotu u/U , z rovnice

(5,20)

(5,21) Ui = J(1 = co ®(¥)).

0

Odtud plyne, Ze rychlostni profil u/U, je funkci proménné 5, definované rovnici
(4,100).

Dokazali jsme tak vétu: Budiz N pfirozené &islo; budiz dale U, = U(1).
LxTONEDICNED Dy = 2J(2N + 1), ¢/xU,, = k*(2N + 3)/A*(2N + 1), n = *(2N +
+ 1)y/k(2N + 3) x, kde 4, k jsou konstanty uréené z experimentu. Dale budiZ pro
y = 0 splnéna podminka u/U,, = (1 — ¢y)*. Pak existuje takové C > 0, Ze pro vse-
chna ¢,, spliiujici nerovnost 0 < ¢, < C, je rychlostni profil u/U, toliko funkci
proménné . Pro viechna v Givahu pfichézejici ¢, je moZno rovnici (5,1) Fesiti postup-
nymi aproximacemi; tim nalezneme funkci @(¥), pomoci niZ vypoéteme z rovnic
(5,20) a (5,21) proménné n a u/U ,, jako funkce ¥.

6. ZAVER

V piedchazejicim textu jsme ukézali, Ze pro priab&h rychlosti U, = U,(1).
L x~@N+DIENEI) Kk de N je prirozené &islo, existuje rozloZeni rychlosti v tiplavu za téle-
sem, dané rovnicemi (5,20) a (5,21),

Pomoci vySe uvedenych vztahl je moZno ziskati i dalsi veli¢iny charakterisujici
uplav; posinovaci tlouStka 4~ je

T TSN Tt P
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impulsovou tloustku 3 vypocteme ze vztahu

(6,2) 9= U;,iju(Uw — u)dy = ¢ r[l —J( = ¢, o(¥)]dY .

0 KUoo

VeliGina H (tzv. tvarovy parametr rychlostniho profilu) je dana vztahem

63 =" - J L= = e 0(¥) gy :f:[l — S0 = e B(¥))] d¥ .

o V(= co(¥)

Vyrazy, stojici na pravych stranach rovnic (6,1) aZ (6.3), po¢itame numericky.

Literatura

[11 H. Gértler: Berechnung von Aufgaben der freien Turbulenz auf Grund eines neuen Niherungs-
ansatzes; ZAMM, 22, 1942.

[2] E. Kamke: Differentialgleichungen; Losungsmethoden und Losungen; Bd 1, 4. Auflage,
Leipzig 1951.

[3]1 H. Schlichting: Boundary Layer Theory; London, Karlsruhe 1961.

Pe3rowme

MNOAOBHBIE CJIEAbB!I B 3BAMEAJIEHHOM TEUEHUU

MMJIOHU PYXXMNYKA (Milo§ RuziCka)

B pannoit pabote pemaercs cieayroiias npobsema: onpeaeauTh NpoduinL
CKOpOCTeH Ha 6OJBIIOM PACCTOSIHUM OT 00TeKaeMoro Teja B ciiydae, Korjaa CKOpocThb
yOBIBAET TIPH YAAJIEHUU OT 00TeKaeMoro TeJa.

CuntaeM, YTO CJIeJi CHMETPHYEH OTHOCHTEBHO ocH Anddy3opa (koTopas JeKHT
Ha OCH X) M 4TO CTeHbl A dy30pa HAXOAATCS APYr OT APYra Ha JAOCTATOYHO GONIb-
1LIOM PaCcCTOSIHUHU, TaK 4TO CJIE/l HE 3aBHCUT OT MOTPAHUYHOTO CIIOsI, 06pa3yIoILEerocs
Ha creHkax auddysopa (T.e. npu [y| — c0). Hauano npsMOyrosibHOi CHCTEMBI KOOP-
IUHAT X, ¥ TIOMECTUM B TOYKY HabOeraHusi moToka OOTEKaeMOro Tejla, BEJMYHHBI
X, y — 6e3pa3MepHBIe, M B TOYKE CXojJa IMoToka obrekaemMoro tena x = 1, y = 0.

CuurtaeM, YTO HTpPOPUIM CKOPOCTEH B OTHAEIbHBIX CEYCHUSX MOJOOHBI COOTBET-
CTBEHHO OTHOLUEHHIO (1,1), rae k, k npencraBisitor cobol ymoOHO BrIOpaHHBIE
Ko3pduireHThl U ¢ — K03hduuueHT TYpOYJICHTHOrO TPEHUS; CYUTAEM, UYTO &
ABisgeTCS QYHKIMEH TOJBKO OIHOTO TEPEMEHHOTO X.

Ilpu pewieHur NpPoOIEMBbI HEOOXOOMMO [IJIS HaHHOTO HW3MEHEHHS CKOPOCTH
onpepemuts Gynkmwan f(x) u g[(kyU /e)*] u mocTosmuble k 1 k. OgHako, MBIl 10
3TOMy TyTH He MOWIEM, Tak Kak BOOOLie HeT IapaHTHH, YTO AU KAKOrO-yroAHO
NPOU3BOJILHO BBHIGPAHHOIO WM3MeHeHHsi ckopoctd U, cymectByeT ¢ynkums f(x)
u g[(kyU,/e)"]. TToaToMy MBI GyieM mocTynmaTh ClIeJyIoLMM 06pa3oM: BO3bMEM
dynxwo f(x) v BeMYMHY TOCTOSIHHOIA k 1 onpeesuM Kitace dysximu U ,,, KOTOPBIRX
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YZOBJIETBOPSIET STOMY BHIOODY, ¥ MOTOM JUTst KaXKIA0r0 W3MeHenust ckopoctu U, u3
3Toro kiacca onpeaeanMm dynkmuio g[(kyU ,/e)*].

HeobGxomumo pa3muyaTh TpU Clyvas:

a) Ipu mamom rpajuente ckopoctu — xU ' dU,/dx dynkuus f(x) yObiBaer
C yBEJIMYEHHUEM X; B 3TOM CJIy4Yae CJIe/] BE[IET CeOsl TaK e, Kak B cilyyae 0e3 rpaueHTa
ckopocTu. Tak kak B 3TOM cCilydae pevb MAET TOJIBLKO O MAaJbIX [PajIMEHTaxX, ITOT
Cllyyaii He TIPEACTABJISCT HHTEPECA C TOYKH 3PEHUSL TEXHUUECKOTO TPUMEHEHHUSL.

6) B npenesbHom cityyae f(x) pausietcst noctostioit konst. DToT ciryyail fuis
TIPUMEHEHMS. B TEXHUKE, BEPOSITHO, MPEACTABIISAET HAMOOIbLIEH UHTEPEC; TIPU TAKOM
M3MeHeHuH TpaauenTta ckopoct — xU ' dU_ /dx, npu KoTOpoM cKOpoCThb B cliejie
M3MEHSIETCS B 3aBUCUMOCTH OT 3TOTO TIPEANOJIOKEHHSL, HE yTPOXKAET HEYCTOMIMBOCTD
B CIIE/IaX, M DHEPreTHYECKUE MOTEPU CPABHHUTEIBHO MaJIbL

B) Ipu yBemuuenuu rpaaventa ckopocti — xU, ' dU,/dx Bble mpeaeabHoro
ciryyast, GyHkiwmst f(x) ¢ Bo3pactaHueM x pacTeT. JTO 3HAYMT, YTO HAUUHAS C ONpe-
JIEJIEHHOTO X B CPe/iHel 006JIaCTH Clieia y)Ke BO3ZHMKAeT oOpaTHOE TeUeHUE; IHEpre-
THYECKHE TIOTEPU OYEHD OBICTPO BO3PACTAIOT. '

B paGote pasbupaercst TosbKo cityyaii 6) pust k = 1.

B paGote Oblna nokasana cieayroumas teopema: I[lycts N — HaTypaJibHOE YMCIIO,
MycThb, Jajiee, W3MEHEHHE COCTABJIIIOLIEH CKOPOCTH BHE ciexa (T.e. mpu |y| — o0)
B HANIPaBJICHUH OCH X 3a1aHO BbIpaxennem U, = U (1) x~ GV D/CN*3) 4 xordpu-
IMEHT TYPOYJEHTHOTO TPEHMsI MyCTh 3ajaH BbipaxeHueM ¢/xU, = x*(2N + 3):
1 A2(2N + 1). Jameme, nyctb st = 222N + 1) /(2N +2) xun = 2/(2N + 1).
Ilycte st y = 0 cnpaBeanuso yciosue u/U ,, = \/ (l - co) (u-COCTaBIIﬂK)LL[aH CKO-
poctu B Hanpasienuu ocu x). Torga cywectByer Takoe C > 0, 4TO IS BCEX Co,
yAoBIETBOPAIOUMX HepaBeHeTBY 0 = ¢, < C, mpodusib ckopocTeil sBiIseTCs ByHK-
umei oiHoM mepeMeHHO 1. JIJIsl Beex MPUXOSIIMX BO BHUMAHHKE ¢, MOYXHO PELINTH
ypasuenne (5,1) mocieBaTebHBIMU NTPUGIIKEHUSMI; TaK HaiaeM dynkuuto O(P),
IIpH MOMOLLY e¢ onpenesnm u3 ypasuenust (5,20) u (5,21) nepeMeHHyIO BeUUMHY 7
u u/U, xax ¢ynkguu nepemeHHoro ¥. Kosdduuuentst A, k u ¢, HOJDKHBI OBITH
OnpeieNicHBI SKCIIEPUMEHTANBHBIM TTyTEM.

Summary
SIMILAR WAKES IN RETARDED FLOW
MiLo§ RUZICKA

The paper presents an analysis of the following problem: to determine the velocity
distribution at a great distance downstream of a swept body in the case that the velo-
city in the flow field decreases with increasing x-coordinate.

It is assumed that the velocity distribution is symmetrical relative to the x-axis (i. e.
the axis of the diffuser). It is further assumed that the walls of the diffuser are at a
sufficiently great distance from the swept body; then the wake is not destroyed by the
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boundary layer increasing on the diffuser walls. The origin of the rectangular system
of coordinates x, y is placed at the leading edge of the body; the quantities x, y are
dimensionless, x = 1, y = 0 at the trailing edge of the swept body.

The flow field is assumed to be two-dimensional and stationary, the flowing me-
dium incompressible. It is further assumed that the velocity distributions in sections
x = const. normal to the x-axis are similar at a sufficiently great distance downstream.
This is to be understood as in equation (1,]), where x, k are certain constants and &
denotes the coefficient of turbulent friction. We assume that ¢ is a function of x only.

The solution of the problem calls for the determination of functions f(x) and
g[(xyU ,/¢)¥] and constants «, k for the given velocity distribution. This procedure,
however, is not adopted in this paper, since it is not certain whether for a given
distribution of velocity U,,, the functions f(x) and g[(kyU ,/e)*] actually exist. We
shall proceed as follows: take a function f(x) and a value of k, and determine the
class of functions U ,, which satisfy this choice; for each U, of this class, g[(kyU ,/e)*]
will be determined.

In retarded flow the behaviour of the wake may, in principle, assume one of the
following three characters:

a) At a small velocity gradient —xU_' dU,/dx the function f(x) decreases with
increasing x; the wake behaves similary as in the case of a flow field without velocity
gradient. Since only small gradients are involved, this case is of no interest from the
point of view of engineering application.

b) In the limit case f(x) = const.; this is probably the most interesting case from
the engineering aspect. For a velocity gradient —xU_'dU,/dx at which velocity
behaves in accordance with the above assumption, there is still no danger of instability
in the wakes, and the power losses are still reasonable.

¢) Above the limit value of the velocity gradient—xU_' dU ,/dx the function f(x)
increases with increasing x. This means that starting from a certain x, reverse flow
occurs in the central region of the wake, the power losses increase and the turbo-
machine is no longer fully exploited.

The present paper is only concerned with the case of b) and limited to k = 1.

The following theorem has been proved: Let N be a positive integer; furthemore,
let the x-component of the velocity distribution outside the wake (i.e. for [y| — oo) be
given by U, = U (1) x N D/CN*3) and the coefficient of turbulent friction be gi-
ven by ¢/xU,, = k*(2N + 3)/A*(2N + 1). Lety = 2>(2N + 1) y/x(2N + 2)xand n =

= 2/(2N + 1), and let the condition u/U,, = /(1 — ¢,) be satisfied for y — 0 (u is
the x-component of velocity). Then there exists a C > 0 such that for all ¢, with
0 < ¢, < C, the velocity distribution u/U, is a function of n only. For all ¢,, the
equation (5,1) may be solved by sequential approximation. In this manner the
function ¢(¥) may be found; using ®(¥), the variable  and u/V,, may be computed
as function of ¥. The coefficients 4, k and ¢, must be determined by experiment.

Adresa autora: C.Sc. Milo§ RiZicka, Statni vyzkumny ustav tepelné techniky, Husova 8,
Praha 1.
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