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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

TEORIE TLAKOVYCH NADOB PREDPJATYCH PRUZNYMI PRSTENCI

VLADIMIR PANC

(Doslo dne 26. bfezna 1963.)

Zakladni rovnice okrajového problému v teorii valcovych skofepin s kruz-
nicovou stfednici prifezu. Statické feSeni tenkosténnych tlakovych nadob
a potrubi predpjatych pruznymi taZenymi nakruzky nasazenymi za tepla.
Napjatost nadob vyztuzenych pfiénymi pruznymi prstenci pfedpjatymi vniti-

nimi tahly.
POUZITA OZNACENI

Mxyz levotodiva pravouhla soufadna soustava v libovolném bodé
M sttednicové plochy skofepiny — osa Mx ve sméru osy Ox
konstrukce, osy My a Mz ve sméru teCny a vnitfni normaly
ke stfednici prifezu,

r polomér kfivosti stiednice prifezu,

& =x[r,p bezrozmérné soutfadnice bodu M,

u(&, @), v(&, @), w(&, @) slozky vektoru posunuti bodu M ve sméru os Mx, My a Mz,

n(&, ), n,(&, @) mérné normalné sily v bodé M ve sméru os Mx a My,

n.,(& @) = n, (¢ ¢) mérna smykova sila v bodé M,
mJ(&, @), q.(¢, @), m,(& @), q,(¢, ¢) mémny ohybovy moment a posouvajici sila
v bodé M pusobici v pficném a podélném tezu,

m (&, @) mérny kroutici moment,

h tloustka skofepiny,

k = h*/12r?

E modul pruznosti materialu skofepiny,

v Poissonovo ¢islo,

v? Laplacetiv operator — V2 = 0%/0&? + 0%/0¢p?.
1. UVOD

Zakladni soustavu tfi parcialnich diferencidlnich rovnic presné teorie valcovych
skofepin s kruZnicovou stfednici prifezu podal ve své monografii [1] FLUGGE. Pfi
numerickém feSeni vedou ovSem relace presné teorie pro svou prilisSnou sloZitost ke
znacné zdlouhavym vypoctim jednoduchych ¢i dvojnych Fourierovych fad, takze
konecné pracné ziskané numerické vysledky predstavuji pouze jistou aproximaci



problému. Pro feseni tenkosténnych nadob s rota¢né soumérnym zatiZenim, kdy plati
w = w(&), je pak v praci [1] odvozena zjednoduiena pfiblizna rovnice, ktera nabyva
pii okrajové tiloze homogenniho tvaru

(1.1) kw™® + (1 = v)w=0.

Pro feSeni okrajového problému pfi obecném okrajovém zatiZzeni skofepiny byla
riznymi autory odvozena cela fada zjednodusenych pribliznych zakladnich rovnic,
7 nichZ nejznam¢jsi

0*w

(1.2 kVEwW 4+ (1 —v3) =~ =0
) ( )0 2
podal poprvé DoNNELL [2]. Tato rovnice byla jiz mnohokrate uZita pii feSeni riznych
stabilitnich 1 okrajovych problému.
Donnell pozdé&ji navrhl doplnéni rovnice (1.2) ve tvaru
‘ ’}6 f ’)4 1 — ,2 4
(1.3) Vi 4200 L Tw =0
0%  0p* ko0&t

Obdobné zpresiujici dopInéni navrhl rovnézZ MoORLEY [3]

42 PRV v? 01" _

(1.4) VHV? + 1) w + PR 0
Zakladni rovnici zcela stejného tvaru jako (1.2), definujici viak funkci (¢, ¢), pfi-
Semz VAP = w, { = Erh.d*®[0&* ({ — Airyho funkce napéti), odvodil v tzv. tech-
nické ohybové teorii skofepin Viasov [4]. Upravu Donnellovy rovnice pro feseni
ortotropnich skofepin podal DaBrowsk1 [5].

Vibec nejjednodussi pribliznou zakladni rovnici okrajového problému pro zatiZeni
podéInych okraji skofepiny navrhl SCHORER [6]

Bw  0*w
(1.5) e e
37, o0&

ktery zanedbal ohybové momenty m (&, ¢) i momenty kroutici a uZzil nékolika dalSich
zjednoduseni. Rovnice (1.5) miiZze byt s dostateCnou presnosti uZito pouze pro feseni

b

dlouhych skofepin. Se zanedbanim stejnych veli¢in byla podana v praci [7] zakladni
rovnice, ktera pfedstavuje zpfesnéni rovnice (1.5) a ve stabilitni uloze vede k vysled-
kadm velmi dobfe odpovidajicim provedenym zkouSkam.

Velmi jednoducha zakladni rovnice, jiz lze uzit k pfibliZznému feSeni vodorovnych,
Sikmych i svislych nadob a potrubi, zatiZenych rotaéné soumérné i rotacné anti-
symetricky, je podana v praci [8]. Pro okrajovou ulohu ma tato rovnice tvar

64
(1.6) —— (kV*w + w) = 0.
fila

Pfesnost vysledka, k nimzZ vede tato rovnice, se neliSi prili§ od presnosti dosazené
vzitim Donnellovy rovnice (1.2).
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2. ZAKLADNI ROVNICE OKRAJOVEHO PROBLEMU

PoloZime-li pro mérné kroutici momenty pfiblizné m,, = n,,, nabudou vyminky
rovnovahy nezatizeného prvku skofepiny podle obr. I tvaru

-~ - ~ A
cn cn cn, an 1 /om om
(2.1) —E 4 =0, 4o (fp_XR)_ g,
¢ 130 dop o¢ r\ do¢ o¢
1 /0%m ’m 0*m
e+ | +2 4 ") =0.
r\ ¢¢* 05 op 2¢?

Obr. 1. Zatizeni prvku valcové skofepiny. // N

Do rovnic (2.1) byly za mérné posouvajicisily ¢,, q,, dosazeny vztahy plynouci z mo-
mentovych vyminek rovnovahy

I /Om om I /dm omy,
(2.2) 4. =-|—+ —=), q,=- )
r\ o¢ ap r\ 0p 0&

Mérné sily jsou podle [4] spjaty se slozkami u, v, w vek toru posunuti relacemi

D[o K /0%w 02w

(2.3) n, = — ot + v o wlil, m, — — -‘,‘ + y 20 ,
’)r o y 2 (‘/:tz 0( 2
r | 0¢ J¢ r & p

D[ ov Qu K ’(3*w 0 w
Hep = | .- —w+ Vv, m, = — + 5
r | de a¢ p* 05

D /ou Ov K 0w
= (1 =) ‘< o » my,= — (I —v) - o0
v re ¢ o

Il

v nichz je
Eh K — ER®

2.4 D=-""1, K= —— |
@4) - 12(1 — v?)



Dosazenim vztahd (2.3) do podminek (2.1) dostaneme soustavu rovnic

62u+1—v62u 1+v 0% 0w

0e? 2 09t 2 dtdp Ot
v 1 —vd*v 1+v d%u ow 3w *w
T ~ + k(= +

v 0g? 2 08 2 Edg g 0p® 08 dg

@.5)

y

1)

\'0~u+ v w — kV*w =0,
o0& do
kde symbol k oznacuje veliinu
K h?
2.6) k=~ = T,
@6 Dr? 12r2

Z prvych dvou rovnic (2.5) odvodime eliminaci

3., 3 , a5 5
2.7) L AL L AL
o8 0Eapr 1 —vy \aEdpt A& dg?

_ Q3w N 2=yl +v) Pw

Vi = —— A
: op° 1 —v 009
5 5 A5
_ ! k|2 Ow + (3 — \') ,_0..‘_4)_,.4 + (] _ V) g_M_/
1 —v 0E* 0 &2 09 dp*

a dosazenim do posledni rovnice (2.5) vyplyva zakladni rovnice okrajového problému

L2 v(l +v) 0 3-v2+4+v) w
1 —v 0 og? 1—v 0E% dp*

(2.8) Ve

w1 — 2 o%*w

op° koe*

Rovnice (2.8) tedy vyjadfuje spolu s relacemi (2.7) pfesné vyminky rovnovahy (2.1) pfi
platnosti vztahi (2.3) a pfedstavuje zpfesnéni Donnellovy rovnice (1.2) i rovnic (1.3)
a (1.4). Vadou rovnice (2.8) jsou viak znacné matematické komplikace pfi jejim uZiti.
Vlasov ([4]) dokazal na podkladé teoretickych zkoumani i Cetnych modelovych
zkousek, Ze u tenkych skofepin (tj. pro r/h = 30) je momentovy ¢len podstatny pouze
ve slozkové vymince rovnovahy prvku stiednicové plochy ve sméru jeho normaly,
zatim co v rovnicich, vyjadfujicich vyminky rovnovahy ve stfednicové ploSe, maze byt
vliv ohybové napjatosti bez hrubych chyb zanedban. Zanedbame-li tedy ve druhé
vymince rovnovahy (2.1) a (2.5) momentovy ¢len, nabudou rovnice (2.7) zjednoduse-

ného tvaru
(2.9) Viu =y W O

v Véy = 3w N 2 — (1 +v) _»Oﬂvm
oE3

B D=
¢ 0p* op® I —v 0E% dop



a dosazenim relaci (2.9) do posledni vyminky (2.5) dostaneme zakladni rovnici v Don-
nellové tvaru (1.2). Je jasné, Ze vzhledem k uZitému zjednoduseni klesa pfesnost této
rovnice se stoupajici rychlosti zmény zatiZeni ve sméru soufadnice ¢.

Je znamo, Ze v okrajové uloze pro priéné okraje ¢ = const skofepiny se nejvice
uplatiiuji ¢leny obsahujici nejvyssi derivaci podle proménné £. Ponechame-li vzhledem
k této skuteCnosti v rovnici (2.8) z vyraz, které jsou v rovnici (1.2) zanedbany, pouze
¢len s nejvétsim vlivem, dostaneme

2=yl +v) 3w 1 /
1—v 08 0¢? k oa¢t

L otw

(2.10) Viw + =0.

Analogicky téz relace (2.7) resp. (2.9) nabudou nyni tvaru

3., 3 A5
@.11) V“u:v»afi— 0w N 1+v Pw ’
&3 0F 0p? 1 — v &3 0¢p?

02v+2—v(1+v) 0w 2 °w

V4 = — R .
op® 1—v 0E% 0 1 — v d&* de

Pritom rovnice (2.10) zfejmé vyplyva ze vztahi (2.1) a (2.3), dosadime-li za momento-
vy ¢len do druhé vyminky (2.1) pfiblizng

3
(2.12) 4, = 1/om, + omy, L K 0 w_
r\ do o0& r® 0E2 0

Rovnice (2.10) je tedy pfi okrajové iiloze opét zpfesnénim Donnellovy rovnice (1.2),
pri¢em? jeji uZiti nepfinasi Zadnych podstatnych matematickych komplikaci.

Vzhledem k tomu, Ze pfi odvozeni vSech podanych zakladnich rovnic (1.2), (2.8)
i (2.10) byly uvaZovany téz kroutici momenty, je ovSem tfeba na okrajich £ = const
a ¢ = const skofepiny pocitat s ndAhradnimi mérnymi posouvajicimi silami q,, g,

(2.13) C—Ix:l (7_m,£+2@11x£’ q¢=1%+2%.
r\ o0& e r\ dp ¢

Pri feSeni okrajové tulohy pro podélné okraje ¢ = const dlouhé skofepiny se mii-
Zeme v prvém pribliZzeni omezit pouze na nejvyssi derivaci podle proménné ¢. Polozi-
me-li je§té v? = 0, dostaneme z rovnic (1.2), (2.8) i (2.10) rovnici Schorerovu (1.5).
Obdobnym zjednoduSenim vyplyva pak z téchto rovnic pro zatiZeni v priénych okra-
jich & = const skofepiny s uzavienou stfednici prafezu rovnice tvaru (1.6).

Pro potrubi a nadoby s rota¢né soumérnym okrajovym zatiZenim dostaneme
z rovnic (1.2), (2.8) i (2.10) dosazenim w = w(¢)

(2.14) kw® + (1 = v)w® = 0.

Tato rovnice predstavuje zobecnéni rovnice (1.1).



3. ROTACNE SOUMERNA ULOHA

Oznacime-li symbolem x soucinitel Utlumu

(LN T 3T
G.1) x~< = ) [(1 );,2]’

je obecnym FeSenim rovnice (2.14) funkce

(3.2) w = A, sh i€ sin k¢ + A, sh k& cos k& + A; ch k& sin k& +

+ Ay chkEcos kE + As + Al + AE% + ALY,
kde A, aZ Ag jsou integracni konstanty. ProtoZe nyni plati v = 0, dostaneme dosaze-
nim funkce (3.2) do posledni rovnice (2.5)

1
(3.3) W= v+ ——— (As + AgE + A% + A448%).
v

Z prvé podminky (2.5) zfejmé plyne

(3.4) Ag = A, = Ag =0,
takZe rovnici (2.14) lze psati ve tvaru

(3.5) w® + 4kt = 4i*As
Pro posunuti u pak plati podle vztahii (3.3) a (3.4)

2

1 - v_,45§ + Ay = L[(Az + A;) sh k& sin k& —
2K

(36) u=v Jw dé +

— (A, — Ay) shk&cos ké + (4, + Ay) ch k& sin k& + (4, — A;) ch k& cos w&] +
1
+ - Asf + A9 ]
v
kde A4 je dalsi integraéni konstanta.
Dosazenim vyrazii (3.2) a (3.3) do vzorcii (2.2) a (2.3) odvodime pfi platnosti (3.4)

pro mérné sily a momenty

v

1—v2D Eh D
G7) o= P A=A =~ (=) (w4 =
v r vr r
Eh

= - _(W - AS), Ny =0,
-
m, = ZKZI—g(A4ShK§SiI] ké — Ay shkécos ké + Az Chiésinké — A, chkfcoskf),
r

g, = 2> {g [(A; + Aj)shxésin k¢ — (A1 — Aq) shxd cos k& +
r

+ (A, + Ag)chkésin k& + (A, — A3) ch kE cos k],

m,=vm,, ¢,=0, mep = 0.

@



3.1 Nddoba s volnou dilataci prurezii predpjatd taZenymi ndkruZky

Je zndmo, Ze u tlakové nadoby s pomérné tlustou jednoduchou sténou lze vzhledem
k zakonu rozdéleni napéti po tloustce vyuzit pevnosti materialu jen malo. Proto se
v technické praxi ¢asto provadgéji tlakové nadoby jako predpjaté vrstevnaté konstrukce
sestavajici ze dvou nebo vice plastt navzajem na sebe nalisovanych nebo za tepla
nasazenych. Podobného efektu Ize u tenkosténnych tlakovych nadob dosdhnout téz
za tepla nasazenymi pruznymi nakruzky v nepfili§ velkych vzdalenostech.

Oznatme R polomér k¥ivosti stfednice nakruzku v jeho nenapjatém stavu, R polo-
mér kiivosti nutny k volnému nasazeni nakruzku za normalni teploty a AR rozdil
obou téchto poloméri AR = R — R. Jestlize je «° soucinitel tepelné roztaZivosti
materialu nakruzku, je ovSem nutno nakruzek pred nasazenim ohfat minimalné
o teplotu t°C

4R

3.8 min 1 = — .
(3-8) R

Budiz dale E, a F, modul pruznosti v tahu a priifezova plocha nakruzku. Vykaze-li
skofepina v priifezu nasazeni nakruzku prihyb w,, pasobi pruzny nakruzek na nadobu
radialnim tlakem p

(3.9) p= AR = ).

VySetfeme nyni jedno stiedni pole nadoby s velmi mnoha stejnymi nakruzky pfi
volné dilataci prarezd. Délku pole, tj. vzdalenost nakruzkl, oznacme I. Jde tedy
o tlohu soumérnou ke stfednimu prifezu ¢ = 0 vySetfovaného pole, a proto bude

(3.10) Ay = Ay = Ay = 0.

Podminka volné dilatace konstrukce je vyjadfena identitou n, = 0, a tedy podle
prvého vzorce (3.7) je 1éz

(3.11) A5 =0.

Zbyvajici neznamé konstanty A, a A, je pak tfeba stanovit z okrajovych podminck
v prifezu plisobeni nakruzku

1 l
(312) W=0. g=1p po &=
Oznacdime-li symbolem f argument

(3.13) B =



vedou okrajové podminky (3.12) podle vzorcii (3.2), (3.7) a (3.9) pii platnosti (3.10) a
(3.11) k soustavg rovnic

(3.14) Ay(ch Bsin B + sh Bcos f) — Ay(ch Bsin f — sh fcos ) =0,
A,[sh gsin p + H(ch Bsin B — sh B cos B)] +
+ Agch B cos B+ H(ch Bsin f + sh fcos f)] = AR,

kde symbol H oznaduje pomérnou tuhost

G.15) y _ WCKR® _ EWR?
) E,F,r? EF rk

Zavedme symboly Dy 1, 44 a 4, pro vyrazy

(3.16) Dy.y = sh2B + sin 28 + 2H(ch 2 — cos 2f),
2 (ch Bsin B —shfcos ), 4, 2

n,1 H,1

iy =

(ch Bsin B + sh B cos f).
Potom jsou fesenim rovnic (3.14) veli¢iny
(3.17) Ay = 2 AR, A, =1, 4R.

Funkce (3.2) a (3.6) slozek posunuti nabyvaji tedy podle vzorct (3.4), (3.10), (3.11)
a (3.17) tvaru

(3.18) w = AR(A, sh k€& sin k& + 1, ch k& cos k&),
u= 21 AR[(2, + ;) ch k& sin k& — (4, — 4,) sh k& cos k]
K

a pro nenulové mérné sily plati podle vzorci (3.7)

Eh K ] '
(319) n, = — w. me=— 2 AR (3 chké cos k& — Ay shxE sin i),
r r
4x* K Eh
gy = ———uU = —1u, mq, = vm, .
vorl vr

Zavedeme-li dale symboly A3, 44 a A5 pro vyrazy

(3.20) Ay = b-l- (sh2B + sin26), Ay = —— (sh2p — sin 2B),

H,1 H,1

As = —1— (ch 2 — cos 2p),

"



plati pro prifez & = 0

(32]) W= /12 AR = ,44 , U= 0 , Ny = — )“2 E‘h_éﬁ R
r
K 2
m,= —2} ARK* — = — 1, _ﬁLZLR*L g, =0
r? 2r[3(1 = V)]
a pro prirez & = I2r
(322) w=A34R, u = A —VAR , N, = — R EM_R ,
K r
K 2 E
my = 244 AR K* = = ,14_EhLL’ g, =G, = lsﬂ’—-
r? 2r[3(1 = v})]? Kr

Pfi vysSetfované napjatosti se tedy jedno pole nadoby prodlouZi podle druhého vzorce
(3.22) odélku 41

(3.23) Al =215 VAR
K

Druhéa podminka (3.12) vede pak k relaci, jiZ Ize uZit jako pocetni kontroly

(3.24) 2His =1 - 1,.

3.2 Potrubi se zamezenou dilataci pri predpindni

VySetfeme nyni vliv zamezené dilatace prifezii konstrukce b&hem chladnuti za
tepla nasazenych nakruzk, pfipadné v pribéhu jejich nalisovani. Prakticky vyznam
tohoto pfipadu je ovSem ve srovnani s Glohou 3.1 maly.

Uvazujeme-li jedno ze stfednich poli dlouhé konstrukce, budou opét platit zdavodu
soumérnosti ulohy ke stfednimu prafezu ¢ = 0 vySetfovaného pole rovnice (3.10).
Pro urceni zbyvajicich neznamych integracnich konstant A4,, A, a A5 uZijeme nyni
okrajovych podminek

(3.25) W=0, W=0, qg.='p, pro ¢= .
2 2r

Zavedeme-li symboly (3.13) a (3.15), vedou tyto podminky podle relaci (3.2), (3.6).
(3.7) a (3.9) k soustavé rovnic
25 _
V2
Ay(ch Bsin B + sh fcos f) — Ay(ch fsin f — sh fcos ) =0,
Ay[sh Bsin B + H(ch Bsin p — sh fcos )] +
+ Ay[ch pcos f + H(ch fsin 8 + sh fcos f)] + 45 = 4R.

(3.26) A,(ch fsin f — sh pcos ) + Ay(ch fsin f + sh fcos ff) + A4s 0,



Uzijeme-li symbolti D2 46> A7 @ Ag pro vyrazy

, 2
(3.27) Dy, = sh2f + sin2f + (211 — \;> (ch 2 — cos 2p),
' /
2 . \ 2 .
jo = (chpsinff —shpcosp). A; = = (chfsinf + shfcosp),
H,2 H.2

Iy = /3 ! ~(ch2p — cos 2f3),

n,2
jsou fesenim soustavy (3.26) veli¢iny
(328) A) = /1(7 AR - ‘44 = )»7 AR N /45 = — /}Ls\'z AR .

Pro funkce (3.2) a (3.6) tedy nyni plati
(3.29) w = AR(A, sh k& sin k& + /5 ch k€ cos k& — Jgv?),

v = " AR [(A6 + A7) ch k& sin k& — (2, — A7) sh k& cos k& — 2AgK]
2K

a dosazenim do vzorct (3.7) odvodime pro nenulové mérné sily

vEh AR
(3.30) n, = — lg - ——~ = const ,
r
n, = — E—h—AB (46 sh k& sin k& + A5 ch k& cos k&),
r
2 K £ 1
m, = — 2" AR (A6 ch k& cos k& — 4, sh k& sin k&),
,
K

g, = 23 AR .

r

] [(A6 + A7) ch k& sin k& — (As — A4) sh k& cos k],

m, = vm, .

Zavedeme-li jeSté symboly Ay, A4,y a 4;, pro vyrazy

2
(3.31) Lo = rl - [sh 2f + sin 2f8 — v (ch2f — cos 2/3)],
"2 B
1 . |
20 = — (sh2f +sin2f), A, = -~ (sh2p — sin2p),
H,2 ".2

plati pro prifez £ = 0

) . E
(3.32) w = AR (4 — gv?), u =0, n, = — Ay h AR R
r
2
m, = — 2)0 AR k* = = — 6 ___{j_hA_A_R.__, R .= 0
r 2r[3(1 = v}

10



h AR
(333) w = ’19 AR, u =0, Ny = — ’{10 'E’:’I’Z!’” >
r
K Eh® AR
m, =24, AR K* - = X, —-——A——’,
r? 2r[3(1 = v3)]*
E
g, = g, = 423 AR px’ Ii = g ERp AR,
r Kr

Z posledni podminky (3.25) vyplyva opét kontrolni relace

(3.34) 2BHAg = 1 — Ay .

4. OBECNA OKRAJOVA ULOHA

Neni-li okrajové zatiZzeni nebo pretvofeni nadoby rotaéné soumérné, zvolime
funkce sloZek vektoru posunuti bodu stfednicové plochy ve tvaru nekoneénych gonio-
metrickych fad

(4.1) u(é, o) = ug(é) + i u,(&) cos ne

n=1i

o @) = vo(é) + {:/:, v,(&) sin ne ,

w(&, @) = wo(é) + 2»@‘,,(5) cos no .

Funkce (4.1) vyjadfuji ovSem pfi vy(&) = 0 pietvoreni soumérné k roviné ¢ = 0.
U prievazné vétSiny Gloh tato rovina soumérnosti existujz. Zcela obecné pietvorent lze
pak sloZit z pfetvorfeni (4.1) a z pfetvofeni, které je vzhledem k roviné ¢ = 0 anti-
symetrické. Funkcim (4.1) pak superponujeme funkce

sk

w,sin ng .

£ oG
u=)y i,sinng, v=>y7icosnp, w=
n=1 n=1 1

n

Dosazenim do vzorcii (2.3) odvodime pro mérné membranové sily

D D &
(4.2) ne = (uo — vwo) + = Y [u, + v(nv, — w,)] cos ne ,
,

F n=1

D, D& ,
n, = —(vuy — wo) + — Y (nv, — w, + vu,) cos np,
r F n=1

D D & .
Nep = (I = v) =05 + (1 —v) = > (v, — nu,)sin ne
2r 2r n=1
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a pro mérné ohybové i kroutici momenty plati

K, K

(4.3) me=—=wp— Z(M"—V" W,) COs ng ,
r r-n=1
K o0
m,= —v X wy — — 3 (vl — n*w,) cos ng ,
r? r? n=1
K > .
me, =(1-v) —2 Z nw,, sin ng .

Dosazenim vyrazt (4.3) do vzorct (2.2) vyplyva pro mérné posouvajici sily

K ”nr K = 7 ’
(4.4) C g = — 5wy —— 2 (W) — n*w))cosng,
r r- n=1
0
q, = l—i Y n(w, — n*w,)sin ng,
r- n=1

zatim co pro nahradni mé&rnou posouvajici silu g, na okraji ¢ = const plati podle
vzorci (2.13)

- K /Il K

Z [wy = (2 = v) n®w;] cos ng .
r n=

4.1 Reseni okrajové iilohy uzitim Donnellovy rovnice

Dosadime-li prislusné derivace tfeti funkce (4.1) do Donnellovy rovnice (1.2),
dostaneme zakladni rovnici pro funkci wy(&)

(4.6) wi + dic*wiP = 0
a nekone¢né mnoho rovnic pro funkce w,(&)
(4.7) Wi — 4n?wl® + en*wi — 4nwy; + nfw, + 4wl =0,

v nichZ je soucinitel x definovan vzorcem (3.1). Rovnice (4.6) se zfejmé vztahuje
k rotané soumérné uloze, jejiz feseni bylo podano v odst. 3.

Obecna feseni homogennich rovnic (4.7) jsou linearnimi kombinacemi jejich parti-
kularnich integralQ, které maji tvar exp p,&. Dosadime-li pfislusné derivace této funkce
do rovnice (4.7), dostaneme rovnici charakteristickou

(4.8) (n = n*)* + 4y = 0,
jejimiZz osmi kofeny jsou komplexni ¢isla

(4-9) Hpi.2,34 =1 0y, = bn,li s Muse,7,8 =T dya Tt b,.,zi 5
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kde a, ,, b, 1, a,, a b, , znadi realna &isla

(4.10) a1 = [(@n* + kM g 2n2]t + k)
by1 = ;{[(4”4 + 1) - 2!12]5 + K},
yo = ;{ (4”4 + K4)i + 2112]% - K},
b2 = S{[(4n* + x*)} — 2n*]F — K.

Podle vzorcti (4.9) vyhovuji tedy rovnicim (4.7) funkce

(4.11) w, = C,ysha, Esinb, &+ C,,sha, Ecos b, &+
+ C,3cha, &sinb, &+ C,4cha, Ecos b, &+ C,ssha, &sinb, & +
+ Cn,ﬁ sh an,zé Cos bn.zé + Cn,7 ch an.2€ sin hn‘zé + Cn‘s ch an.ZSt COoS bn.Z: R

kde C, ; az C, g znaci integrani konstanty.

Dosadme nyni funkce (4.1) do rovnic (2.9), které odpovidaji Donnellové rovnici.
Tim dostaneme

(4.12) uf = wwy, ol =0

a nekone¢né mnoho rovnic tvaru

"

(4.13) ul® — 2n%ul + ntu, = v + n*w) |

2 — (1 +v)’ ,

ol — 20200 + n*v, = nw, — W,

I —v
Prva rovnice (4.12) vyjadfuje spolu s rovnici (4.6) rota¢né soumérnou tlohu. Druha
rovnice (4.12) se zfejmé& vztahuje k prostému krouceni konstrukce. Obecna feseni
homogennich rovnic ptislusnych k rovnicim (4.13) jsou oviem nulova, takZe je téeba
stanovit pouze jejich feSeni partikularni.

Dale se pro zjednodusSeni zaznamu budeme zabyvat pouze n-tym clenem tad (4.1),
pficemZ u integracnich konstant i argumentt funkci vynechame index n. Obdobné
jako v ptedchozich ulohach se omezime na jedno stfedni pole velmi dlouhé nadoby
s mnoha stejnymi prstenci ve stejnych vzdalenostech I. Potom funkce (4.11) musi byt
soumérna ke stfednimu prifezu ¢ = 0 vySetfovaného pole, a proto bude platit

(4.14) C,=Cy=Co=Cr=0.

Zménime-li oznacleni integracnich konstant, mGZeme proto psat funkci (4.11) ve
tvaru

(4.15) w, = Cy ysha&sin b & + C, y chag&cos by& + Cy,sha,ésinbyE +
2
+ Cy5chayécos byl =Y (Cy shasinbhé + C, chacosbl).
i1



Dosadme nyni do pravych stran rovnic (4.13) pfislusné derivace funkce (4.15),
pficemz pro zjednoduSeni zaznamu vyjadfeme hodnotu koeficientu v druhé rovnici
¢islem

(4.16) 2=ty 23,
I —v

které odpovida v = 0,3. Dosazenim vyplyva

(4.17) ul — 2n%ul + ntu, =

C1 b v(Bai — b7) + n?] = Cya[v(3b} — ai) — n?]} sh a,écos bE —

MN ]Mw

{Cl ai[v(3bF — ai) — n*] + Cy b [v(3a; — b7) + n?]} chaEsin b,

4 —
Y 2?0l 4 nto, =

v

2
=Y {Cy in[n* = 23(a} — b})] + C,.,.4,6na;b;) sh a;ésin bé +
=1

+'Z {— C,;.4,6na;b; + Cy n[n* — 2.3(a; — b})]} ch a;& cos b&.

Pro stanoveni partikularnich feSeni rovnic (4.17) odvodme pomocné vzorce. Parti-
kularnim feSenim rovnice
(4.18) FU(E) — 2n? F'(&) + n* F(&) = Pysh a&sin bE + P, ch al cos b& +

+ Pyshalcos bé + Pychaésin bé,
kde P, az P, znadi jisté konstanty, je funkce
(4.19) F(&) = Ashalsin bé + Bchalcos bé + Csh al cos b& + D ch aé sin b .
Hodnoty koeficientii 4, B, C a D ur¢ime dosazenim p¥islusnych derivaci funkce (4.19)
do rovnice (4.18) a porovnanim soucinitelli u stejnych ¢lenti. Oznacime-li symbolem L
determinant
!4a2h — (a* — b* = n?)?, —dab(a* — b* — n?) :
<l dab(a* — b* — n?), 4a’b* — (a® — b* — n?)*
= [4a’b* + (> = b* — n?)* ]

(420) L=

3

plati pro koeficienty funkce (4.19)

421) A= - Py [4a%b* — (a® — b* — n?)*] + - 24ab(a — b* — n?),
L
B = — Py dab(a® — b*> — n?) — P [4{12[)2 — (a* = b* — n?)?*],
L . )
Pyry 2,2 2 2 ) Py b2 2
C=-—7Lf[4ah — (a® = b* = n?)?] - 4uh(a — h* — n?),
D = Ps 4ab(a* — b* — n?) — »»-l;‘-‘ [4a*b* — (a* — b — n?)*].
L
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Hledana feseni rovnic (4. 13) nabudou tedy podle vztahii (4.17) a pomocenych vzorci
tvaru

(4.22)

=
Il

M

=

—£,,Cy i + 8, ,Cai)shacos b + (65,,C ; + &, ;Cy ;) ch asin bi].

—

I
e 0

v, [(63.:Cy i — €4,C,y ) shaEsin b& + (g4 ,Cy ;i + £5,Cy ) chal cos hiE].

1

i

kde pro koeficienty ¢, ; a7 ¢4.; plati podle vzorcti (4.21)

(4.23) & ;= bi ([v3ai — b}) + n*][4a;b? — (a; — b} — n*)*] —
L;
— 4af[\-(3bf —ai) — n*](a; — b — n?)},
£y = Z (V37 — a?) — w*] [4aib? — (a} — b2 — w?)] +

+ 4bi[v(3ai — b?) + n*](ai — b} — n?)},

£y = Z ([2,3(a} = b}) = n]|4aib} — (a] — b} — n?)*] —

— 18,4abi(a} — b7 — n)},

2na;b,
pa s = 034202 — (a? — b2 — n?)2] +
i

+ 2[2,3(a} — b7) — n*](a} — b} — n?)} .
Determinant L, (L,) stanovime ovsem podle vzorce (4.20) dosazenim ay, by (a,, b,).

Reseni ulohy tedy obsahuje v obecném pripadé podle vzorce (4.11) pro kazdé n
osm neznamych integracnich konstant, jimz odpovida osm pocatecnich parametri, tj.
hodnoty funkeci u

Uy Wos Wy M Tl M1 2 g, v prifezu & = 0. V feSeném prob-

Iému je vzhledem k jeho soumérnosti k prifezu & = 0 pocet integracnich konstant

ns

redukovan na Ctyfi. Prihlédneme-li totiz k vzorciim (4.2) a (4.4). spliuji zfejmé funkce
(4.15) a (4.22) podminky soumérnosti tlohy

(4.24) , =0, wy=0, ny,,=0, ¢, =4, =0 pro <=0.

K urceni zbyvajicich neznamych konstant uzijeme pak podminek

—~

/ _ ;
(425) u, = 0 » w, = 0 ’ ”.\':{».n = ’n v Yy = P PO ¢ = 5 .

2r

Prva podminka vyjadfuje pritom nutnost nulového pootoceni a zamezené deplanace
ztuzeného prifczu nadoby, druha nulové pootoceni normaly stiednicové plochy
v tomto prifezu. Obé tyto podminky plati pro stiedni pole velmi dlouhé nadoby.
Tieti podminka (4.25) vyjadtuje pak rovnost mérné smykové sily vngjsimu smykové-
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mu zatiZzeni a ¢tvrta rovnost nahradni mérné posouvajici sily vnéjSimu radialnimu
zatizeni, pricemz se ptedpoklada, Ze okrajova zatiZzeni smykové ¢ i radialni p v prifezu
¢ = 1/2r jsou dana ve tvaru Fourierovych fad

(4.26) (e) = Y tysinng, p(¢) = po + Y, p,cos ng.
n=1 n=1

Oznacime-li nyni o; a §; hodnoty argumenti

a.l b;l
4.27 o, =—, Bi=— pro i=12,
( ) 2r 4 2r P

vedou podminky (4.25) podle vzorct (4.2), (4.5), (4.15) a (4.22) pro kazdé n (n =
=1,2,..., ) k soustavé rovnic

2
(4.28) Y [Cy ez, cha;sin f; — & ;sha; cos B;) +
i=1

+ C, gy ;cho;sin B; + &, ;sha;cos f)] =0,

2
Y [Cy.{a;cha;sin B; + b;sha;cos ;) —

i=1

— Cy (b;cha;sin f; — a;sha;cos ;)] =0,

A0

{Cy.[(aigs.; — bigg ) cho;sin B; + (bies,; + a.e, ;) sha;cos f;] —

— CZ‘,[(bis“ + aieq)cha;sin f; — (aigs; — bieg;)sha;cos B} = (1 + v) Ei; t,,

2
{C, Ja3b? — a})cha;sin B; — b (3a7 — b?)sha; cos ;] +
2 1¢,

i=1
. 12r3
+ C, . [biBai — b}) cha; sin B; + a(3b} — a}) sha; cos B;]} = (1 — v?) ey D, -
Pfi daném okrajovém zatiZeni (4.26) stanovime tedy FeSenim soustavy (4.28) vSechny
neznamé integracni konstanty. Podle odvozenych vzorci mizZeme pak v kazdém
bodé stfednicové plochy konstrukce uréit jeji pretvofeni i napjatost s libovolnou pies-
nosti.

4.2 Refeni okrajové iilohy uzitim zpiesnéné rovnice (2.10)

Dosadime-li pfislusné derivace ticti funkce (4.1) do zpfesnéné rovnice (2.10),
dostaneme opét pro rota¢né soumérnou Ulohu zakladni rovnici (4.6) a pro obecny
okrajovy problém nekoneéné mnoho rovnic tvaru

(4.29) wi® — 4n?w'® + on*wH — 4nw! + nPw, + (4x* — 2,3nY) WP = 0.

Pro zjednoduseni zaznamu byla zde opét dosazena za koeficient druhého ¢lenu rov-
nice (2.10) hodnota (4.16).
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K relaci (4.29) piisludi rovnice charakteristicka
(4.30) (uF — n?)* + (4n* = 2307t = 0.
Tvar kofenit této rovnice ziejmé zavisi na znaménku jejiho druhého ¢lenu. Této
skute¢nosti neni ovSem v Donnellové rovnici dbano.

Pro dosti mala n, kdy plati 11\/2,3 < 2x?*, mé osm kofentl rovnice (4.30) tvar dany
vzorci (4.9), plati-li nyni

(4.31) a,, = 712 ((16n* — 2307 + 4x*)F + 4n’]" + (4c* — 2.3n%)4),
_\‘;'/

1 ; ) 21 1
b\ = 57 {[(16n* — 2,3n* + 4k*)* — 4n*] + (4* — 2,3n%)*},
N

1

a,, = —— {[(16n*
2 2\/2 L

2307 + 4kt + An?] - 4kt - 2,3n%)

1 ; .
by, = - {[(1on* —23n* + 4Nt — 4n*]t — (4k* - 2,3n%)%) .
2./2

Reseni rovnice (4.29) je pak dano funkci (4.11), do jejichZ argumenti je téeba dosadit
Jep g
Cisla (4.31). Zanedbame-li ve vzorcich (4.31) hodnotu 2,3n%, dostaneme oviem opét
parametry (4.10).
Existuje-li celé ¢islo n takové, Ze plati n/2,3 = 2x*, je pfi tomto n feSenim rovnice
(4.29) funkce
(432) w, = (Cn,l + Cn.2§ + Cn,}iz + Cn,4és) sh N’: +
+ (Cps + Cp6& + Cpr&? + C, 5&%) chné .
Koneéné pro n splitujici podminku n,/2,3 > 2k* mé osm kofenii rovnice (4.30)
tvar
(433) llu,l.Z = j~ an,l bl #:1.3,4 = i bn.l > “n.S.(\.T,S = i un..’. i_ bn,Zi ’
kdea, , b, y, a, > ab, , znali realna Cisla
(4.34) do =3 {[(2.30% — 4k*)t + 4n?] + (2307 — 4k)') .
by = J{[(23n% — 4r*)* + 4n*]F — (2,307 — 4K%)*) .
a,, = 3[4n* — (2307 — 4x*)i]*,
b,, = ;(2.3112 — 4r*)*
Resenim rovnice (4.29) je proto v tomto pfipadé funkce
(4.35) w, = Cyysha, &+ C,,cha, &+ C,yshb, &+ C,,chb, &+
+ C, s sha, ¢ sin b, + C
+ C,gcha,,fcosh, .

Sh au.Zi Cos bn.Zé + Cn.? ch un,)é Sill bn.ZS: +

n,0
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4.2.1 Ptipad n/2,3 < 2x?

Pro okrajovy problém soumérny ke stfednimu prafezu & = 0 je tedy v daném pfi-
padé feSenim zakladni rovnice (4.29) funkce (4.15) s hodnotami parametrt a, ;, b, ;
podle vzorcii (4.31). Dosadme nyni funkce (4.1) do rovnic (2.11). Tim dostaneme opét
rovnice (4.12), kdezto na misté rovnic (4.13) nyni bude s uZitim hodnoty (4.16) platit

I+ v
(4.36) ul —2n%ul + n*u, = (v — n?k 1+> Yot
-V

2
ol — 2n%0) + ntu, = ndw, — 2.3nw + nk —w

I —v

Vyjadrime-li vyrazy na pravych stranach téchto rovnic prislusnymi derivacemi funkce
tvaru (4.15), dostaneme

2 L+
(4.37) ulP — 2n%u; + n*u, =Y, {Cl,ibi |:<\ — n*k P )(3 2— b} + ”2] -

i=1 -V

- C, ,a; [(\' — n’k i—») (3b7 — a}) —n ]} sh a,& cos b;é —
z 1+ o
-y {Clv,-a,-li<v - n*k 1~—> (3b7 — a}) — 112:| +
i=1 -y

+ C,.:b; [(\f — n%k —:——t‘) (3a? — b}) + n ]} cha;Esinb;,
v

2 2k
oY — 2no) + n*o, =Y n {CH [712 — 2,3(a? - b?) — . (6a?b? — ai — b?)] +
—

i=1

+ C, ;. 2a;b; [2 3 - l~—~ ~(a? - bz)]} sh a;& sin b;¢ +

-V

: 4k
+ Y n { Cy.2ab; [ B (a? — b,z)] +
= v

+ Czyi[nz —23(a? — b?) — — (éazb2 —af — b‘i‘):!} cha,écos b .

Resenim téchto rovnic jsou opét funkce tvaru (4.22) oviem s jinymi koeficienty,
které uréime uZitim pomocnych vzorci (4.21)

(4.38)

& = bi {I:( - 2ki—f_\>(3a —b})+n :I[4a,~2b.z — (al = b} = n*)*] -

- 4a? [( e ‘-iv>(3b2 Cal) - ]( e nz)},
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£y = di v — n?k Ly (3b7 — ai) = n? | [4aib? — (¢} — b} - )] +
L, L
+uﬁRv_Mk}+v@ﬁ~hh+nﬂ@f~w~nﬁ~

— 7

€3, = " j[2,3(u — b}) + -

L |
X [4(1,-2[)1.2 — (a} = b} — n*)*] -

‘M%ﬂ“—lfﬁ ~M}a—n—nﬁ,

2na:b; i 2 2 2
€4 = ,,,”z},f‘ {[2,3 14j —(a? — b}) J[4a21) —(af — b} — 0] +

i

(6aih} — af — by - n4i| %

1—\

+ 2 [2,3(()? — b?) + i%/\ (6aib? — af — bl) —n ]((1 — hi - 112)}.

—y

Pri okrajovych podminkach (4.25) stanovime proto neznamé integracni konstanty
feSenim soustavy rovnic tvaru (4.28), dosadime-li za koeficienty této soustavy hodnoty
udané vzorci (4.31) a (4.38).

4.2.2 Ptipad n/2,3 = 2x?

S vynechanim lichych funkci i indexi »n u integraénich konstant a s jejich piecislo-
vanim nabude feSeni (4.32) tvaru

(439) w, = (Ci& + Cr&%) shné + (Cy + C,E%) chné.
Dosazenim pfislusnych derivaci této funkce do rovnic (4.36) dostaneme

(4.40)  ul® — 2n%u) + n*u, = A, shné + n?A,E* shné + nA,&chné +
+ m3A4,E* ch né

D — 200! 4 n*o, = nB,Eshné 4+ n*B,E3 shaé + Bychné +
+ n?B,E% ch né

kde symboly 4, a7z A, a B, az B, oznaCuji tyto linearni kombinace integracnich kon-
stant funkce (4.39)

o, L+ . .
(4.41) A, = (3n’C+ 6C,+ n*Cy+ 6nC,) <\' — n?k IW+ ).) + n*}(C, + nCy),

—_y

A, = (9C, + nCy) (\’ — n’k ! +__v> + 3C, + nCy,

| —v
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I +
Ay = (n*C, + 18C, + 6nC,) (v — n?k h l) + n(nC, + 2C,),
-y

Ay =G, (l + v — ik lJTl)*

l —v

2 ,
B, = n*k -~ (n*Cy + 36C, + 8nC,) — 2,3(n’C, + 6C, + 4nC,) + n*C, ,

I —v

2
B, = G, (nzk T 1,3>.
— Y

2
By, = n*k “—(4n*C, + 24C, + n*Cy + 12nC,) — 2,3n(2nCy + n*C, +

| — v

+ 2C4) + ”3C3 5

2
B, = n*k ——(12C5 + nC,) — 2,3(6C, + nC,) + nC, .

Il — v

Reseni rovnic (4.40) nalezneme ve tvaru

1 1 .
(4.42) u, = P (24, + 34, — 245 — 6A4,) E2 shn& + i (A, — 3A4,) &* shné +
60

1 n s
+ ——(—4A, + 24, + 94,) E3 ch né + — A, chné,
g (7T 2 A g0 1ee e

1 n
v, = — (2B, + 9B, — 4B,) & sh n¢ + — B,E% sh né +
48;1( ! g ¢ 80 ?

1
+ 1—6—2(— 2B, — 6B, +2B;+ 3B,) £ ch né + 4% (=3B, +B,) & chnt.
i

Funkce (4.39) a (4.42) opét zfzjmé splituji podminky (4.24) soum&rnosti ulohy k pri-

fezu & = 0. Neznamé integracni konstanty C; a7 C, stanovime pak uZitim okrajovych
podminek (4.25).

4.2.3 Pfipad n/2,3 > 2«?

Pro problém soumérny ke stfednimu prafezu & = 0 piseme funkeci (4.35) ve tvaru

(4.43) w, = Cycha,& + C,chb& + Cysha,&sinb,é + Cy ch a,écos byE.
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Dosazenim pfislu§nych derivaci této funkce do pravych stran rovnic (4.36) vyplyva

ur
(4.44) u'® — 2n%u! + n*u, = C,a, [(v — n*k iy) al + ”2:| shaé +

1 —v
+ C,b, [( — n? >b2+n]shb,§+
+{ bz[v—n e )(SZ—b)+;1]—
~C4az[<v—n )(3b2—a§)—nj| sh a,& cos b€ —

}
few (v_,, )i o]

+ Cyub, [(v - n? )(3 - b)) +n :I} ch a,&sin by¢,

2
o — 2n%0! + n*v, = Cln( ———————— kaj — 2,3a3 + n2> cha; & +

—_y

2
+ Cyn < S kbt — 2,302 + nz> ch bé +

1—v

+ {C:,n [nz - 2,3(a} — b3) - 12/€ (6a2b; — a5 — b;)] +

4k . .
+ C42nay,b, |:2,3 R ( a; — bz)]} sh a,¢& sin ba¢ +

+ {— C; 2na,b, [2,3 — ]_dik_ (ai _ bg)] n
PR— ‘Y

+ Cyn [nz —2,3(a3—b3) — 1——2~k— (6a3b3 — a3 — b;):l} ch a,& cos by§ .
— v

Resenim rovnic (4.44) jsou funkce

a 1 +v 5
(4.45) u, = C, ’(af _1 ) |:<v - n’k l————) ai + n“] sha &+

, b + v
G, @7‘_-1;2? [(V - n?k i—;—‘) bt + nzjl sh b &+
1

+ (— 8,,,C3+&2,,Cy) shay & cos byl + (85,,C3+ 81'2C4) cha,&sinby¢,
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v, = C o < 2 kat — 2,3a% + 112> cha ¢ +

I(af — ”z){ I—v

n 2
+ C kb — 2,3b7 + n*)ch b & +
2 (b2 — n2)? <] -y ' '

4 (£3.,Cy — 84.,C4) sh ayEsin byE + (84 ,C5 + £3.,Cy) ch ayé cos by¢ .

Pfitom koeficienty ¢, , aZ &, ,, obsaZzené v téchto vzorcich, uréime dosazenim hodnot
a, a b, podle vzorcii (4.34) do vzorct (4.38). Hodnoty integradnich konstant C, az C,
vyplyvaji pak opét ze soustavy rovnic, k niZ vedou okrajové podminky (4.25).

5. TLAKOVA NADOBA S PRUZNYMI NAKRUZKY PREDPJATYMI
VNITRNIMI TAHLY

VysSetfeme nyni napjatost a pretvofeni valcové nadoby vyztuzené pruznymi prstenci,
které jsou predpjaty vnitfnimi tahly podle obr. 2. Ozna&ime-li wy(@), v4(¢) slozky vy-
sledného posunuti bodi stfednicové plochy skofepiny v prifezu & = I/2r nasazeni
nakruzku, wy(p), v(@) sloZky pfetvofeni pruzného prstence vyvozené jeho predpétim
a w,(¢), v,(¢) slozky pfetvofeni prstence odpovidajici jeho zatiZeni pruZnym odporem
skofepiny proti pfetvoieni, vyplyva z podminky spoleéné deformace prstence i skofe-
piny podle principu superposice
5.1) wi=wo+w,. vu=0v,+0,.

M M+dM
Funkce wy(¢p) a v,(p) byly stanoveny v pied-

chozich odstavcich jako jisté linearni kombi-

Y
\\"\\\,,-/ L,V

Obr. 2. Predpéti prstence vnitfnimi tahly. Obr. 3. Zatizeni prvku prstence.
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nace integracnich konstant, tvofici koeficienty pftislusnych Fourierovych rad.
Zbyva proto stanovit funkce wy(p), v,(¢), w,(¢) a v,(@).

Ozname R polomér kfivosti stfednice nakruzku, E,, F, a J, modul pruznosti
v tahu, prafezovou plochu a moment setrva¢nosti praiezu nakruzku. Budeme-li ozna-
Covat teckami derivace podle proménné ¢, plati pfi malych deformacich prstence pro
jeho pietvoreni

) NR MR?
(5.2) v—w = ——I‘——i— , U W= — .
E,F, E,J,

Kladny smysl normalné sily N (tah) a ohybového momentu M je naznaden na obr. 3.

5.1 Pretvoreni prstence vlivem predpéti

VysSetfeme pretvofeni prstence vyvozené podle obr. 2 silami S, které jsou ekviva-
lentni soustavé sil S

(5.3) S=358/3.
Danému zatiZeni prstence odpovidaji jeho vnitfni sily
(54) N = — 1 S[cos ¢ + (/3)sing]., T=— b S[(+/3) cos ¢ — sin @],
2./3 23
1 ,
- ——— SRI(/3)singp + cosp — 1].

Jedinou staticky neurcitou veli¢inou je tedy ohybovy moment M, v prifezu ¢ = 0.
Tento moment je tfeba urdit z pfislusné pretvarné vyminky.

M= M, -

Eliminaci funkce v dostaneme z rovnic (5.2)
(55) wWe 4+ W= - — = —

Dosazenim podle vzorch (5.4) vyplyva

. R? SR* J
56) w, +w,=——-— M, — — =1+ =P /3) sin @ +cos .
( o E,J, | 2(/3) E,,J,,{ ( R2F >[(\ sine (p]}

4

Resenim rovnice (5.6) je funkce

2
(5.7) o= — M, -

s 0

EPJI’
SRY
A3 E,J, |

J . . .
2 — <l + RZ; ) [@sing — (\/3) ¢ cos (p_]} + Asing + Bcos g,
14
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kde A a B jsou integracni konstanty. Dosazenim této funkce a prvého vyrazu (5.4) do
prvé rovnice (5.2) a integraci dostaneme

2 3
(5.8) v, = — R Myp — _ SR {2(/) -
E,J, 4/3)E,J,
_ (1 + I_ii >[- @cos ¢ +sing — (\/3) @sin g — (\/3) cos (p]}
SR

v —— n<p~(\/3)cos¢]~Acosq>+Bsin(p+C,
2\/3) E,F,

kde C je dalsi integra¢ni konstanta. Stanovime jesté derivaci funkce (5.7)
SR’

N

(1 + R;]F ) [sing + ¢ cosp — (\/3) LOS(p+(\/3)(psm¢] +

+ Acos¢ — Bsing.

Funkce (5.7) a (5.8) obsahuji tedy ¢tyfi neznamé konstanty My, 4, B a C, které je
tfeba urdit z okrajovych podminek

(5.10) w,=0, v,=0 pro ¢=0 a ¢=:1n

Z t&chto podminek vyplyva podle vzorcii (5.8) a (5.9) soustava rovnic

~p3 s
(5.]1) — ER; 1 + u"{_) + A = 0
4E,J, R?F,

3
SR 1 +fJ” 1+~——2r n)—l ~>43B—0
4E,J, R’F, 3./3 2 2

3 S
_ SR 1+WJ'” +~—£—~A+C:0,
4E,J, R’F, 2E,F,

2nR? SR [ 4 J, 2 SR
- MO——~~-H+1+——* ———m =)=+
3E,J, 4E,J,|3./3 3\/3 2E,F,

+2A+i§B+C=0,

jejimz feSenim dostaneme

3 SR? J 4
5.12) 4= K 1+-J"> B ="~ (1 + ) (o +—n),
4E,J, R2F 4E,J,\  RF,J\/3 9

3 SR /e
c= R My= "= (33— n).
2E,J, 2 /3

Il
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Dosazenim téchto veli¢in do vzorcl (5.7) a (5.8) vyplyva hledané pfetvoreni prstence
vyvozené jeho uvaZovanym predpétim -

3SR* SR?
(5.13) w, = e B I s {’3 sin ¢ +
2mE,J,  A4E,J, RF

1
+-(3 \/3 + 4n) cos @ + = @sing — @cos |,
9 V3

SR? R? J, 2
vy = ——— (T = 3¢) + ——— (1 + - I 3.3 + 2n)sin @ —2cos ¢ —
1! ( ) 4 < R2F>[ ( AY ) @

. SR
—@sin@ — —— @ CcosS sin ¢ — 3) cos
¢ V3 } 2 /3) E,F, ? = (Scoso].

Vyjadfeme funkce (5.13) Fourierovymi fadami

0

(5.14) wo=dy+ Y d,cosng, v,= Y e,sinng,

n=3,6,... n=3,6,...
které spliiuji okrajové podminky (5.10). UZitim znAmych vzorcl pro Fourierv rozvoj
dostaneme

3SR* Z
(5.15)  w, = R [ oy 2(1 + —~~“2,—”~) > 5 l_ iy cos n(p:l,

mE,J, R2F,) u=$6.. (n

3SR3 3 l J .
oy = Y — (1 + 0 nz> sin ng .
nE,J, n=356....n(n* — 1)>\'  R’F,

5.2 Pretvoreni prstence vyvozené jeho spojitym zatiZenim

Stanovme pfetvofeni prstence vyvozené spojitym zatizenim danym ve tvaru
Fourierovych fad

o0

(5.16) P = po + Zp,, cosnp, t= Zl sin ng ,

=1
pfiéemZ predpokladejme, Ze smykové zatiZeni t plisobi na prstenec v jeho stfednici.
Z vyminek rovnovahy prvku prstence plyne podle obr. 3 soustava rovnic
(5.17) T"+N—-pR=0, N-T+tR=0, M -TR=0.
Eliminaci funkce T(¢) posouvajici sily dostaneme
(5.18) N +N=R(p—-t), M +M =R p +1).

Z rovnic (5.2) odvodime
(5.19) N"+N=~'§FP(U' +v =W = w),
E,J

M™M= = 22 (05 0w )
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Podle relaci (5.18) a (5.19) tedy plati

R2
(5.20) v + v —w —w = A,(p — t)’
“p’p
R4
v 0T w4 W = — e (p 4 1)
E,J,

Dosadime-li do rovnic (5.20) funkce (5.16) a funkce

(5.21) w=dy+ Y d,cosng, v=>y e,sinng,
n=1

n=1

dostaneme soustavu rovnic

2 2
(5.22) dy = — —1R Po. (0 —1)(d, — ne,) = R (p, — nt,),
bPFP EV 14
R4
n*(n*> — 1) (nd, —e¢,) = — ——(np, — 1,)
E,J,

jejimZ feSenim vyplyva

. :
e (T (|
E,J, (n* — 1) R’F, n R’F,

+ 1 J
e, = — K1 | + o nz> pe— -1+ =2 114) tnl-
E,J, n(n*—1)* R?F, n R*F, |

Funkce (5.21) tedy nabudou tvaru

(5.24)

2 4 B3 1
w= — R Po — R Y ——-——l 1+ !!’-> po— -1+ b n* )1, | cosneg,
E,F, E,J,=1(n*=1)? R*F, n R’F,

R* ¢ J .
= — Y 21 5 [(l + g” 112> Pn — ! <1 + =0 n“) t,,] sin ng .
E,J, n=1n(n*—1) R*F, n R*F,

5.3 Pretvdrné podminky konstrukce

|

Ze vzorci (5.15) je zfejmo, Ze vySetfovany problém je superposici rotacn€ soumérné
alohy vyjadiené prvym ¢lenem funkce w, a ulohy soumérné k roviné ¢ = 0, defino-
vané pfislusnymi nekoneénymi fadami. Podle odst. 3 a 4 obsahuje feSeni v pripadé
konstrukce soumérné ke stfednimu prafezu & = 0 pro rotacné soumérné pietvofeni
tii integraéni konstanty a pro kazdé n ¢tyfi integraéni konstanty. Pfedpokladejme, Ze
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prifezy konstrukce mohou volné dilatovat. Potom pfi dlouhé nadobé s mnoha na-
kruzky vZijeme k urceni integracnich konstant okrajovych podminek

y! — . — 3 v
(525) Ry x = 0 s Wou = 0 s Woa = Wous + “0.]1 >

’
(526) un.d = 0 il w’n.d = 0 ’ wn.:l = W"“\. + wu,p s Un.d = l/II.S + I"n,p B

kde index 0 oznacuje rotacné soumérnou slozku pretvoreni a index d priiez & = //2r
nasazeni nakruzku.
Podle vzorch (4.2) a (4.5) plati pfi spInéni podminek (5.26)

D ) )
(5.27) Nepa = (1 = V)= > v, 4sin ne,
Fn=1
- K " K - o
qx.d = - 773‘ Woa — ”:; Z Wn,d COSs ney .
r F n=1

Tyto mérné sily plsobi ovSem zleva i zprava na vySetfovany nakruzek, a proto jejich
dvojnasobné hodnoty vyjadiuji pruzny odpor skofepiny proti pfetvoteni (5.21). Ze
srovnani se vzorci (5.16) pak vyplyva

2K 2K, D
(528) Po = — 3 Wods Pn = — 3 Wi - I, = — (1 - “) Uy
r . r r
a uzitim vzorct (5.24) stanovime
(5.29)
2KR* H .,
Wop= =3 Wou= 3 Wou-
E,,F,,r” 23
2KR* \ | — v/
Wop = 2KRT 1 |, 4 _.J,r{,) wi— o n2> o1
E,Jr* (n* = 1) R’F, 2kn R*F, ) ™4

4 —
vn.p = 2{({{ . .___l— 1 + __{,I’A . ”2 “y";td — l _ .‘, 1 + _Jf’ 114> v .
E,J,r* n(n* — 1) R*F, 2kn R’F, nd

kde je symbolem H oznacena pomérna tuhost (3.15).

Pti platnosti prvé podminky (5.25) je podle vzorct (3.2), (3.4). (3.10) a (3.11) fese-
nim rovnice (2.14) resp. (4.6) funkce
(5.30) wo = A, sh k& sin k& + A, ch k& cos k¢ .
Dosazenim této funkce a pfislusnych ¢lent podle vzorcl (5.15) a (5.29) do poslednich
dvou podminek (5.25) dostaneme soustavu rovnic
(5.31) Ay(ch Bsin B + sh Bcos ) — As(ch fsin f — sh ffcos ) =0,

A,[sh Bsin 8 + H(ch fsin i — sh ffcos f§)] +
. 3SR
+ Ag[ch Bcos p + H(ch fsinff + sh fcos )] = = .
2nE,F,
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kde argument f# oznacuje hodnotu (3.13). Soustavy (5.31) a (3.14) se lisi pouze pravou
stranou, z ¢ehoZ vyplyva, Ze ziistanou v platnosti viechny vzorce (3.16) az (3.24),
nahradime-li v nich rozdil 4R veli¢inou 3SR/2rnE,F, .Stejnd analogie plati i pfi zame-
zen¢ dilataci, a proto v tomto pfipad€ uZijeme vzorci odst. 3.2.

Konstanty C, ;, obsaZené ve funkcich (4.15) a (4.22), resp. v prislusnych funkcich
odvozenych v odst. 4.2, stanovime pro kaZdé n uZitim okrajovych podminek (5.26),
pfi¢emzZ ze tvaru funkci (5.15) vyplyva, Ze tyto konstanty maji nenulovou hodnotu jen
pron =3,6,9,... =3m (m = 1,2,3,...). Dosazenim podle vzorct (5.15) a (5.29)
nabudou pak posledni dvé podminky (5.26) tvaru

E,J,r J
5.32 PP (Om? = 1) wyg — [+ S Wi +
(5.32) YK RS ( )" Wama RF, 3m.d
| — v 3
+— 1+ %Jf‘l—- m? ) vy, 4 = 3517 1+ 42{"7 ,
6km R’F, 2nKR R?F,
3E 3 ’ 9
r"AJ”:ﬂ m(Om? — 1)% v3,, 4 — (1 + —%’L mz> Wima +
2KR R’F,
1= 1 3
-1+ 81, m* ) vy,. = 38 1+ 2y m?) .
6km R’F, 2nKR R’F,

Levé strany téchto rovnic a prvych dvou rovnic (5.26) jsou pro kazdé m podle vzorct
odst. 4 jistymi linedrnimi, navzajem nczavislymi kombinacemi ¢tyf neznamych integ-
ra¢nich konstant. ReSenim této soustavy lze tedy vypoéist viechny integraéni kon-
stanty. Podle pfislusnych vzorcil odst. 4 pak stanovime odpovidajici napjatost 1 pie-
tvoreni vySetfované konstrukce.
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Pe3rome

TEOPUS LUWJIUHAPUYECKUX PE3EPBYAPOB
MPEABAPUTEJIBHO HATIPS?’KEHHbBIX VIIPYTUMU
KOJIbBLUAMHM

BJIAAUMMWUP TTAHLL (Vladimir Panc)

Hacrosiuas craTnbst COASPRKHT CBO/IKY OOLICH3IBCCTHBIX OCHOBHBIX YPABHCHUI, HPU-
MCHEHHDIX PA3HBIMI ABTOPAMU K P2UICHUIO KPASBBIX 324U B TCOPUH KPYrOBBIX M-
JIMHPUYSCKUX 000104eK, W yrogueHHoe ypasueHue (2.8), 060CHOBAHHOC HA COOTHO-
werusix (2.1) u (2.3). U peurzuust Kpaesoii 334241 NPH PacucTax UUIHHAPHYCCKHX
Pe3cPBYapOB MPS/UIAracTCs yNpoLzHHOC ocHoBHOE ypasuenue (2.10), koTopoe npeji-
craBasiet coboit ocobennoe gonomnenne ypasrenns Jonena (1.2). Oba 91 ypaphe-
HUS CPaBHUBAIOTCS TOCPE/CTBOM WX NMPUMEHEHUs K PELICHMIO o0LIeit Kpaesoii 3a-
Jaun.

Kak 0co0GCHHYIO OCECHMMETPUYHYIO 3a/a4y PACCMATPUBACT aBTOP HAMPSHKCHHOE
u 1epOPMIPOBAHHOE COCTOSHME TOHKOCTCHHBIX PE3epPBYapoB M TPyOONpPOBOAOB,
TPEIBAPUTEILHO HANPSUKSHABIX YIPYrHMU KOJIbLAMH, HAJACTLIMH MPU UX HarpeBa-
nuu. PaBio Kak W CIIOMCTBIE MPSABAPUTENLHO HAMPSHKSHHBIC COCYAbl HMEIOT ITH
KOHCTPYKUU B COBPESMSHHOM CTPOUTEILHOM JACNZ 6OJILUIOS 3HAYCHUCE, TAK KAK y HUX
BO3MOXHO JOCTHIHYTb JIyYLIEro MCHOJL30BAHMA MaTepiaia. IlpakTHueckrm mpu-
MEHEHHCM COOTHOLI ZHIH, MPHBEASHHBIX /Uit 00NISH KPACBOii 3414, ABJIACTCS PeE/i-
JIOKCHHBIA aBTOPOM METOJ PEUICHUS HAMPSIKCHHOIO COCTOSHWS UMJTMHAPUICCKHX
PE3EPBYAPOB C YIPYrUMU KOJbLUEBBIMU peOpaMi, TIPEABAPUTEILHO HAMPKEHHBLIMU
COrJIACHO PUCYHKY 2.

Zusammenfassung

THEORIE DER DURCH ELASTISCHE RINGE VORGESPANNTEN
DRUCKBEHALTER

VLADIMIR PANC

Dic vorliegende Abhandlung bringt eine Ubersicht der bekanntesten Grundglei-

chungen, die von verschiedenen Verfassern zur Losung von Randwertproblemen in
der Theorie der Kreiszylinderschalen benutzt wurden, und eine auf den Bezichungen
(2.1) und (2.3) gegriindete genauere Gleichung (2.8). Zur Losung des Randwert-
problems bei der Berechnung der zylindrischen Behilter wird dann vom Verfasser eine

vereinfachte Grundgleichung (2.10) empfohlen, die eine Vervollstiindigung der Don-
nellschen Gleichung (1.2) vorstellt. Beide diese Gleichungen werden im Beitrag durch
Losung des allgemeinen Randwertproblems der hier gestellten Aufgabe verglichen.
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Als eine spezicelle drehsymmetrische Aufgabe untersucht der Verfasser Spannungs-
und Verformungszustand von diitnnwandigen Druckbehiltern und Rohrleitungen, die
durch eclastische vor dem Aufpflanzen erwirmte Zugringe vorgespannt werden.
Ahnlich wie Druckbehilter mit mehrschichtigem vorgespanntem Mantel sind auch
diese Konstruktionen, mit Riicksicht aut die Moglichkeit der besseren Ausniitzung des
Materials, fiir dic technische Praxis von betrichtiicher Bedeutung. Eine praktische
Anwendung der fiir das allgemeine Randwertproblem entwickelten Formeln ist dann
an Hand vom entworfenen Verfahren der Untersuchung des Spannungszustandes von
Ringrippenbehiltern, deren elastische Ringe durch innere Zugbidnde nach Abb. 2 vor-
gespannt werden, vorgefiihrt.

Adresa autora: Ing. Viadimir Panc C.Sc., Bélocerkevska 1297, Praha 10.
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