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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 6 

PRUŽNÉ PRUHYBY KONSOLOVE DESKY ZATÍŽENÉ OSAMĚLOU 
SILOU V OBECNÉM BODĚ 

JOSEF HEŘT 

(Došlo dne 5. ledna 1963.) 

V článku je provedeno exaktní řešení průhybů konsoíového pásu kon
stantní tloušťky. Pro pás, jehož tloušťka je ve směru jeho šířky proměnná, je 
odvozeno řešení variační. Číselné výsledky jsou vyjádřeny tabelárně i gra
ficky pro pás konstantní a lineárně proměnné tloušťky. 

1. ÚVOD 

Odvodíme řešení elastických průhybů desky, která má tvar nekonečného pásu, 
jehož jeden podélný okraj je pevně vetknutý a protější okraj volný. Pás je zatížen 
v obecném bodě silou kolmou k jeho střední rovině. (Pás budeme nadále nazývat 
„konsolový pás".) 

Většina prací zabývajících se řešením konsoíového pásu se omezuje na případ, kdy 
zatížení působí na volném okraji pásu — viz např. [l]-^[5]. Pouze dvě práce uvádějí 
řešení pro zátěžnou sílu působící v obecném bodě. V první z nich [6] T. J. JARAMILLO 
postupoval tak, že myšleným podélným řezem proloženým působištěm zátěžné síly 
rozdělil pás na pásy dva. Složité podmínky souvislosti na rozhraní obou pásů vedou 
k poměrně nepřehlednému řešení, získanému ve formě Fourierových integrálů. Pro 
dvě polohy zátěžné síly jsou použitím teorie residuí vyjádřeny příslušné integrály a 
získány hodnoty průhybů v celé síti bodů. Bohužel však již z grafického znázornění 
průhybových čar (uvedených na str. 4 této práce) je patrná nereálnost vyznačených 
průhybů. 

Stejný problém řešil později C WEBER [7] metodou postupných aproximací, kdy 
řešení vyjádřil potenciálními funkcemi vykazujícími singularity. Řešení je pouze 
obecné. 

Řešení pásu, jehož tloušťka je proměnná ve směru šířky pásu, uvádí H. D. CONWAY 
[8]. Omezuje se však na speciální případ, kdy tloušťka se vzdáleností od vetknutí je 
vázána exponenciální závislostí a naznačuje řešení pouze pro sílu působící na volném 
okraji. 
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Všechny uváděné práce vycházejí z předpokladu, že vetknutí okraje pásuje doko
nalé. Výjimku tvoří práce N. C. SMALLA [9], v níž je řešen případ tenkého konsolového 
pásu konstantní tloušťky vetknutého do pružného poloprostoru. Důležitým výsledkem 
této práce je zjištění, že výsledný průhyb pružně vetknutého konsolového pásu lze 
získat superposicí průhybu vypočteného za předpokladu tuhého vetknutí a průhybu, 
závislého pouze na rozložení silových veličin ve vetknutí. 

Jak vyplývá z provedeného přehledu, nebyly dosud uspokojivě vyřešeny průhyby 
konsolového pásu konstantní tloušťky při zatížení silou působící v obecném bodě, 
a pásu proměnné tloušťky byla věnována pozornost minimální. V předkládaném 
článku je proto kromě pásu konstantní tloušťky řešen pás, jehož tloušťka je ve směru 
jeho šířky proměnná. Podrobné numerické řešení je provedeno pro tloušťku lineárně 
proměnnou. 

POUŽITÉ OZNAČENÍ 

x,y cm souřadnice, 
f,Ч - bezrozm rné souřadnice, 
c cm vzdálenost působišt síly od okгaje. 

c - pom rná vzdálenost síly od okraje, 
w cm průhyb, 
h cm tloušťka desky (pásu), 
l cm poloviční délka desky, 
p kg zát žná síla, 
p kg/cm2 spojité zatížení, 
Џ - Poissonův pom r, 
E kg/cm2 modul pružnosti v tahu, 

j) kgcm 
/ E/^з \ 

п b v b п v i t л h n ç t i D — 1 kgcm кjiiyVJKJУCL Ш l Ш ð L ( U — 1 

V 12(1 - џ2)) 
Шx,y kgcm/cm m rný ohybový rnoment, 
ij, m, n - přirozená čísla, 
K - m rný průhyb. 

2.0 PRŮHYBY T E N K É H O KONSOLOVÉHO PÁSU K O N S T A N T N Í TLOUŠŤKY 

V této kapitole odvodíme vztahy pro výpočet pružných průhybu nekonečně dlou
hého konsolového pásu konstantní tloušťky h a šířky a, který je znázorněn na obr. 1. 
Předpokládáme, že vetknutí pásu je dokonalé. Zátěžná síla P kolmá k povrchu pásu 
působí v obecném bodě, jehož vzdálenost od volného okraje označíme c, přičemž 
0 ^ c < a. Předpokládáme, že průhyby pásu jsou malé ve srovnání s jeho tloušťkou, 
a dále, že tloušťka pásu je mnohonásobně menší než jeho šířka. Za těchto předpokladů 
můžeme při řešení napjatosti a deformací vycházet z teorie tenkých desek. 
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Souřadný systém x, y, z volíme tak, aby jedna osa (y) splynula s volným okrajem 
desky, neboť to bude výhodné při výpočtech v této kapitole. Druhá osa (x) prochází 
působištěm zátěžné síly, což vzhledem k nekonečné délce pásu neubírá nic na obec
nosti případu. Konečně třetí osu (z) orientujeme souhlasně s orientací síly P, takže 
průhyby w budou vesměs kladné. 

Řešení vytčené úlohy nám usnadní následující úvaha: U oboustranně vetknutého 
pásu dvojnásobné šířky — tj. šířky 2a, symetricky zatíženého dvěma stejně velikými 
silami P (obr. 2), jsou ve středním řezu x •= 0 , 
smvkové síly qx nulové, jak vyplývá ze symetrie. rjTA \p i \p V77\ 

Y/y9zzzlzzzzzZzzzzzzzz22^^ Působí zde pouze ohybový moment mx = m0. 
Sv 

a Í a 

n 

Obr. 1. Obr. 2. 

Představme si nyní, že z takového pásu oddělíme řezem x = 0 jednu jeho polovinu, 
aniž by se tím měnila jeho napjatost a volný okraj vzniklého „polovičního" pásu zatí
žíme ještě momentem ohybovým mx = — m0. Výsledkem je pak takový stav, že celko
vý moment mx a stejně tak i smyková síla qx na jeho volném okraji jsou nulové. To 
odpovídá podmínkám na volném okraji našeho původního pásu znázorněného na 
obr. 1, a protože i ostatní podmínky, tj. zatížení silou P a vetknutí protějšího okraje, 
jsou v obou případech shodné, je zřejmě celkový průhyb „polovičního" pásu roven 
prii hybu hledanému. 

Z provedené úvahy vyplývá postup, jehož pro výpočet průhybň pásu dále použi
jeme. Lze jej shrnout do těchto čtyř bodů: 

1. Určíme průhyb oboustranně vetknutého pásu šířky 2a souměrně zatíženého 
dvěma stejně velikými silami P. Tento průhyb budeme nadále označovat symbolem Wj. 

2. Zjistíme velikost ohybového momentu mx působícího ve středním řezu x = 0 
tohoto pásu. 

3. Konsolový pás šířky a zatížíme na volném okraji záporně vzatým momentem 
zjištěným ad 2 a vypočteme průhyb tohoto pásu. Označíme jej w2. 
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4. Součet průhybů w'i + w2 = w je hledaný průhyb konsolového pásu zatíženého 
osamělou silou. 

(Použitý superposiční postup je schematicky znázorněn na obr. 4.) 
Výhodou takto prováděného superposičního řešení je, že poměrně složitou pruž-

nostní úlohu rozkládá na dvě úlohy podstatně jednodušší (popsané body 1 a 3), 
z nichž první byla již obecně vyřešena A. NÁDAIEM [10], [11], který též uvádí způsob 
číselného zpracování výsledků. 

Následující řešení rozdělíme podle shora uvedených bodů. 

Ad 1. Průhyb oboustranně vetknutého pásu zatíženého osamělou silou P v bodě 
(x = č", y = 0) vyjadřuje Nádai vzorci, které pro pás šířky 2a a souřadný systém zná
zorněný na obr. 2 mají tvar 

(i) 

kde 

(2) 

>* + w** 

2Pa2 " 
ПЪD л = l , 2 , 3 , 

-rniy/la i miy\ . 
1 H ) sin nn 

2a J 
( y Ž - 0 ) , 

1 c 
- + — 
2 2a 

sm nҡ 
1 x 
- + — 
2 2a 

udává průhyb pásu prostě podepřeného na okrajích x = + a a zatíženého silou P. 
Průhyb je tímto vzorcem definován pouze v oblasti y g: 0, avšak vzhledem k symetrii 
podle osy x stačí se omezit na tuto polovinu pásu — zde i v dalších výpočtech. 

Druhá část pravé strany rov. (1) je vyjádřena vzorcem 

(3) 
Pa2 •»oo õ 

• — < 

, ac ' 
cosh — 

2a ô 
r — 1 

, ax 
cosh 

2a 

ҡD . 0 дa cosh — 
2 J 

дa cosh — 
2 J 

cosh a + 1 

sinh a + a + 

ð 
+ — -i 

дa 

. ac" 
smh — 

2a д 
> — < 

" . л ax 
smh — 

2a 

SJПh — 

l 2 J 
дa sinһ — 

2 J 

cosh a — 1 

sinh a — a 
cos 

ay da 

2a a 

Tento výraz definuje funkci w** v celé oblasti — a :g 3č ^ a, — oo< y <oo a značí 
průhyb pásu prostě podepřeného, zatíženého na obou okrajích ohybovými momenty 
mx, jejichž velikost je určena tak, aby pro x = ±a byla splněna podmínka 

õw* 

дx дx 

Dosadíme-li do vzorců (2) a (3) za c hodnotu (— c) dostaneme vztahy pro průhyb 
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pásu zatíženého v bodě x = — č9 y = 0. Jejich přičtením k výrazům (2) a (3) získá
váme vzorce pro průhyb pásu symetricky zatíženého dvěma stejně velikými silami P 

(4) 

a 

(5) wV 

vv> = - y n - I 
71 D и = 1,3 ,5 , 

e~
n^2a / nny\ nnc nnx 

I 1 H— - cos . cos 
n3 \ 2a I 2a 2a 

2a cosh a + 1 ay da 
. c o s — . — 

sinh a + a 2a a 

2PO2 

0 д(* 

. aO ' 
cosh 

2a 

a 
cosh — 

2 J 

<9 

дa 

cosћ — 

2-1 
7ГD 0 д(* 

. aO ' 
cosh 

2a 

a 
cosh — 

2 J 

<9 

дa 
cosh — 

2 J 

Ad 2. Ohybový moment mx určíme ze vzorce 

(6) 
fд2w д2w 

mv = — D + џ 
clx2 дy2 

Nejprve vypočítáme m**. Dosazením parciálních derivací rov. (5) do (6) dostáváme 

cosh a + 1 P Г ô 

Jo Soc 

cosh — 
2O 

27Î 

Г ô 

Jo Soc a 
cosћ — 

2 J 
sinh a + a 

cosh 

cosh 

ax 
2a 
— + a(l - /I) 

a 

д 

. ax" 
cosh — 

2 a 

дa 
cosh — 

2 J 

aУ л cos — da . 
2a 

Dosadíme-li do pravé strany této rovnice x = 0 a provedeme-li změnu integrační pro
měnné formální substitucí | a = a, dostáváme pro moment m** působící v osovém 
řezu x = 0 výraz 

(7) 

K * ] x = 0 

cosh — 
r°° я 

2тт 
a 
íЗa I cosћ a 

cosh a г . 4 , - 1 av , 
— [4 — 2a(l — ji) tgh aj cos — da . 
sinh 2a + 2a a 

Integrál v této rovnici představuje v intervalu — co < y < oo spojitou funkci proměnné 
y, takže označíme 

(7a) K * ] , = o=j**0')-
Pro moment m* dostáváme podobně po dosazení derivací funkce w* (rov. (2)) do 

(6) výraz 
-nny/2a 

< = - X -
П n=î , 3 , 5 , . . . П 

(1 + џ) + (1 - џ) nҡy 
2a 

nҡc nҡx 
cos . cos 2a 
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který pro x = 0 je 

P °° p 

(8) K*] i = 0 = ~ I -
7T n = l , 3 , 5 , . . . 

(1 +At) + (1 - A t ) — ^ c o s — -
2a J 2« 

a definuje opět nějakou funkci proměnné y 

(8a) [m*]-x=0 = f*(y). 

Pro další výpočty je nutné vyjádřit tuto funkci ve stejném tvaru jako je vyjádřena 
f**(y), tj. Fourierovým integrálem 

_ 2 Ґ 0 0 

я j o 
cos Åy áX (9) f*(y) 

Vnitřní integrál 
/»00 

/*(/?) cos Xfi dp = 

7C n=l,3,5,... n 2a J 0 [_ 

pomocí vzorců 

p°° v r°° 
e~vfi cos AjS d/5 = a J3ÉTV' 

Jo ^2 + v2 Jo 
kde 

f*(ß) cos Л/3 dß . 

f At) + (1 - A * ) — I c o s A j S d j S 

" cos Xß dß 
v2 -X2 

(X2 + v2) 2\2 ' 

přejde na 

(10) 

2O 

/*(£) cos ЛjS d/3 = - I cos vć . ^ V Ч Ł 
0 a п=i,з,5,... (vz + Яz) 2\2 

Součet řady na pravé straně poslední rovnice lze určit použitím vzorce, uvedeného 
KURATOU v práci [12] 

/(*) s 

! 

cosh 
2b 

8mя 

я 2 b n = 

. t mnx a 
sinh mn x 

b x . t \2 1— s i n h ^ 

2 cosһ mяö a 
2b 

X . яяx 
sm 

rŕ + 
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Nahradíme-li zde a hodnotou 2a a zavedeme-li označení 

X = mҡ 
2a 

dostáváme 

(11) 

I/J(X) 
1 f sinh Xx x . , , , S] 2X ^ v 

) 1— s m n %{ja — x)\ = — i_j 
2 cosh Xa (cosh Xa a ) a2 «=i,3,5,... (v2 + X2)2 sin vx , 

(0 S x ^ 2a) . 

Derivací tohoto vzorce obdržíme 

(12) 
a d\j/(x) 1 1 fa cosh/U 1 . , . , J 
— . — = <̂  i- - sinh X(a — x) — x cosh /(a — x) v = 2Я dx 4 cosh l a ( cosh Xa X 

I 
ľ 2\2 cos vx 

a integrací 

(13) 
aX Г 

ф(x) àx = -

a и=i,з,5,... (v2 + X2) 

a cosh Ax 1 . , , , v , ,, 
i— smh /i(a — x) + x cosh /(a — x) V = 

4 cosh Aa I cosh Aa A 
i 

E 
;.2 

cos vx . 
a n=iXs,... (v2 + X2)2 

Oba poslední vztahy jsou opět definovány pro O ^ x ^ 2a. 
Pravou stranu rov. (10) nyní vyjádříme pomocí vzorců (12) a (13), v nichž položíme 

x = c. Dostáváme tak 

cosh Xa 
(l-џ) 

a cosh Xc 

f*(ß) cos Xß áß 

— c cosh X (a — c) + (1 + џ) - sinh X(a — c) 
Å cosh Xa 

Funkcef*(y) definovaná vzorci (8a) a (8) je tedy určena Fourierovým integrálem 

c 

(14) f*(y) 

cosh a 

cosh a a 
cosh a ( 1 — (1 - џ) 

cos a — 
+ (1 + pi)- s inhaj 1 - - ) -

a V cij) cosh a 

+ 

da , 

v němž jsme místo X zavedli novou integrační proměnnou vztahem a = aX. 
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Celkový moment mx působící ve středním řezu x = 0 oboustranně vetknutého pásu 
symetricky zatíženého, který je dán součtem výrazů f*(y) + f**(y) = f(y), lze nyní 
pomocí vzorců (7) a (14) vyjádřit jednotným způsobem — integrálem 

*ý 
(15) Д.v) = f 

kde 

foo 
( \ ӣУ A 

ę(a) cos - - da , 
o a 

(16) ę(a) = (p*(a) + ę**(a) 

a dále 

\ 
ęҢa) = 1(1 - íí) 

cosh 

cosh a 
cosh a í 1 — 

Obr. 3. 

+ (1 + /z) - sinh a í 1 
a \ a 

1 
cosh a 

ç>**(a) = — 

(cosh ^ j 
cosh a 

5a 1 cosh a J sinh 2a + 2a 
[4 - 2a(l - џ) tgh a] . 

Po provedení naznačené derivace v poslední rovnici a po dosazení funkcí <p*(a) a 
<p**(a) do (16) a úpravě dostáváme 

a 1 - (1 — џ) a cosh (1 + џ) sinh ac — sinh a { 1 

(16a) ф(a) 

ac (1 — /L) — cosh a — (1 + /L) sinh a 
O 

a(sinh a . cosh a + a) 

Ad 3. Konsolový pás Šířky a znázorněný na obr. 3 je na volném okraji zatížen mo
mentem mx = — f(y), kde funkce f(y) je dána rov. (15). 

Jak známo (viz např. TIMOSHENKO [13]), je průhyb tenké desky, resp. pásu, určen 
takovým řešením biharmonické rovnice 

(17) 
ô4w . д^w ô^w 

+ 2 + = 0 , 
ôx4 дx2 дy2 õy4 

které vyhovuje příslušným (Kirchhoífovým) okrajovým podmínkám. Tyto v našem 
případě znějí: 

pro okraj x = a je 

(18) w = 0 
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pro okraj x — 0 je 

дw 

дx 
0 , 

_ íd2w d2w 
- D — + ix — 

VOx2 O>2 

Л.v) 

"ő3w _ ч Э3w 
— - + (2 - /i) — 
Obc3 őx ő y 2 _ 

0 

K těmto čtyřem podmínkám přistupují ještě podmínky další, vyjadřující, že průhyb 
pásu pro y ~»oo je nulový. Odtud a vzhledem k symetrii podle osy x a k podmínce 
dw/dy = 0 pro y = 0 lze řešení rov. (17) nalézt ve tvaru 

(19) w: -JTK-
, ax\ t ax / . , ax\ . , ax 

Ax + A2 — s cosh — + A3 + A4 — smh — 
a J a \ a J a 

ay 
cos — da . 

Veličiny Aí~A4r, nezávislé na x a y, určíme dosazením příslušných derivací rov. (19) 
do podmínek (18). Pro jejich určení tak dostáváme po úpravě soustavu čtyř lineárních 
rovnic 

A! + aA 2 + tgh a . A3 + a tgh a . A4 = 0 , 
Aз + (tgh a + a) A4 = 0 , 

Pa2 ę(a) 
2AЛ 

tgh a . A! + (a tgh a + 1) A2 + 

(1-A0-4-. + 

(1 + / , ) A 2 - ( 1 - j u ) A 3 

Řešením této soustavy obdržíme A! + A4 jako funkce a 

(1 + n) sinh2 a + (1 — fi) a Pa2 cp(a) 

2nD a2 

= 0 . 

(20) Aj = 
4 cosh2 a - (\ + /z)2 sinh2 a +(1 - /i)2 a2 2;rD a 2 

(1 + ii) sinh2 a . (a sinh a — cosh a) — 2a sinh a . cosh2 a 
— (1 — /L) a2 cosh a 

A2 = (\ - џ)~ 

Pa2 cp(a) 

' 2ҡD a2 

A -±±£c 

[(1 + /I) sinh a + a(l — ^u)cosh a] . 
. [4 cosh2 a - (1 + it)2 sinh2 a + (1 - LI)2 a2] 

2 cosh2 a — (1 + /i) sinh2 a Pa2 <p(a) 

4 cosh2 a - (1 + n)2 sinh2 a + (1 - /x)2 a2 2TTD a2 
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které dosadíme do rov. (19). Ta pak po úpravě zní 

« i - (1 — џ) a cosh (1 — џ) sinh — 
a a 

ax 

— SîIlҺ í 1 

Pa2 r 
w2 = 

2nD)0 

(1 — џ) — cosh a — (1 + џ) sinh a 
a 

4 cosh2 a - (1 + fi)2 sinh2 a + (1 - fi)2 a2 

ę(a) ay 
— — cos — da . 

Vidíme, že čitatel prvního zlomku integrandu má tvar totožný s čitatelem funkce 
cp(a). Použijeme-li pro funkci <p(a) definovanou výrazem (16a) označení cp(a, č), mů
žeme vzorec dále vyjádřit ve formě symetrické pro x a č, tj. 

(21) w2 

sinh a . cosh a + a _ Pa2 f00 

2nD J 0 4 cosh2 a - (1 + ß)2 sinh2 a + (1 - ß)2 a2 

ę(a, x) . ę(a, ë) 

^У A 

. cos — da . 

Ad 4. Průhyby konsoiového pásu zatíženého osamělou silou P v bodě (x = č, 
y = 0) (viz obr. 1) můžeme nyní snadno vypočítat, neboť jsou dány součtem již zjiš
těných průhybů. Je totiž 

(22) * . . . , * * í 

w = w\ + w 

Pro výpočet i pro tabelární vyjádření výsledků bude výhodné zavést bezrozměrné sou
řadnice \, t], l vztahy 

(23) 
x - y c y - = ţ, - = ц, - = C 
a a a 

a vzorec pro průhyb udávat ve tvaru 

(24) 
Pfl1 

w = — K{1, ц, 0 , 
D 

kde K(£, n, 0 je bezrozměrná funkce parametrů | , ?̂? Č (event. fi). Ve shodě se vzorcem 
(22) píšeme též 

(25) 
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Výrazy pro členy pravé strany této rovnice jsou určeny rovnicemi (4), (5) a (21), takže, 
upravíme-li je do konečného tvaru vhodného pro výpočet, máme 

(26) 

(27) 

kde 

a 

(28) 

kde 

4 °° P 

кì =Л I -
-rntrj/2 

TlЪ п = l , 3 , 5 , . . . П2 

nnn \ nnč nní 
1 H I . cos — - . cos 

#Г = -
1 /*00 , „ * * , 

7Г 

K?*(í).Kr(č) cos arç da , 
0 a(sinh 2a + 2a) 

K i *(y) ~ cosh ay . tgh a — y sinh ay , 

0 = I, 0 

K2 = 

K2(0 • K2(C) cos otrj da , 
71 Jo a3(sinh 2a + 2a) [4 cosh2 a — (1 + /i)2 sinh2 a + (1 — ji)2 a 2 ] 

K:2 = a(l — y) [(1 — li) OL cosh ay — (1 + //) sinh ay] — 
— sinh a(l — y). [(1 — /i) ay cosh a — (1 + fi) sinh a] , 

(y = U)-

Vidíme, že všechny poslední vzorce jsou symetrické pro | a 4', a proto musí pro určité 
hodnoty souřadnic £, .7, f platit 

(29) к(í, n, 0 = к(č, //, ä : 

což odpovídá Maxwellovu teorému o reciprocitě posuvů. Vzhledem k nekonečné 
délce pásu platí vztah (29) pro všechna n. 

2.1 ČÍSELNÝ VÝPOČET P R Ů H Y B Ů 

resp. hodnot K, jehož způsob (především numerická integrace) je popsán v práci [14], 
jsme provedli pro čtyři polohy zátézné síly určené hodnotami £ = 0; 0,25; 0,5; 0,75. 
Pro každý z těchto čtyř případů jsme vypočítali průhyby ve všech 24 bodech, jejichž 
poloha je určena kombinacemi souřadnic c, = 0; 0,25; 0,5; 0,75 a n = 0; 0,25; 0,5; 
1; 1,5; 2. Výsledky těchto výpočtů — hodnoty K — jsou přehledně sestaveny v tabulce 
1, některé výsledky jsou pak vyneseny graficky na obr. 4, 5 a 6. 

Při výpočtech v další části práce se ukázalo výhodným použití souřadného systému 
x, y, z, jehož počátek leží na vetknutém okraji pásu. Tento systém je znázorněn např. 
na obr. 7. Nutnost jednotného zpracování výsledků celé práce vyžaduje, aby i výsledky 
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Tabulka 1 

Průhyby tenkého konsolového pásu kon
stantní tloušťky 
řešení 

výsledky exaktního 

Pa" 
w = K. 

D 

Přehled hodnot K. 104 

(v závorce hodnoty uváděné Jaramillem) 

èЛ 

0,25 

0,5 

1,5 

1664,8 

(1669,5) i 

1496,8 

(1497,0) 

1208,9 

(1210,8) 
685,4 

(685,6) 

342,7 

(342,5) 

157A 
(157,5) 

»o 
r-
o* 

lO 

o" 

10 
<N 

o* 

ю 
r-
o" 
»o 
r-̂  

o" 

0,
75

; 
0

,5
 »o ~ 

<N 

o" 
«o 
i> 
o" 

lO 

o~ 
»o 
o" 4 

»o 
<N 

o 
»o 
o~ 

1010,2 494,9 138,6 705,0 374,7 110,8 241,9 86,36 
(1011,6) (507,7) (158,8) (700,6) (376,5) (123,5) (252,7) (86,58) 

935,6 463,3 130,0 639,7 342,1 101,9 212,6 72,45 
(936,5) (463,1) (130,2) (343,7) (74,2) 

775,4 387,8 108,4 531,6 275,5 81,0 158,3 50,23 
(775,1) (387,7) (108,5) (275,9) (65,9) 

441,0 219,7 60,26 289,7 146,9 40,7 76,49 22,0 
(438,9) (219,9) (60,16) (147,3) (36,9) 

218,3 106,5 28,14 140,2 68,82 18,3 33,54 8,85 
(218,7) (106,6) (28,2) (69,07) (17,3) 

98,5 47,4 12,76 63,3 31,35 8,59 15,63 4,46 

(99,3) (46,8) (12,06) (29,89) (4,52) 

53,06 
(53,47) 

32,8 

16,7 

6,3 

2,3 

1,9 

této kapitoly byly vyjádřeny ve shodě s výsledky ostatních kapitol. Docílíme toho 
substitucí 

x = a — x a podobně c = a — c . 

Stejně tak platí 
{ = 1 ~ l a C = 1 - l, 

jestliže bezrozměrné souřadnice C a C mají význam (analogicky s č a Č) 

c = 

Ve všech tabulkách a diagramech je pak použito souřadnic C, *?, C- Aby nedocházelo 
k nejasnostem, je na tab. I znázorněn souřadný systém platný pro všechny tabulky 
i grafy. 

V tabulce I a dalších je využito totožnosti (29), a to v tom smyslu, že pro dané 
C, rj, C je vždy uvedena pouze jedna z hodnot K(C, rj, C), K(C, *?, €)• Uvedené hodnoty 
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K jsou vypočítány pro Poissonův poměr /L = 0,3. Funkce K2 a tedy i K je na rozdíl od 
Ki a K** funkcí /i, což je způsobeno odlišným charakterem okrajových podmínek; 
avšak je možno se přesvědčit, že i pro hodnoty jit dosti odlišné od jn = 0,3 je změna K 
prakticky zanedbatelná. 

; wi - w4• • Wj 

W шWń * w2 

Obr. 4. Deformace řezu r\ - 0 pásu konstantní tloušťky (pro C = 0,5) schéma superposičního 
řešení. 
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V obdobné tabulce, avšak pouze pro dvě polohy zátěžné síly (( = 1, ( = 0,75) 
uvádí Jaramillo [6] hodnoty w : (Pa2/nD), které určil rovněž pro \i = 0,3. Abychom 
měli možnost přímého porovnání, jsou tyto hodnoty (ovšem dělené TI) uvedeny v zá
vorkách vždy u odpovídajících, námi určených hodnot K. Jak je patrno, ve většině 
případů je shoda jeho a našich výsledků velice dobrá, kdy rozdíly jsou často menší než 
0,1% uváděných hodnot, avšak na druhé straně je celá řada hodnot uváděných Jara-
millem spočítána se značnou chybou. Již z pouhého porovnání výsledků je jasné, že 
výpočtový postup citované práce je správný, avšak náročnému číselnému výpočtu ne
byla věnována náležitá péče. 

Abychom si učinili obraz o velikosti jednotlivých složek průhybů, jejichž super
posicí jsme obdrželi výsledné řešení, jsou jako příklad na obr. 4 znázorněny v určitém 
měřítku průhybové čáry w*, w**, wu w2 a w středního příčného řezu rj = 0 pro sílu 

Obr. 5a. 
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Obr. 5c. 

ĽL í =0,75 {=0,5 ^ l 

Obr. 5. Pruhy by pásu 

Obr. 5d. 

konstantní tloušťky - w =- (Pa2/D) K; plně . . . exaktní řešení, čárko

vaně . . • variační řešení. 
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působící v bodě C = 0,5. Obrázek je přitom upraven tak, že znázorňuje schematicky 
postup superposice. 

Na základě hodnot K uváděných v tab. I jsou v diagramech na obr. 5 nakresleny 
průhybové čáry podélných řezů £, = 1; 0,75; 0,5; 0,25 konsolového pásu, a to po
stupně pro všechny čtyři polohy zátěžné síly. Podobně na obr. 6 jsou pro stejná zatí
žení znázorněny deformace dvou řezů příčných — rj = 0 a r\ = 0,5. Na vertikální osu 
těchto diagramů jsou vynášeny bezrozměrné veličiny K = w : (Pa2/D). 

Z výsledků této kapitoly je důležité připomenout, že průhyb pásu závisí na bez
rozměrných souřadnicích £ = xja a r\ = y/a, na relativní poloze zátěžné síly £ = c/a 

ţO,25 

<»Q5 

t>075 

K 

0,5 f 

í + 

Obr. 6. Deformace příčných řezů r\ 
Q a n = 0,5 pásu konstantní tloušťky. 
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a též na hodnotě Poissonova poměru jti. Pro pevné hodnoty c, n, £ a /i je pak průhyb 
přímo úměrný výrazu Pa2/D. 

Jak je nejlépe patrno z diagramů, největší průhyb je na ose symetrie, a to na volném 
okraji pásu. Se stoupající vzdáleností £ od vetknutého okraje roste i hodnota průhybu 
— při jakékoliv poloze zátěžnč síly. Ve směru podélném — rj — průhyb pásu velmi 
rychle doznívá a pro hodnoty rj > 2 je již tak malý, že jej prakticky můžeme za
nedbat. 

3.0 PRŮHYBY KONSOLOVÉI-IO PÁSU P R O M Ě N N É TLOUŠŤKY 

V této kapitole odvodíme vztahy pro výpočet pásu (obr. 7), jehož tloušťka je ve 
směru příčném proměnná, tj. h = h(x) a provedeme číselný výpočet pro speciální 
případ — pás lichoběžníkového průřezu zatížený silou P v obecném bodě. Předpoklá
dáme opět, že tloušťka pásu je malá proti jeho šířce, takže pás můžeme pokládat za 
tenký a při výpočtu vycházet 
z teorie tenkých desek. ^ y^ 

Exaktní řešení napjatosti a de
formací desky proměnné tloušťky 
je možné jen v některých zvlášt
ních případech, zpravidla pouze 
tam, kde řešení lze vhodnou sub
stitucí převést na řešení biharmo-
nické rovnice. V našem případě 
se musíme spokojit s řešením 
přibližným, založeným na některé 
energetické metodě. 
Zvolíme takovýto postup řešení: 
Průhyby pásu w vyjádříme řadou Obr. 7. 

(30) = YlCtwЛx,ý) (i= 1,2,3, ...,n), 

kde vv^x, y) je soustava konečného počtu n vhodně volených funkcí a Ci jsou kon
stanty, jejichž hodnotu určíme použitím Rayleigh-Ritzovy metody, tzn. řešením sou
stavy rovnic 

dU 

dC, 
(31) 0 (( = 1,2,. . . , н ) . 

Symbolem 17 je označena úhrnná potenciální energie soustavy, která podle [15] je 
dána součtem 

(32) П u w, 
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v němž U — potenciální energie napjatosti pásu — je 

(32a) 

D(x) U=Л 
1 

w 
^dy2) +2pl8x2 8y2 + 2 ( 1 M \ , 

' dx dy 
0 J 0 

a W— potenciální energie vnějších sil — je v případě zatížení jedinou silou rovna 

(33) W = P w(c, 0) . 

Funkce w,(x, y) volíme ve tvaru součinů dvou funkcí 

(34) wfa,y)=Hx)g><y), 

které musí vyhovovat některým podmínkám, aby totiž soustava (30) mohla co nejlépe 
vyjádřit průhyb desky. 

Jak známo — viz např. PONOMAREV [16] — okrajové podmínky v pružných sousta
vách se zpravidla dělí na geometrické a silové. Pod pojmem geometrické se rozumějí 
ty, které vyjadřují posuvy ať lineární nebo úhlové; jako silové jsou pak označovány 
podmínky, které jsou definovány momenty a smykovými silami. Při řešení úloh 
Ritzovou metodou není nutné vyhovět všem okrajovým podmínkám. Obvykle stačí 
vyhovět geometrickým. 

Za fi(x) volíme tedy takové funkce, které pro x = 0 splňují podmínky f^x) = 
= fl(x) = 0. Kromě toho budeme vyžadovat, aby v intervalu 0 < x < a byly spojité 
nejen funkce samotné, ale i jejich derivace alespoň do druhého řádu (tento požadavek, 
jak snadno nahlédneme, odpovídá charakteru zatížení, kdy nepůsobí žádná vnější 
silová dvojice). Zvoleným f(x) pak přiřadíme příslušné funkce gt(y), které určíme 
minimalisací deformační energie pásu, tzn., že funkce gt(y) nalezneme jako extremály 
funkcionálu U(wt). Vycházíme tedy z představy, že pro předepsaný průhyb f(x) v řezu 
y = 0 určíme takovou funkci gt(y), aby pro součinf(x) gt(y) byla deformační energie 
minimální. 

Na základě uvedené metody odvodíme nyní konkrétní postup, jehož dále použijeme 
pro výpočet dvou případů — pásu konstantní tloušťky a pásu lichoběžníkového prů
řezu. Výsledky prvního případu nám poslouží k ověření správnosti použité metody, 
neboť máme možnost porovnat je s výsledky exaktního řešení provedeného v před
cházející kapitole. Na základě takového srovnání budeme moci odhadnout, do jaké 
míry může provedené přibližné řešení vystihnout skutečnost i v případě druhém. 
Řešení druhého případu pak je vlastním cílem této kapitoly. 

Pro zjednodušení zápisu zavedeme opět bezrozměrné souřadnice £, rj, £. 
Funkce vvť pak vyjádříme ve tvaru 

wť(Č, n) = ki <Pi(0 ýi{n) > 
kde ovšem konstanta k,- může být zcela libovolná, a proto ji položíme rovnu 1. Máme 
pak 

(35) W | ( í , ti) = (pfá ýfy) . 
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Dále si postavíme podmínku, aby pro £ = 1, q = 0, bylo wi = 1 a rpf = 1, což bude 
výhodné při numerických výpočtech, takže při volbě <?,(£) musí být celkem splněny 
okrajové podmínky 

(36) 
pro £ = 0 

<př(Č) = 1 pro ( = 1 . 

Výběr vhodných funkcí (pt(C) může usnadnit jistá analogie s nosníkem, takže za 
(Pi(č) je možno brát průhybové čáry konsolového nosníku. 

Ke každé zvolené funkci (Pi(č) přiřadíme tu funkci i//^), která činí energii napja
tosti U(WÍ) minimální. Dosadíme proto výraz (35) do rov. (32a), která v bezrozměr
ných souřadnicích, vyjádříme-li dále ohybovou tuhost tvarem 

D(Ç) = DoX(ţ), 

Dn 

Ehl 
12(1 - џ2) 

(37) 

kde 

je 

(38) 

u(w,) = ^ T í\(i)[<p';2(0<p2M + *?({)r-in) + 2nq>mCPÍ(0VMUn) + 

+ 2(1 - fi) ríXo r-m dč dn . 

Vzhledem k symetrii pásu podle osy x se při výpočtech můžeme omezit pouze na 
jednu polovinu pásu — dejme tomu na tu, která odpovídá hodnotám ^ = 0. Proto již 
i ve vzorci (38) integrujeme v mezích 0 ^ ^ < ao a, vzorec tak vlastně vyjadřuje dvoj
násobnou energii jedné poloviny pásu. 

Pravou stranu rovnice (38) můžeme poněkud zjednodušit, uvážíme-li, že i/̂ Ol) musí 
vyhovovat podmínkám 

(39) Ф(n) = o 

Ф'(n) = o 
pro tj 0 0 

Hn) = i 

4>'(n) = o 

(Poslední podmínka plyne ze symetrie.) 

Integrací per partes dostáváme 

o 

<p(n) r(n) dn = Hn) nn) 

pro ц = 0 . 

ф,2(ц) áц = Ф'\ц) àц , 
J o 
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takže 

(40) U(w.) = D°2 p O , , . tf(ri) + 2vi( ^(n) + «,, vVf^)] di,, 
a Jo 

kde jsme označili 

Z(0>?(í)dí 
*1 

(41) K..= yXQyK!;)^, con-
Jo „O 

v; i = Cx(t) [(i - /Í) </>;2© - /u <P,<O K Í O ] d č . 

Podmínkou pro extrém funkcionálu (40) je, že jeho první variace musí být rovna 
nule, tj. 

SUi = 0 . 

Jak známo, viz např. [16], tato podmínka bude splněna, jestliže funkce ýi(rj) bude 
vyhovovat Eulerově diferenciální rovnici daného variačního problému. V našem pří
padě je to rovnice 4. řádu s konstantními koeficienty 

(42) con •>'.» - 2v„ Viin) + KU tfffy) = 0 . 

Její obecný integrál je závislý na tvaru kořenů odpovídající charakteristické rovnice. 
Nebudeme se zabývat podrobným rozborem všech možných případů, které by přitom 
mohly nastat, a omezíme se na případ jediný, odpovídající hodnotě poměru 

(43) °^± > 1 . 

Jak je totiž možno se přesvědčit, všechny zvolené funkce (pfá) při dále uvedeném 
praktickém výpočtu průhybů splňují tuto nerovnost. 

V tom případě má charakteristická rovnice dva páry kořenů komplexně sdružených 
a obecný integrál rov. (42) je dán výrazem 

(44) \jji(ri) = Aie(ai + iPi)tl + Bie
(~ai+iPi)tl + C,c (a i" i / ř<) , f + Die

(~ai~ipi)\ 

kde koeficienty af, /?,- jsou určeny vztahy 

(45, 0,-J'JL / ' ( . + 7 5+ 

Konstanty AF-.-I>i určíme dosazením (44) do okrajových podmínek (39). Po jejich 
určení a po úpravě dostaneme výraz 

(46) il/i(rj) = e"a í ř ? (cos ]?# + a / sin /?# 
r i 
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který definuje funkci t/̂  pro všechna 77 ̂  0. Řešení pro ^ < 0 bychom dostali zá
měnou ^ = —}} na pravé straně této rovnice, avšak jak již bylo řečeno dříve, omezíme 
se na hodnoty ^ ^ 0. 

Tak jsme dospěli k výsledku, že náhradní funkce mají tvar 

(47) wŕ(C, П) = ę'Ш e'*"1 í cos ßfí + j sin ßл 
r i 

Po určení tvaru funkcí wt(^ n) můžeme nyní vyšetřit tvar průhybové plochy 
w(£, r/) pásu zatíženého osamělou silou P, tzn. určit hodnoty konstant Ct ve vzorci 
(30), který přepíšeme do tvaru 

(48) v(c, n) = I ct q>&) xjj{n). 

Pro jejich určení máme soustavu n rovnic (31). Vyjádříme-li H ve tvaru (32) až (33) 
a dosadíme-li za w podle (48) a za D(x) výraz (37), mají rovnice této soustavy tvar 

m Џ.УЬЪ. 
дCi a 7=1 

X(o wm <p'm *{n)<pM) + p(i - úvuwm -

- n(H0"M0 + <P7(É) HO)] • 
. ^(n) Vin) + <?;(C) ÍP/C) VAn) VM)} dC di, - p<p;(c) = o, 

(i, j = 1,2,3, ...,n). 

Zavedeme-li analogicky jako u rov. (41) označení 

(50) x(0<Pm<P"Á0àt;, шy x{Z)<Pté)<p/.Z)dZ, 

m (1 - џ) ęfâ ę'j(í) - ^ (9i(0 ę'Џ) + ę'm <pfâ) dC, 

lze rov. (49) přepsat do tvaru 

j = n лoo p 2 

(51) Z Cj {KІJ фi(ц) фj(ц) + 2v y tøtø) «/ (ч) + ш y ФM Ф"j(n)} dц = — ^ ( í ) , 
1-i Jo 2D0 

resp. 

(51a) 
j = n 

Z c1 4 /CÜ 
j=l 

Фi(ч)Фj(ч)&Ц + 2v0. VлCг) ̂ fa)d /? + æu Ф"Ы Ф'Ы ái\ = 

Pa2 

2Do 
<PІ(Q. 

Tři integrály stojící na levé straně rovnice (51a) můžeme snadno vyjádřit díky jednotné 
stavbě funkcí ^/(/l) určené vzorcem (46). 
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Je možno psát 

(52) 

í 
, , , _ OLi _ a.- oíiOC: 

ÚiW; Qf] = J c c . H L.f, H ' J r S H JSS, 5 

•' p f
 l J j 8 ; i J č^. l i 

W d , - < « ? + fflW + « / w 
o FiH ; 

V;V; d./ = (a2 + /?,) (a2 + /32) f JCiCj - £ J. |C, - % J c , f + ^ J ßi ßj J ßißj ' J 

kde symboly J značí následující integrály 

(53) j C i C j = r e -<«'+«^ 

a( + a, 

cos 
o Ű ^ * Г aí + a i 
Д^ . cos p.-^ d// = - =-

^ ' 2 L(a ( + a,)2 + (/Зí + i8,) 
+ 

(a, + a,)2 + (0, - /3,)2. 

JSjC. = e-(«'+«j)" sin /3(Í/ . cos JS,»/ dí? = gj + ßj 
.(a, + a,)2 + (/?, + /З,)2 + 

(«, + a,)2 + (/3; - ,3,)2J 

C / S ; 
" -C+^)- c o s ß sin я d = I [ ft. + i 

ľj' 2L(ař + a,)2 + (/Зj + )8,)2 

gj - gj ] 
(«, + a,)2 + (ß, - ßjf] ' 

' . * = -(«i + aj)Ч sin jSf.7 . sin ßyrç árj = 
Jo 

+ 

a f + QCj 

(a t + a,-)2 + (ßi + /Q 2 + 
<Xj + <*, 

(«, + a j) 2 + (ßi - ßf 

3.1 PRŮHYBY PÁSU KONSTANTNÍ TLOUŠŤKY 

Pro h = konst. je i D = konst., takže funkce x(0 definovaná vzorcem (37) je 
X — 1. Tím se některé z odvozených vzorců poněkud zjednoduší. Výpočet provedeme 
pro hodnotu Poissonova poměru JI = 0,3. 

Za funkce (Pi(£) volíme mnohočleny vyhovující podmínkám (36).1) Využíváme 
přitom analogie s nosníkem, tzn., že funkce (pt(^) pokládáme za průhybové čáry 

1 ) Je jisté, že numerický výpočet by se značně zjednodušil, kdyby funkce <Pi(Š) byly ortogonální. 
Bohužel však se nám nepodařilo nalézt systém takových ortogonálních funkcí, které by vyhovo
valy podmínkám (36). 
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konsolového nosníku zatíženého spojitým nebo osamělým břemenem, ne však silovou 
dvojicí. 

Výpočet provedeme pro čtyři polohy zátěžné síly P určené souřadnicemi rj = 0, 
C = 4, \> 4- V První z funkcí — (p1 — volíme tak, aby odpovídala průhybové čáře 
prismatického nosníku zatíženého silou P v bodě £, = C, jak je znázorněno na obr. 8. 
Tzn., že v úseku I — (0 ^ £ :g C) je dána výrazem 

(54a) <P\(S, 0 = 
Є(K - Q 
C2(з - 0 

kdežto v úseku II 

(54b) (p[% 0 = 

(C < í á 1) výrazem 

3 - C ' 

^(1^0-^005/. 

Obr. 8. 

Funkce jsou voleny tak, aby splňovaly podmínku <Pi(l, C) = V 
Další náhradní funkce volíme již nezávisle na C, a to tak, aby odpovídaly průhybo-

vým čarám nosníku ohýbaného spojitým zatížením, určeným parabolou (i — 2)-ho 
stupně, tj. zatížením tvaru konst.. (1 — š)l~2, kde postupně volíme i = 2, 3, ... 
Funkce <př(£) mají tedy tvar 

(55) 

takže je 

«Ыí) = 
1 

0 + i) 
[ ( i - o i + 2 - o + 2 ) ( i - a + o + i)]> 

ę2(ç) = |[(1 - 0 4 

^з(í) = Я(l - 0 5 

4(1 - {) + 3] , 

5(1 - Ç) + 4] . 

Je pochopitelné, že připojením každé další funkce rychle vzrůstá práce potřebná 
k řešení daného problému, a proto se omezíme pouze na čtyři první náhradní funkce, 
kdy pro každou ze čtyř poloh síly P použijeme příslušnou (p^š, C) a tři další funkce 
(pi(Q pro i = 2, 3, 4. Ke každé takto zvolené funkci (pi(č) nalezneme dále funkci 
il/i(ri) ve tvaru (46). Koeficienty af a f}i9 které určíme pomocí vzorců (45), jsou pře
hledně sestaveny v následující tabulce: 

i ц 

0,25 

1 0,5 

0,75 

1 
2 

3 

4 

1,861 

1,786 

1,802 

1,837 

1,792 

1,782 

1,787 

1,046 

0,722 

0,527 

0,439 

0,564 

0,675 

0,765 
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Dosazením hodnot af a /?f do rov. (51) a pomocí (52) a (53) dostaneme pro každou 
polohu síly P (pro každé C) soustavu čtyř rovnic pro určení čtyř konstant Cx(Q~r C4(C)-
Jejich vyřešením dostáváme hodnoty konstant, uvedené v další tabulce: 

c C!(0/(Pa2/D) C2(С)/(Pa2/D) 

0,25 

0,5 

0,75 

1,0 

0,03823 

0,11614 

0,17059 

0,19893 

-0,03834 

0,05731 

-0,12075 

-0,05050 

C3(ţ)ҚPa2ІD) 

0,10207 
-0,25174 

0,02774 
-0,02432 

C4(C)l(Pa2ІD) 

-0,08792 
0,12880 
0,02422 
0,03787 

Takovým způsobem je zcela popsán průhyb pásu h = konst. Vyjádříme-li jej ve 
formě, které jsme použili k vyjádření průhybů v odstavci 2.0, tj. 

W{Ln,í) = ~.m,n,Q, 

je funkce K(£, rj, Q určena vztahem 

(56) K(t, n, 0 = c.(c) 9i(i, 0 Wi, 0 + ' l C(0 <*><£) M ) • 
i = 2 

Hodnoty funkce K byly vypočteny pro všechny možné kombinace těchto souřadnic: 
£ C = 0,25; 0,5; 0,75; 1, ,7 = 0; 0,25; 0,5; 0,75; 1; 1,5; 2. Jak vyplývá z podstaty pro
vedeného přibližného řešení, vypočtené hodnoty K vyhovovaly podmínce (29) vy
jadřující Maxwellův teorém pouze přibližně, avšak rozdíly mezi příslušnými hodno
tami K(£, rj, C) a K(C, rj, C) nebyly zásadního charakteru. Je pravděpodobné, že sku
tečný průhyb pásu lépe vystihne nějaká hodnota K ležící mezi K(£, rj, C) a K(C, 77, £)• 
Proto v přehledu hodnot K — v tab. Ha — jsou vždy pro určité hodnoty souřadnic 
C, rj a C uvedeny střední hodnoty, tj. 

(57) К = 
щ, ц, 0 + Щ, ц, 0 

Pomocí tabulky Ha jsou pak na diagramech (obr. 5) vyneseny čárkovaně křivky, 
jejichž význam je shodný s významem křivek plně vytažených, tzn., že znázorňují 
v určitém měřítku průhybové čáry podélných řezů pásu. Plně vytažené křivky jsou 
výsledkem exaktního řešení průhybů tenkého pásu, a proto ze vzájemné polohy obou 
systémů křivek můžeme soudit na přesnost provedeného variačního výpočtu. Z dia
gramů je zřejmé, že přesnost provedeného řešení je pro praktické účely zcela vyho
vující. 

Na základě tohoto porovnání můžeme plným právem očekávat, že přibližný vý-
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počet průhybů lichoběžníkového pásu, provedený obdobným způsobem jako výpočet 
pásu konstantní tloušťky, bude též s dostatečnou přesností aproximovat průhyb sku
tečný. 

3.2 KONSOLOVÝ PÁS LICHOBĚŽNÍKOVÉHO P R Ů Ř E Z U 

Při výpočtu průhybů pásu lichoběžníkového průřezu se omezíme na případ, kdy 
tloušťka pásu na volném okraji je ~ tloušťky ve vetknutí, jak je znázorněno na obr. 9. 
Tloušťka je tedy určena vzorcem 

(58) h(ţ) = h0(\ - И) 

kde v našem případě k = f. Proto funkce / 

Obг. 9. 

x(V) definovaná vzorcem (37) a použitá 
v dalších vztazích je 

X(í) = j-p - 2íf • 
Číselný výpočet je proveden opět pro \i = 0,3. 

Jak již bylo řečeno, dokonalost náhrady skutečných průhybů hodnotami zjiště
nými přibližným — variačním řešením, a stejně tak i pracnost řešení je značně ovliv
něna volbou funkcí (p^č). Proto využijeme při jejich volbě zkušeností získaných při 
výpočtu provedeném v odst. 3.1. Především již nebudeme volit pro každou polohu 
zátěžné síly zvláštní tvar funkce q>l9 ale všechny funkce (p{ vyjádříme vždy jen v jediném 
tvaru nezávislém na (. Tím značně klesne pracnost výpočtu. 

Při řešení pásu h = konst. se dále ukázalo nevýhodným, že průběhy funkcí (pfé) 
měly v zásadě stejný charakter, a proto jsme obdrželi hodnoty af vzájemně velmi blíz
ké. To vedlo k tomu, že i hodnoty stojící u konstant Ct v soustavě rovnic (51) se vzá
jemně odlišovaly velice nepatrně, takže výpočet bylo nutno provádět se značnou pečli
vostí, abychom hodnoty konstant určili dostatečně přesně. 

Při řešení lichoběžníkového pásu postupujeme proto při volbě funkcí (pfá) zcela 
jinak. Za (Pi(š) volíme co nejjednodušší funkci, která alespoň zhruba může vystihnout 
charakter pruhybu desky a vyhovuje přitom podmínkám (36), tj. kvadratickou para
bolu 

(59) V l(č) = e. 
Další funkce </>;(č) (i = 2, 3, ...) volíme ve tvaru mnohočlenů (i + 1)-ho stupně, je
jichž všechny kořeny jsou reálné. Podmínky (36) vyžadují, aby funkce (Pi(Q měly 
dvojný kořen v bodě č, = 0; pro ostatních (i — 1) kořenů klademe podmínku, aby 
všechny byly jednoduché a dělily interval (0, 1) na i stejných dílů. Tím jsou funkce 
(Pi(Š) jednoznačně definovány. Při výpočtu se opět omezíme na první čtyři, které jsou 

(59a) ^(0 = e , 
<Pl(ř) = e(it- o , 
cp3(£,) = e(K- 1) (3€ - 2), 
«c4(É) = É2(4É - 1) (4£ - 2) (4É - 3 ) . 
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Funkce cpfé) splňují nerovnost (43), takže jim přidružené tAiOl) budou mít tvar 
určený vzorcem (46), a přísluší jim tyto hodnoty at- a pt 

(60) oti = 2,657 , 
a2 = 4,462 , 
a3 = 6,604 , 
OÍ4 = 9,012 , 

ßi = 1,234, 
ßг = L765 , 
ßъ = 2,722 , 
ß4 = 4,001 . 

Z velikosti hodnot ař- vyplývá, že se vzrůstajícím i funkce wfá, rj) velmi rychle dozní
vají v podélném směru (obsahují součinitel e~~ait]). Proto na síť funkcí wfá, rj) můžeme 
nahlížet tak, že zatímco w\ má význam jakési funkce základní, ostatní — w2, vv3, 
vystupují jako její korekční členy. Je zřejmé, že záleží především na volbě této zá
kladní funkce, do jaké míry uvedeným přibližným řešením vystihneme skutečnost. Jak 
ukážeme dále, v daném případě je volba w1 jako funkce základní vcelku vyhovující. 

Jak jsme předpokládali, provedená volba funkcí cpfé) výpočet značně usnadňuje, 
neboť výsledné konstanty dostáváme s přesností řádově stejnou s jakou provádíme 
celý výpočet. Prakticky to pro nás znamená, že v celém výpočtu se omezíme na čísla 
s maximálním počtem 5 platných míst na rozdíl od výpočtu předcházejícího (pás 
h = konst.), kde pro dosažení stejné přesnosti výsledků jsme museli počítat s čísly se 
7 — 8 platnými místy. 

Hodnoty konstant Q(C) jsme dostali řešením systému čtyř rovnic (51) vždy pro 
každou polohu zátěžné síly určenou souřadnicí £. Jsou uvedeny v následující tabulce: 

£ CćQҚPaҶDo) C2(ö/(Pa2/D0) C3(Є)/(Pa2/D0) C4(0/(Pa2/D0) 

0.25 

0,5 

0,75 

1 

+ 0,06372 

+ 0,18698 . 

+ 0,31920 

+ 0,45182 

-0,07663 

-0,08176 

+ 0,00545 

+ 0,10184 

+ 0,05894 

-0,01581 

-0,03159 

+ 0,04572 

-0,02053 

+ 0,02211 

-0,00627 

+ 0,02599 

V úlohách, kde není známo řešení exaktní, bývá velice nesnadné určit, jak „energe
tické" řešení vyjádřené lineární kombinací několika náhradních funkcí vystihuje sku
tečnost. Dokonalost aproximace lze posoudit zpravidla pouze podle konvergence po
sloupnosti výsledků získaných postupným přidáváním jednotlivých náhradních funkcí. 
Provádět podrobný rozbor dosažené přesnosti výsledků by v našem případě bylo velmi 
pracné, omezíme se proto jen na přidání ještě jedné náhradní funkce k dosavadním 
W l ?

 W2> W3 a W 4 -

Shora bylo již poukázáno na důležitost volby funkce „základní" a proto přidanou 
funkci, kterou označíme vv0, určíme tak, aby svým charakterem odpovídala představě 
takové základní funkce. Toho dosáhneme např. volbou 

<p0(0 = \m2 - 4Í + 6), 
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jak vyplývá z vypočítaných hodnot 

a0 = 2,644, p0 = 1,335, 

odpovídajících velikostí hodnotám OLÍ9 fiu uvedeným v rov. (60). Výpočtem podle 
uvedeného postupu získáme hodnoty konstant C0(C) + C4(C), které jsou sestaveny 
v přehlednou tabulku: 

0,25 
0,5 
0,75 
! 

|C0(С)/(Pa2/D0) 

0,06576 

0,05165 

0,11804 

0,38638 

Cx(0!(Pa2ІD0) C2(ţ)l(Pa2ІD0) Cъ(C)l(Pa2JD0) С4(î)/(/>a2/ö0) 

0,06390 ! 0,04618 ; 0,01594 | -0,01315 
0,02717 0,02347 0,01979 0,06154 
0,04958 -0,03946 0,00002 0,08390 
0,05555 0,04088 0,01721 0,03663 

Určením konstant Q(C) je úloha prakticky vyřešena a nyní již snadno vypočítáme 
hodnoty průhybů w pomocí vzorce (48). Podobně jako v předcházejících odstavcích 
zavedeme bezrozměrné veličiny Kz(£, rj, C) (indexem l vyjadřujeme, že hodnoty Kx pří
sluší lichoběžníkovému pásu) vztahem 

к,(í, n, 0 = w(č, ц, 0 
Pa2 

Hodnoty K, by měly i v uvažovaném případě vyhovovat Maxwellovu teorému (29), 
avšak stejně jako u pásu h = konst.,není vzhledem k přibližnosti řešení tato rovnost 
v některých bodech splněna. Proto opět za směrodatné budeme brát hodnoty střední 

m, n, 0 + K,(C, n, 0 

Tyto jsme vypočítali jak pro řešení vyjádřené pomocí čtyř funkcí wh tak i pro řešení 
vyjádřené 5 funkcemi, a shoda hodnot v obou těchto případech byla velmi dobrá. 
Lze tedy soudit, že i aproximace skutečného průhybu bude vyhovLijící. Dokonalejší 
aproximaci můžeme očekávat od druhého případu, a proto průhyb tenkého lichoběž
níkového pásu vyjádříme hodnotami Kt získanými na základě hodnost C,(C) uvádě
ných v poslední tabulce a příslušných 5 funkcí w0~wA. Takto vypočítané hodnoty Kf 

jsou pak uvedeny v tabulce 2b pro tatáž C, n, C, pro něž je vyjádřena funkce K v ta
bulce 2a. 
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Tabulka 2 

Průhyby konsolového pásu — výsledky přibližného řešení 

Pa2 

w =-- K 
D 

A) Pás konstantní tloušťky 

Přehled hodnot K. 10 4 

\ í , í 
n \ x 

1; 1 i;i i;ł i;ł Ҙ. ҙ 
4' 4 

3. 1 
4' 2 

3. 1 
4' 4 

ì. i 
2» 2 

ì. ì 
2' 4 

ì. ì 
4' 4 

0 1620 1019 504 140 691 366 108 223 74 34 
0,25 1486 934 458 125 633 332 97 202 66 31 
0,5 1215 764 370 96 517 269 75 161 49 24 
0,75 933 584 277 68 395 201 53 118 35 15 
1 646 427 199 45 287 143 33 82 23 2 
1,5 333 198 92 14 127 63 10 36 6 9 
2 155 93 36 6 60 25 4 11 1 

B) Pás lichoběžníkového průřezu 

Přehled hodnot K,.. 10 4 

\ f . c 
7] N . 

i; i i;ł i;i i;ł 3. 3 
4' 4 

3. 1 
4' 2 

3. 1 
4' 4 

1. ì 
2> 2 

ì. ì 
2' 4 

ì. i 
4' 4 

0 4634 2121 8234 1894 1329 605 143 355 103 52 
0,25 3481 1765 695 171 1086 507 128 289 88 38 
0,5 2109 1149 487. 129 699 338 96 188 59 21 
0,75 1169 650 294 88 393 197 61 107 34 11 
1 601 333 157 53 200 102 34 55 18 5 
1,5 119 64 31 13 37 19 7 10 3 1 
2 19 8 4 2 3 1 1 1 0 0 

_ 

4. ZÁVĚR 

Průhyby konsolového pásu lichoběžníkového průřezu nebyly dosud řešeny ani 
teoreticky ani experimentálně. Jediným kritériem správnosti provedených výpočtů je 
tedy porovnání jejich výsledků s výsledky vlastního experimentu. Měřili jsme proto 
průhyby konsolového pásu zatíženého soustředěným břemenem, a to jednak pásu 
konstantní tloušťky, jednak pásu lichoběžníkového. 

Teoretické řešení bylo provedeno pro nekonečný pás. Při experimentálním ověření 
jej musíme nahradit deskou délky konečné, avšak takové, aby vliv okrajů neovlivňoval 
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průhyby v okolí zátěžné síly. Jak patrno z vypočtených hodnot průhybu, doznívá 
průhyb velmi rychle se zvětšujícím se rj; pro r\ §; 3 je prakticky zanedbatelný. Proto 
u obou modelů desek (vyrobených z organického skla) jsme se omezili na délku 

Obr. 10. Průhyby pásu konstantní tloušťky h — 3,8 mm zatíženého silou P = 10 kg v bodě 
£ = 075, plně . . . hodnoty změřené, čárkovaně . . . hodnoty vypočtené 

w [mm] 

Obr. 11. Průhyby lichoběžníkového pásu h0 = 5,5 mm zatíženého silou P = 10 kg v bodě £ = 
= 0,75; plně .. . hodnoty změřené, čárkovaně . . . hodnoty vypočtené. 
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2l = 6a. Obě měřené desky měly stejné půdorysné rozměry, a to: šířku a = 40 mm 
a délku 2/ = 240 mm. Přitom tloušťka první desky byla h = 3,8 mm, tloušťka druhé 
(ve vetknutí) h0 = 5,5 mm. 

Podrobný popis měřícího zařízení i výsledků poměrně rozsáhlého měření je obsažen 
v práci [14]. Zde pouze pro ilustraci je na obr. 10 a 11 znázorněno porovnání změře
ných a vypočtených hodnot průhybů obou desek, zatížených v bodě £ = 0,75 silou 
P --= 10 kg. 

Z porovnání výsledků vyplývá jednotná tendence: změřené hodnoty průhybů jsou 
poněkud větší než hodnoty vypočtené (zvláště u lichoběžníkové desky, jejíž tloušťka 
ve vetknutí je větší), avšak přitom tvar průhybových křivek podélných řezů je v obou 
případech prakticky shodný. Z toho lze soudit, že provedeným upnutím desek se ne
podařilo nahradit dokonalé (dokonale tuhé) vetknutí, které bylo jedním ze základních 
předpokladů výpočtu. Naproti tomu shodnost tvarů křivek změřených i vypočtených 
v zásadě potvrzuje správnost výpočtu. 
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Резюме 

УПРУГИЕ ПРОГИБЫ КОНСОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ, 

НАГРУЖЕННОЙ СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СИЛОЙ В ОБЩЕЙ ТОЧКЕ 

ЙОСЕФ ГЕРЖТ (1озеГ Неге) 

В статье производится расчет упругих прогибов тонкой консольной плас
тинки, имеющей форму бесконечно длинной полосы и нагруженной в общей 
точке силой, перпендикулярной к средочной плоскости пластинки. 

В первой части исследуется прогиб полосы постоянной толщины. Произво
дится точное решение, основанное на принципах теории тонких пласт инок, перво
начальными методами, использующими принцип суперпозиции. Его численные, 
подробно обработанные результаты позволяют оценить точность произведен
ного дальше „энергетического" решения прогибов полосы переменной толщи
ны. Это решение получено методом, представляющим собой комбинацию двух 
известных вариационных методов. По выведенным общим формулам решены 
два конкретных примера: прогибы полосы постоянной толщины, значения ко
торых сравниваются с результатами точного решения, причем получается хоро
шее совпадение, а затем прогибы полосы с трапециевидным сечением. 

Результаты произведенной экспериментальной проверки оказываются в хо
рошем совпадении с теоретическими результатами. 

Summary 

ELASTIC DEFORMATIONS OF A CANTILEVER PLATE 
LOADED BY A CONCENTRATED FORCE AT A GENERAL POINT 

JOSEF HERT 

The paper treats the determination of elastic deformations of a thin cantilever plate 
in the form of an infinite fiat strip, loaded at a general point by a force perpendicular 
to the central plane of the strip. 

The first part of the paper considers the deformation of a strip with constant thick
ness. The exact solution, based on the theory of thin plates, is obtained in a new manner 
using the principle of superposition. The detailed numerical results then make possible 
the evaluation of the subsequent "energetic" solution of a strip with a non-constant 
cross-section. This is obtained by a combination of two known variational methods. 
The general results are applied to two numerical examples: the deformation of a strip 
with constant thickness (these exhibit satisfactory agreement with the exact solution), 
and the deformation of a strip with trapezoidal cross-section. 

Experimental verification of these theoretical results was also obtained. 
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