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SVAZEK 8 (1963) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 3 

POZNÁMKA K HALPERINOVĚ METODĚ PROKLÁDÁNÍ PŘÍMKY, 
JSOU-LI OBĚ PROMĚNNÉ POZOROVÁNY S CHYBOU 

VÁCLAV FABIÁN 

(Došlo dne 16. března 1962.) 

Z Halperinových výsledků je odvozen simultánní intervalový odhad 
hodnot lineární funkce, jejíž parametry jsou odhadovány v experimentu, 
v němž pozorování funkčních hodnot i argumentů jsou zatížena náhodnými 
chybami. 

1. Úvod a shrnutí. Tento článek obsahuje menší doplněk k práci [1]. Matematicky 
jde o velmi jednoduchý výsledek, který autor uveřejňuje jen pro jeho praktickou uži­
tečnost a proto, že přes svou jednoduchost by patrně tvrzení i jeho důkaz nebyly samy 
o sobě zřejmé každému experimentátoru používajícímu Halperinovy metody. 

V článku [1] je studován problém odhadu neznámých parametrů a, /? lineární 
funkce r(u) = a + ftu na základě posloupnosti dvojic \xu yt], ..., [x„, j/„], kde každé 
y{ je odhadem funkční hodnoty r(ut) — a + put v jistém bodě ut. Číslo u ; je odhado­
váno hodnotou x{. 

Poznamenáme, že teorie regrese se obvykle zabývá případem, v němž je u ; = xh 

tj. v němž známe hodnoty nezávisle proměnné přesně. Obecnější problém (tzv. struk­
turální relace), do něhož spadá práce [1] a v němž se připouští chyba i v odhadu 
hodnot nezávislé proměnné, je v praxi častější, ale bohužel i obtížnější k řešení. 

Halperinova metoda je založena ještě na další posloupnosti zu z 2, ..., z„ odhadů 
hodnot uu u2, ..., u„, nezávislých na [xu y^, ..., [x„, y„~\. 

Předpoklady lze nyní shrnout takto: xh yh z ; jsou náhodné proměnné, jejichž oče­
kávané hodnoty splňují vztah Eyt — r(Ex;), Označíme-li y\i = y. — Ey>, ^-t = xi — 
— Exi, jsou [ í 1 ? ^/i], ..., [<̂ „, ř/„] vzájemně nezávislé identicky distribuované náhodné 
vektory s dvojrozměrným normálním rozložením pravděpodobností a jsou nezávislé 
na zuz2, . . . ,z„. 

Poznamenáme, že ve formálním vyjádření předpokladů se nevyskytuje požadavek, 
aby z, byly dobrými odhady hodnot Ext. Čím je však lépe tento požadavek splněn, 
tím užitečnější je odhad, který metoda poskytne; jsou-li z. špatnými odhady čísel Ext 

(Exř jsou přesné hodnoty nezávisle proměnné), může být odhad, který metoda dává, 
neužitečný (podrobněji viz [1]). 

197 



Symbolem Ea(/,,/2) označme nyní (1 — a)-kvantil E-rozložení s / . a / 2 stupni 
volnosti (tabelované např. v [2], tabulka 12) a položme R = 2Ey(2, n — 2)/(n — 2). 
Pišme formálně1) 

- l V 
ř! í = l 

" i^ i -(ž«.K í>) 
Sa,ř, = L(«. - a)(bt - 5) = ------- ------- - i - ( 

í = i n 

^a,b — Saz^bz + R(SazShz — Sab) ; 

dosazujíce za písmena a, b v předešlých dvou vztazích písmena x, y, z, dostaneme 
vztahy určující <PXX, (pxy, <Pyy, x, y, ž. 

Halperin ukázal, že s pravděpodobností 1 — y je 

(1.1) n(y - a - /ix)2 + í> x x(/i* - (í)2 ^ p*2<Pxx - 4>yy , 

kde 

(1.2) fi* = *„,/*„. 

Tento výsledek umožňuje simultánní odhad neznámých parametrů a a /?. Jak 
ukážeme, umožňuje též simultánní intervalový odhad všech hodnot r(u) funkce r. 

Označme symbolem r*(w) bodový odhad y + fi*(u — x) funkční hodnoty r(u) — 
= a + Pu a položme 

(i--) -K-) - 1 * " » ž , 4 > " ( * " + " ( u - mT'je_l1 *-> ° • 
i +oo jinak . 

Pak vztah 

(1.4) |r(tí) — r*(w)| S d(u) pro všechna u , 

plyne z (Li) a je tedy splněn s pravděpodobností aspoň 1 — y. 

Intervalovým odhadem je tedy pás mezi oběma funkcemi r*(w) — d(u) a r*(u) + 
+ d(u). 

2. Poznámka. Výsledek metody je neužitečný, je-li <t>xx % 0. Pravděpodobnost 
tohoto nežádoucího jevu je, zhruba řečeno, tím menší, čím jsou z ; lepšími odhady 
čísel Ex; (ve skutečnosti záleží jen na chování posloupností /; =- (z ; — a)jb, kde a a b 
jsou volena tak, aby Z7; — 0, El2 = 1; viz [ l]) . 

Bylo by ovšem prakticky velmi cenné, kdyby se podařilo metodu modifikovat 
(např. v sekvenční) tak, aby přinesla užitečné rozhodnutí vždy. 

) Vztahy jsou poněkud upraveny, aby skýtaly výhodnější návod pro výpočet. 
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Vztah pro <Pah na str. J98 má být 

0ah = S„SJSSX + R(SazSjSz2 - Sah); 



3. Důkaz. 

3.1. Toto pomocné tvrzení lze odvodit z prvé derivace pravé strany: Pro b > 0, 
a Z Oje 

(3.1.1) max [t + (a - bt2)"2] = J(^L±3\ . 
te(0.(a/bV>2) \J \ b ) 

3.2. Označme h(u) = r*(u) - r(u), t = \a + px - y\, A = (P*2<PXX - ®y^<Pxx, 
B = n!<Pxx. Z (1.1) plyne 

(3.2.1) (/i* - p)2 SA- Bt2 , 

aspoň je-li <PXX > 0, což můžeme zřejmě předpokládat, neboť případ $xx ^ 0 je 
triviální. Z (1.1) plyne také 

(3.2.2) 0 ^ / ^ (A/B)l/2 . 

Označíme-li A(u) = (u - x)2 A a B(u) - (u - x)2 B, plyne z (3.2.1) 

\P* - p\\u -x\ S(A(u)- B(u)t2Y'2 . 

Protože je \h(u)\ g \p* - ft\ \u - x\ + t, je dále 

\h(u)\ ^t + (A(u)-B(u)t2Y/2 ; 

odtud a z (3.1.1) a (3.2.2) dostáváme 

A(,)(1+BM)^A 
1 ' " B(«) Bl V ^ 

Odtud, z definic čísel /l, B, B(u) a ze vztahu (1.2) plyne (1.4) jednoduchou algebraic­
kou úpravou. 
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Резюме 

ЗАМЕЧАНИЕ К МЕТОДУ ГАЛПЕРИНА ПРОКЛАДЫВАНИЯ 
ПРЯМОЙ В СЛУЧАЕ, КОГДА ОБЕ ПЕРЕМЕННЫЕ 

НАБЛЮДАЮТСЯ С ПОГРЕШНОСТЬЮ 

ВАЦЛАВ ФАБИАН (укс\а\ РаЫап) 

Из результата Галперина (см. [1]) выведен симультанный доверительный 
интервал функциональных значений г(и) (для всех и) изучаемой линейной функ-
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WVL r. OueHKa flaHa cooTHouieHHeM (1.4), npmeM d(u) onpe^ejieHo B ( L 3 ) a r*(u) = 
= y + P*(u — x). OcTajibHtie CHMBOJIM HMBIOT TO 5Ke 3HaHeHHe, KaK B cTaTte [1], 

BepoaTHocTb co6biTHH (1.4) paBHa no KpaHHeii Mepe 1 — y. 

S u m m a r y 

NOTE ON HALPERIN'S METHOD OF FITTING STRAIGHT LINES 
WHEN BOTH VARIABLES ARE SUBJECT TO ERROR 

VACLAV FABIAN 

From Halperin's result (cf. [ l ]) there is derived a simultaneous interval estimate of 
the function values r(u) (for all u) of the considered linear function r. This estimate is 
given in (1.4) with d(u) defined by (1.3) and with r*(u) = y + fi*(u ~ x), other 
notation remaining as in [ l ] ; the probability that the event (1.4) will occur is at least 
1 - 7 -
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