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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY CfsLo 3

NAPETI V DESCE OSLABENE CTVERCOVOU MRIZI
KRUHOVYCH OTVORU

JAN DVORAK

(Doslo dne 24. fijna 1962.)

K fedeni dlohy napjatosti v perforované desce je pouzito theta-funkci a je
provedeno srovnani s jinymi postupy. Metoda je aplikovana na ptipad ustile-
ného teplotniho pnuti v okoli volnych otvort pfi druhé krajové podmince
vedeni tepla.

UvoD

Nekteré soucasti energetickych zafizeni maji tvar desky oslabené pravidelnou
miiZi kruhovych otvord. Jsou to napf. dna vymenikili tepla, kondensatory, opérné
desky vnitfniho zafizeni jadernych reaktord a jejich tlakovych nadob. Tyto Casti jsou
jednak zatiZeny vné&j§imi silami, jednak teplotnim pnutim. Vypocet koncentrace napéti
v okoli otvori v desce zatiZené silami leZicimi v jeji roviné byl obsahem fady praci.
V monografiich SAVINOVE [ 1] a NEUBEROVE [ 2] jsou uvedeny vypoéty prib&hu napéti
v okoli osamélych kruhovych .nebo eliptickych otvorli a otvord, jejichZ okraje jsou
zesileny elastickymi krouZky. Autofi se rovnéZ zabyvaji pfipady rozloZeni napéti
v okoli otvoru v desce z anizotropniho materialu, pruZné&-plastického okoli otvoru a
piipady ohybané a kroucené desky s otvorem. HowLaND a HUTTER [ 3], [4], [5] Fesili
tlohu desky oslabené fadou kruhovych otvorti. Vypoltem koncentrace napéti
v desce oslabené otvory, jeZ tvofi ¢tvercovou miiz pokryvajici celou jeji plochu se
zabyval Sarro [7].

V této préci je uloha, jiZ se zabyval Saito, feSena theta-funkcemi, které zjednodusuji
vypoclet a davaji prehledn&jsi vysledky.

V prvé kapitole je odvozena funkce napéti a je provedeno stru¢né srovnani s feSenim
pomoci trigonometrickych funkci v komplexni roviné.

Druha kapitola obsahuje ciselny pfiklad. Odvozeny postup je pouZit k ureni
stacionarniho teplotniho napéti v desce perforované ¢tvercovou miizi volnych kruho-
vych otvord. Pfedpoklada se, Ze deska je zhotovena z pruzného homogenniho iso-
tropniho materialu, Ze teplo o konstantni hustoté toku je pfivadéno okraji otvord,
a povrchem desky pri konstantnim souciniteli pfestupu je odvadéno. Je proveden
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vypocet teplotniho pole, nutny k odvozeni partikularniho feSeni teplotnich pnuti, dale
feSeni okrajové ulohy a koneéné &iselny pfiklad s diagramem pribéhu dvou slozek
normalného napéti ve dvou fezech desky.

1, RESEN{ ULOHY

Pfi vypodtu napjatosti postupoval Saito v podstaté tak, Ze sCital Airyho funkce
odpovidajici jednotlivym otvorlim. Jeho vzorce obsahuji sloZité dvojnasobné soudty.
Zjednodugeni je moZno dosahnout tim, Ze pouZijeme feSeni Hiitterova [5] pro desku
s fadou otvorll a séitAme pak Airyho funkei odpovidajici jednotlivym fadam otvord.
Pro desku s fadou otvorit o jednotkové rozteci a poloméru R < %, zatiZenou prostym
jednoosym tahem p rovnob&nym s osou (x), odvodili Howland a Hiitter tuto funkci

napéti (viz 3], [4], [5])")

. d? .
(1.1 U= £y2 + Re Jao lgsin nz + a, — logsinnz + ... +
2 L dz?
0 . 2 .
+ b,y —lgsinnz + by — Ig sin nz + ...%.
ay ay?

Zde ay, by (K =0, 1,...) jsou redlné konstanty, z = x + iy.

U desky s m¥Zi otvort je nutné volit Airyho funkei, davajici napéti se dvéma perio-
dami. ProtoZe sloZky napéti jsou tmérny druhym derivacim této funkce, stadi, kdyz
se Airyho funkce pfi vzristu argumentu o periodu sice zméni, ale pouze o linedrni
funkci proménnych x, y. Jako nejprostsi se nabizi superposice nekoneéné mnoha
pfedchozich fefeni s fadami otvort, posunutych o celistvé ndsobky druhé periody iw.
Pro ¢tvercové mfiZe, tj. pro w = I, na které se v daldsim omezime, dostaneme tedy

(1,2) U= gyz + Re {aon_z_m[!g sin n(z + in) — (gv —inz + nn) sign n] +
w dZ @
+a, Y Flg sinn(z + in) — ... + ib, 3, (¥ + n)[cotgn(z + in) + isignn] +
n=-—o00 {dAZ n=-o

0 02 . .
+iby Y (y + n) 6—2[cotg7r(z +in) + isignn] + ...},
n=—m Vv
Cleny sc sign n jsou linearnimi funkcemi z, které ve vztazich pro napéti vymizi; pfi-
. pojeny jsou zde proto, Ze zajisfuji konvergenci fad v (1,2). Reélna cast funkce
lg sin n(z + in) u faktor& a, ma ve sméru osy (x) periodu 1. Skutecn¥ plati

lgsinn(z + in + 1) = Igsina(z + in) + in.
Zméni-li s z 0 1, jednotlivi s¢itanci se budto nezm&ni, nebo zméni o konstantu (jako

napt. lg sin n(z + in) nebo inz sign n). Zméni-li se z o i {tj. y o 1), pfejdou pouze
séitanci s indexem n ve s¢itanci s indexem n + 1; pfebyt mohou pouze nékteré Cleny

1) O konstrukei funkei tohoto typu viz 162 MicHLIN [11].

181



s faktorem sign n, coZ jsou linearni funkce. ProtoZe pak, nabyva-li n postupné viech
hodnot celych &isel, plati totéZ o n + 1, nekonecné soudty se zaménou nna n + 1 ne-
zméni aZ na zmin&né piebyvajici linearni Cleny. Sestrojena Airyho funkce ma tedy
potfebné vlastnosti viici obéma periodam.

Dalsiho zjednoduseni vypoctu dosahneme, kdyZz misto soudtl trigonometrickych
funkci pouZzijeme theta-funkei. Theta-funkce maji celou mifZ nulovych bodd (na rozdil
od trigonometrickych funkci s Fadou nulovych bodii) a dovoluji proto uvaovat vie-
chny otvory soucasn¢ bez nutnosti s¢itani fad.

Konkrétng pouzijeme funkci?)

9,(z) = 2(h""*sin nz — h®*sin 3nz + h*'*sin Snz — ...),
kde
h=e"
Ziejmé plati
9z + 1) =— 94(z)
a

Ig84(z + 1) =1g 3(2) + in;

derivace funkce lg 9,(z) maji pak vii&i ose (x) periodu 1. Vzroste-li argument o i,
plati

9z +i)=- %e‘z""z 9(2) (viz [6])

Ig 91(2 + i) =lg 91(2’) + o+ i(n - 2nz) .

PFi zmén& argumentu o i vzroste Ig 9,(z) o linedrni funkci z; vechny derivace
Ig 9,(z) pocinaje druhou jsou pak periodické i vii¢i druhé periodé. Maji tedy funkce
1g 9,(z) a jeji derivace vlastnosti periodidnosti potfebné pro hledanou Airyho funkci.
Pro ¢tvercovou miiZ musi kromé poZadovanych vlastnosti dvojperiodiénosti byt &leny
funkce napéti Etvercové symetrické. Tato podminka je spinéna, jestliZe k 1g 3,(z) pfi-
&teme 3 . z%. Skutetné plati

Re l:lg 9,(z) + g 22:| = Re I:lg 94(iz) — g 22].

Dukaz. Zkoumejme funkci

B 9,(iz) g
f(Z) - \91(2) e%nsz .

Z vlastnosti theta-funkci plyne
$4(iz + i) g EmETLE g 2nz \Ql(iz) PR LAY ~ 9y(iz) P

fz+1) = =

91(zi+ ]) pintzt1)? 91(2) etn(3+2:+1) 91(2) JEETe

=f(2).
2) O definici a vlastnostech theta-funkci viz [6] nebo [8].
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Podobné

fz + i) = Si(iz ~ l)e_‘%ﬂ(zfi)z _ - \91(iz).e_%"‘22+2iz—f)l -
91(2 + I) 8711(:+x)2 _ L’_n. e~2mz‘91(2) 81‘7!(21+2!z—-1)
9,(iz) e *=*
= L = 1(2).

9,(z)

Je tedy f(z) eliptické s periodami I a i.

V piipadé ¢tvercové miize ma funkce 9,(z) kofeny stalé nasobnosti v bodech z =
=m+in (mn==1,+2, +3,..) a proto f(z) nema pdli ani nulovych bodi.
Elipticka funkce nemajici singularnich bodii je vSak konstanta. TudiZ f(z) = A,.
Hodnotu A, stanovime rozvojem f(z) vokoliz=20

. —ipz? —inz2 ., C c e
A — lim 9,(iz)e ¥ e ¥ (W *sininz —h®/*sin 3inz +h?¥* sin Sinz—...)
0 = —————— 2

Inz? Inz2 A . A
200 %y(z) ¥ 20 e (W% sin nz — h°/* sin 3nz + h*** sin 5z — ..)

s )2 'ZZ
e ¥inz {hm [1 _ (i) + ] — h%* [3 _ (Briz)” + ] +
_ 3 3t
+ h25/4 5 (5niz)2 + -
- T .
O gy {h”“ [l -~ @i‘ + :l — h%* ,:3 - _.ia_n‘z)j + :I +
3! 3!
)2
+hl:5~—(_§_ni). +J }
3!

Oznadime-li 9,(z) e¥™** = g(z), plyne piimo z definice funkce f(z), Ze

g(iz) = ig(z)

a dale
. .
Ig g(lz) = 15 + g g(z)

a tedy
Relgg(iz) = Relgg(z).

Z toho plyne, Ze funkce Ig 9(z) + ;n . z% rozvinuta v mocninnou fadu musi obsa-
* hovat pouze mocniny z dé€litelné ¢tyfmi; vlastnosti &tvercové symetrie maji tedy také
&tvrtd, osmé, dvanacta a dalsi derivace funkce Ig 9,(z) + %n . 22, jejichz ¥ad je déli-
telny Etyfmi.

Pfi konstrukei funkce napéti postupujeme dale takto: Na pfimkach a, b resp. a’, b’,
omezujicich libovolné pasy periodicity, zvolme dva body 4, B resp. A’, B’ se stejnymi
pofadnicemi resp. ordinatami a spojme tyto body spojitou kfivkou « resp. o', leZici
uplné v pasech periodicity a neprotinajici hranici pruzné oblasti (viz obr. 1).

PoZadujme, aby vyslednice sloZek napéti pisobicich v téchto Fezech byla nulova.
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Vyjadfeme hledanou funkci napéti U v komplexni roving Goursatovym tvarem
(1,3) U = Re {Z ¢(z) + x(2)},
kde ¢(z), x(z) jsou analytické funkce.

Predpokladejme, 7e ¢(z) = Az (4 = reilna konstanta) a

(z) =18 %4(2) + o(2)

g
| [ | p pricemZ Pofz) = ¢z* (¢ = komplexni konst).
a | Druhé derivace ¢q(z) podle x resp. pod-
1 le y predstavuje konstantni napéti o, nebo
5—* o,. Prva derivace funkce U v komplexni ro-
’i ving tedy je
! w ou  oU s —
: Ay @ oo Ti—= o(z) + zo'(z) + Y(2),
A a B X gy
_,/_\_/‘
a ‘ | kde
’ AR 5y = 942
L v(e) = =
R ] i Po dosazeni za ¢(z) a x(z) dostavame
ai b

U 30U g 4 1) gz

0x O_V 31(2)

Zkoumejme, jak se chova funkce 97(z)/94(z), roste-li z nade viechny meze.
Zméni-li se z o realnou periodu 1, je

Obr. 1.

lgdy(z + 1) =1g9,(z) + in
a prva derivace '
9i(z + 1) _%(2)
9,z + 1) 9(2)
Roste-li tedy realna ¢ast z, zistava prva derivace koneéna a je periodicka.
Vzroste-li z o libovolnou imaginarni periodu , je
1g 9,(z + it) = ni(l — 1) — 2miz + 1g 3,(2)
a prva derivace
9i(z +i1) _ 9(2)
94(z + i1) B 9,(2) -

funkce 91(z + iy)/9,(z + iy) roste pro |y| —co linearng a konstanta u |y| je
t|7| . i. Pro |y| = oo tedy plati

2ni

|

2n :

U Y 24i|y| - 2rily| _ 2¢iy|
dx dy 1:|
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a pro |x| = oo

iU, + iaij = 2Alxl + 2E]x|.
Jdx oy

Vzhledem k tomu, 7e je zapotfebi, aby sloZky tensoru napéti

2
a'anU:(2A—2ﬂ—2(?>,

dy T
32U

6, =" =24+ 28,
(')xZ .

byly pro |x| >0 resp. [y| -0 nulové, musi platit

AT g0,
K
24+ 20 = 0.
Odtud
q="
2[q|
a
_ n
E=c¢c=— —
27|
Pro &tvercovou miiZ o roztedi |t| = lje A =+ jmac =& =— im,

Podle (1,3) miZeme tedy funkci U vyjadfit ve tvaru
U =Relg [91(2) + ;:2] _

Je zfejmé, Ze &len Jn . r? neporuduje ani dvojperiodiénost ani étvercovou symetrii

T

2

r.

napéti.

Funkce 1g 9,(z) + 3n. 22 — 3n . r? maji v podatku singularity odpovidajici singu-
laritam funkce lg sin nz a piislu$nych derivaci a mohou proto pfi sestrojovéani funkce
napéti nastoupit misto u faktord a;.

Abychom dostali vyraz odpovidajici ¢lenu u b, v (1,2), utvofme funkci

1 9% z — z2 3z
(1,3a) 191(z) + z 94 )
4 9(z) 2 %4(2)
Tento vyraz je ve sméru redlné osy (x) periodicky s periodou 1. Dile plati vztahy
. ‘ Z i 9’
(1,4) il +_’,)- LG
Su(z + 1) 9(2)
81z + i) _ 9i(z) dni Si(i)
$.(z+ 1) 94(2) 9,(2)

L]

— 4n* .
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Dosadime-li do vyrazu (1,3a) z+ izaz, Z—iza Zz vidime, Ze s pouZitim vztahl
z —

. . . ous - z ., “r
(1,4) se vyraz(1,3a) zméni jen o linearni funkci. P¥itom souginitel u = ma v polat-
ku p6l prvého fadu, tak jako soutinitel u b, ve vyrazu (1,2).

Sama funkce (1,3a) ¢tvercovou symetril nema, nabyva ji vSak jeji druhd, Sestd,
desata atd. derivace, pokladame-li p¥i derivovani podle z Z za druhou nezavisle pro-
ménnou. Tak dospivame k Airyho funkci

4

P d
(L,5) U= Eyz + Re {ao []g 94(z) + g—z"‘ - grz:l + L I:lg 9:(2) +

Z4

22 T2 +...+bz~£ lgq(z)+nz—2.9;(z) +
2 2 dz? [ 4 %4(2) 2 942)

6 "y 5 9'(~
+176£~ 13—1(—‘—)+nz— Zi}‘—(“-) + o
dz® [ 4 9,(z) 2 9(2)

K urdeni konstant agy, by, (k =0,1,2,...) slouZi okrajové podminky. Tak
v pfipadé volnych otvord, kdy jde o prvou tlohu pruZnosti s pfedepsanym rozloZenim
napéti na hranici oblasti, je

arlr=R = 0’ TP(pIr=R =0.
Protoze
1oU 1 6%U o*U

= - — g, =—,

ror r? o °

0(1 (')U)
Trq::_:" . R
or\r do

musi na okraji otvoru o polomé&ru r = R platit U = konst, U /dr = 0.

Ur

2. PRIKLAD

V této kapitole pfedvedeme pouZiti theta-funkei pfi uréeni teplotniho napéti v per-
forované desce. Jak jiZ bylo popséano v ivodu, jde o stanoveni ustaleného teplotniho
pnuti v desce s ¢tvercovou mifZi kruhovych otvord, jejimiZ valcovymi povrchy je pfi-
vadéno teplo o konstantni hustotg toku a odvadéno obéma jejimi rovinnymi povrchy
pfi konstantnim soudiniteli pfestupu.

P¥i feSeni ulohy je pfedné nutno stanovit rozloZeni teploty; budeme uvaZovat jedno
pole, majici tvar ¢tvercové desky s kruhovym otvorem a tepeln€ isolovanym vnéj$im
obvodem.

Oznaéme proménny polomér r, uhel pritvodice ¢, primér otvoru 2b a stranu tverce
2a (viz obr. 2).

Zakladni rovnice ustilené¢ho vedeni tepla je

(2.1) AT — T =0.
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Zde 4 je Laplacetiv operator, T je teplotni rozdil mezi materiadlem desky a okolnim
prostfedim,
2 _ 2
A’

A je tepelna vodivost materialuy, ¢ je tloustka desky, « je soucinitel pFestupu.

Obr, 2.

Teplotni pole stanovme kombinaci Fefeni
(2,2) T(r, ¢) = Ty(r) + To(r, ) + Ta(r, @) + ...

Ty(r) je teplotni pole v nekonené desce s jednim kruhovym otvorem, T,(r, ¢) atd.
jsou teplotni pole korigujici pfedepsané okrajové podminky stfidavé na vnitfnim a
vnéj§im obrysu desky.
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RozloZeni teploty v okoli osamélého otvoru pii pfedepsané stalé hustoté tepelného
toku na okraji otvoru v nekone¢né desce je dano feSenim Besselovy rovnice
d®>T, 14T,
— + - -7 =0.
dr r dr
Jejim obecnym integralem je
T, = A Ky(&) + BI(8),
kde & = yr a Io(&) resp. Ko(¢) jsou Besselovy funkce prvého a druhého druhu ima-
gindrniho argumentu s indexem nula. ProtoZe se vzrlstajicim polomérem zlistava
teplota konecna, je B =0a

T, =4 Ko(f) .
ProtoZe na poloméru b ma byt
dT;
—at—Lt=q,
dr 1
je
.4
At Ky(B)
a
(2.3) T, =g Kol&
yit K,(B)

Zde B = yb; Ko(€), K,(&) jsou Besselovy funkce druhého druhu, imaginarniho argu-
mentu s indexem 0 a 1.
. “ N . oT .
RozloZeni teploty T; nespliiuje na obrysu ¢tverce podminku a—- = (0 a proto je
n

nutno pripojit vné &tverce tepelné zdroje, které by toto splnily alespoi pribliZng.
Umistéme na kruZnici o poloméru a\/ 2 (na obr. 2 garkovang) tepelné zdroje o hustots
tepelného toku

(2,4) q = Ko + K4 o840 + Kgco8 8¢ + ...
(¢tyFnasobky argumentu trigonometrickych funkei jsou voleny vzhledem k symetrii
C‘tverce).

Rota¢né nesymetrické rozloZeni teploty s odvodem tepla povrchem desky uréime
fesenim rovnice (2,1) pro T,. Jejim integralem s ohledem na (2,4) je

(2,5) Ty = ro Io(&) + 164 T4() cos 4p + Kg I5(¢) cos 8¢ + ...
Omezime-li se na prvé dva cleny fady (2,2), je
26

Ky - _ _
el e B+ R oste 4 st + ],

kde

Kn = Kp K,,(oc\/.'l) .
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Z podminky tepelné isolace vnéjsich obrysii &tverce stanovime konstanty x;
(i=0,4,8,...). Vezmeme-li do poctu prvé tfi Eleny Fady (2,4), je moZno splnit
podminku

oT 10T .
—cosp —--—sing =0
o & dp

ve tfech bodech poloviny strany étverce. Necht tyto body jsou pravidelné rozmistény
tak, jak je patrno na obr. 3. Jejich soufadnice jsou:

& = 10152, &, = 1,119, & = 1,300a,
L = 0,1653, ¢, =0464, ;= 0,6950.

Polozime-li prvé derivace T ve sméru normaly ke strang &tverce pro &, ¢, (i =
= 1, 2, 3) rovny nule, dostavaime soustavu rovnic pro «o, k4, Ks:

2.7)
Ko 14(&;) cos @; + Ky {I_I (&) + Is(& )] - cos 4, cos ¢; + 4 Ié

+Kg {; [1:(&) +1o(¢))] cos 8¢p; cos @; 48 I—S%‘)

&)

sin 4o, sin ¢ } +

sin 8¢, sin (pi} (&) cos @; .
Kl ﬁ) Ot\/

i

Pfi vypodtu napéti je vhodné rozloZit
tilohu na dvé &asti:

a) urcit partikularni integral (pfi-
slusné slozky napé&ti budou oznaceny
jednim pruhem);

b) fedit okrajovou alohu (slozky na-
péti budou oznacena dvéma pruhy).

Ad a): Zakladem fedeni jsou rovnice
rovnovahy

l
/
i

@+m%+, %o _ g

ar dp r S R
10_0—2 + (‘)’EW + 2t "-”
r dg ar r

=0,

z nichZ po dosazeni rovnic zavislosti napéti na pomérném prodlouZeni

(2,8) g, = 126 [e, + ve, — (1 + v)eT],
— v
o, = 26 VeT],
1 —
Tr([’ = ZGY"W
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a zavedenim termoelastického potencidlu y (viz [12]) formulemi

0 10

or r oo

dostavame diferencialni rovnici
a? 1 oy 1 6%y
(2,9) LI LY sy
a2 )
or ror  r?oe?
u, v jsou posuvy v radidlnim a teéném sméru, E, G modul pruZnosti, v Poissonovo

¢islo a & soudinitel tepelné roztaznosti.
Vzhledem k platnosti rovnice (2,1) je zfejmé, e partikularnim integralem rovnice

(2,9) je

(2,10) Y=+ T
Y
Protoze
LW _ P _u, w1y g o
or  ort’ r rde ror 2ot """ roe o r

je po dosazeni téchto vztahii soucasng s (2,10) do (2,8) a s ohledem na (2,9)
T 2
(2,11) =g (LT LOTY
coc & dg?

_ T _ 10T
J¢=—E85é5, -["P:—{—E 55( (3(p>

Na rozdil od poZadovanych volnych okrajii otvorii ndm toto feSeni dava pro & = g
nenulové slozky radialniho a smykového napéti. Provedeme-li se vztahem (2,6) ope-
race podle (2,11), dostivdme na vnitfnim okraji

(2’]2) 6r|rcb = f D4, COS 4n(p R Trtplr=b = i 4n sin 4”(/) ,
n=0 n=1
kde
(2.13) po = E2 [q _ M]
yAt | f B
- Ee 1 _l6L(B) 1
Pe == K \/2[ I5(B) 2t 25 5(/3)],
__Ee 6415(6)
Ps = "y Kt [ I5(B) - I r;(,B):',
L \/2[ o(B) + 146) _ u(xf)J,
At 2[3 ﬁz
[y = 8Ez a2 [ 2(B) + 14(B) Ig(ﬁ)]‘
28 B>
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Pro volné okraje pak mus{ platit
O+ Glecp =0, T + Thplemp = 0.

Ad b): Reseni okrajové tilohy. Zde pouZijeme vztahit odvozenych v kap. 1 a pone-
chame rovnéz tataZz oznadeni.

Re¥me tedy Gllohu nekone&né desky oslabené étvercovou mfiiZi kruhovych otvord
o poloméru R < % a rozteli 1, jejiz okraje jsou zatiZeny sloZkami radialniho a smyko-
vého napéti

(2.14) Or == 0ps Trp=— Trp-

Tyto slozky, jak je patrno z (2,12), tvofi rovnovaZnou soustavu sil a proto Airyho
funkce popisujici pfisludny stav napjatosti je dana vztahem
(2,15)
U= Re{ag|logd(z) + T Tylig 4 g 9,(z) + 222 = T2 4
’ R 2 Tz ! ) 2

2 ’”" P L 6 "~ = 5 Q/(
b, 4 [l‘glﬁ@wn“ﬁ“ﬂ)]njr b 2 [191(“)+n‘” 23‘5‘;J+...}.
1

*dz? |4 9,(z) 2 9y(2) dz®| 4 9,(z) 2 z

N A

V dal$im postupujeme tak, Ze rozvineme funkce u faktort ay a by, (k =0, 1,
2, ...) v mocninné fady proménné z. Tak plati:

~9n/4 -25n/4

Ig9,(z) =lg2 + lg[e” "™ *sinnz — e sin 3nz + e sin 57z — ...] =

3 5
= lg2 + ]g{e”"“[nz — Lz) + (E)— — ] -

3! 51

e o4 l:?mz — Gﬂ)j + ——-—37[2)5 - } + e_25”/4[57zz — (—5732—)*3 + (SJZ‘)S ~ :I =
31 5! | 31 51

2 !
=lg2 +lgnz %, + g l+(—ﬂ§ +Ig] 1 + St
33, (n2)? %,
33,
(n2)®
7! z
+1g |1 + R
& ()75, (12 % %,
31 %, 5!,
(n2)"
, .

| - (nz)? Z, N (mz)* s (m2)° Z; %,

31z, 5%, T
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Rozvineme-li logaritmy dvoj¢lenti opét v mocninné fady, dostdvame konecné
n o, T, 4 8
1g91(2)+§-z wir =co+ gz + cyz” + cgz" + ...,

kde

T, =e Y (=) (20 - )" e M (m=12..).
=1
Realna ¢ast vyrazu (2,16) je

(2,16) Re [lg 9y(z) + = 2% — —rzjl =co +lgr 4+ ca*cosdg + cgr¥cos 8o + ... .

Podobné dostavame

(2,17)

d 8
Re —— [Ig 9,(z) + = 2% — Tl 8 cosdn + 4le, + cgrtcosdg + ... .
dz* ré 4

v
2 2

Stejné€ postupujeme pfi rozvoji funkei u faktor b: tak u b, dostavame

2 ” - 5 ’ .
(2,18) Re _d_z {1 g‘_(i) + i 2 ‘91(22] = (3m% + 8¢, — 12megr?) +
dz> {4 9,(z2) 2 942)

+ [—- —ni + 30(18cg + 4c3) r* — 168nc8r6] cos 4p + ... atd.
r

Dosadime-li (2,16),(2,17) a(2,18) do (2,15), dostavame po srovnani faktorii u stejného
nasobku thlu

(2,19) U = Ly(r) + Ly(r)cos4¢ + ...,
kde

Ly(r) = konst + aq (lg r 4+ §r2> — b, . R2rcy?,

Ly(r) = ageqr® + b, |:—— —7:; + 30(18¢g + 4c3) r* — ]687‘5(,‘81'6} +
r

+a ——Eﬂ— 8 cgr?
* r* 4) " .
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Po dosazeni vyrazu (2,19) do zavislosti mezi slozkami napéti a Airyho funkei

- 16U+162 = o*U 1oU | &*U
O, = = e e =, T,=—— — -
rar  r* dp* ot o do rorde
dostavame
(2,20 g, = Lo + (E — 1—65—4) cos 4¢ ,?)
r r r
(2,21) 0, = Ly + Ljcos 4o,
(2,22) T, = 4 [—“] sin 4¢ .
r

Piejdeme-li nyni k pivodnim rozmérim mfiZe o rozteti & = 2q, pfislusi kraji
otvoru hodnota R = /2o a proménna r = &/2a.

Nyni zbyva dosadit do krajové podminky (2,14) vyrazy (2,12), (2,20) a (2,22) a
srovnat koeficienty u cosinl stejného nasobku uhlu.

Tak dostavame

Lyl L, 16L L
(2=23) ‘”2\ == po, — — T=—ps, 4 [’4] L=

| n
r ‘r=R r ¥ r §r=R

Regenim rovnic (2,23) stanovime koeficienty aq, b, a b, a po jejich dosazeni do vztahi
(2,20), (2,21) a (2,22) dostavame spolu s vyrazy (2,11) a (2,6) feSeni ulohy, nebot
slozky vysledného napéti jsou
(2524) o, = Er + Zr ’ Utp = E(p + E(p H Trq) = Trp + ;r(p .
Podetni postup je pfeveden na tomto piikladé: Ma se stanovit teplotni pole a napéti

v desce, oslabené ¢tvercovou mfiiZi otvorl o priméru 2b = 12 cm, roztedi 2a =
= 24 cm, tlousfce ¢t = 8 cm. Tepelnad vodivost materidlu je 4 = 39 kcal/m, hod, °C,
soucinitel pfestupu tepla z povrchu desky do okoli & = 500 kcal/m?, hod, °C, inten-
sita tepelného toku na okraji otvorii ¢ = 3. 10° kcal/m, hod, modul pruznosti mate-
rialu E = 2. 10° kg/cm?® a soudinitel tepelné roztaZnosti ¢ = 13.107° m/m°C. Na
zdkladé vztahu pro y dostavame y = 17,9 1/m. Déale g = 1,075, « = 2,15 a sourad-
nice bodl na okraji jednoho pole

szl = 2!18 s éZ = 2'44 ’ 53 = 2179 b

@, = 0,1653, ¢, = 0,464, @5 = 0,695.
Po vydisleni koeficientl soustavy (2,7) a jejim feSenim dostavdme

q q q

Ko = 0,0373 —— -~ Ky = 0,280 ——————— | Ky =225 e
Ki(B) ay/2 Ky(B) /2 SGENE:
Dosadime-li tyto faktory do vztahu (2,6), miZeme stanovit teplotni rozdil v kterém-

koliv mist¢ desky. Vypocet byl proveden pro i Fezy: ¢ = 0, gm, n (viz obr. 4).
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Ciselné vysledky jsou uvedeny v tab. I. Dosadime-li konstanty «; do vztahu (2,13),
dostaneme feSenim soustavy (2,23) koeficienty a; a b; pro rozvoj (2,15). Nyni je mozno
pomoci vztahu (2,24) stanovit priibéh napéti. V tab. IT jsou uvedeny hodnoty teéného
a radialniho napéti ve dvou fezech ¢tvrtiny pole desky. Prib&hy jsou zakresleny na

obr. 5.
Tabulka I
T[°C]
N N 0 #f8 | w/4
N R R R
1,2 38 37,6 37,4
1,4 30,8 30,5 30,1
1,6 26,3 25,7 25,1
1,8 233 | 224 | 21,5
2,0 21,8 20,2 18,9
2,2 — 19,0 16,0
2,4 — — 15,7
2,6 — - 15,0
2,8 — — 14,7
3,0 - — 14,7

e

a, [kg/cm?]

Tabulka 1T

a, {kg/cm?]

p=0 log=aj4| =0 |p=n/d
1,075 —320 —412 0 0
1,2 — 130 —209 —22 —19
1,4 — 20 - 90 —46 —29
1,6 50 — 15 —52 —34
1,8 80 68 — 56 —38
‘ 2,0 110 105 — 58 —42
| 2,5 — 105 — —43
|30 - = = —as

Tabulka rozdilu teploty povrchu desky
a okolniho prostiedi

L

Tabulka obvodového a radidlniho napéti

< QO
WO X
JAVIAN
0’ \
! A %0
20 |
s |
£ 1075 16
Obr. 4,
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ZAVER

Poufiti theta-funkcei pfi vypoctu napjatosti perforované desky bylo pfedvedeno na
Casto se vyskytujicim pfipadu &tvercové mtiZe. Lze je viak zobecniti i pro jiné tvary,
jako napf. mfiZ obdélnikovou, SestereGnou atd. Tehdy by bylo nutno vybrat pro vzta-
hy (2,4), (2,6) a (2,15) &leny s jinymi nasobky Ghli a pisluiné upravit i rozvoj theta-
funkce.

Piesnost vypoctu teplotniho napéti v perforované desce zavisi na poétu uvaZova-
nych ¢lendl v rozvoji (2,15), jehoZ konvergence zatim nebyla analyticky zjisfovana.

Bez vét§ich komplikaci 1ze Tesit i pfipady s jednostranné nebo oboustranng vyztuze-
nymi otvory a pfi vypoctu teplotniho pnuti takové tlohy, kdy je predepsana teplota
kruhového okraje, nebo soucinitel prestupu tepla z okoli do valcového povrchu
otvoru. Pfi aplikaci tohoto zpisobu vypocétu v filohach termoelasticity je nutno po-
soudit, zda jde o tenkou desku s malou proménlivou teplotou po tloustce.
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Pe3romMme

HAMPSXEHUE B IJIACTHUHE, OCJIABJIEHHOI KBAJPATHO
PEUWIETKOM U3 KPVYIJILIX OTBEPCTUN

SAH IBOPXAK (Jan Dvotik)

B pabore 6bIa pellieHa 3372494 HAMPSKEHHOCTH B GCCKOHEYHON OJHPOJHOM H30-
TPONHON! TTACTHHE C KBAAPATHOH pelIeTKoi U3 CBOOOAHBIX KPYIibIX OTBEPCTHH.

195



I mocTpoenns QYHKIMH HanpsbkeHus Obl1 npumeHen Jorapudm tata-GyHkumuu
U ero NPOU3BO/IHBIE, Y KOTOPBIX BO BCEH McCielyeMoit 06J1acTH peryisipHa pemeTka
CHHTYJISPHBIX TOYEK, M KOTODBIE MO3BOJIAIT YUHTBHIBATL BCE OTBCPCTHS OHNHOBPC-
MEHHO 63 He0OXOTHMOTO TTOJICYUTHIBAHNS PSALOB.

B pabore 6bu10 moxaszano, uto BbiOpanHas QYHKUUA SBISKETCA KBaAPATHO-CUM-
METPHYHOH W YTO COCTaBJISIOLLKE HATIPXKEHUS, TpHHAUIeXKallue YacTsaM QyHKUMN
Dipu, KOTOPBIE YIOBIETBOPSIOT YCIOBUSIM IO KpasiM OTBEPCTHH, IAIOT MPU BO3pac-
TAOUIMX X W y CBEPX BCEX MPEJESIOB HyeBble BennyuHbl. JItobast BHeIIHas 3arpyska
MUTaCTUHLI ObIIA y4TeHa MOAXOMSIIUM BEIOOPOM HEPBOTO YICHA B PA3JIOXKEHUHM HYHK~
11K HATIPSKCHUSL.

Crioco6 npuMeneHus pacdera ObUL 110KA3aH Ha YHCJIIOBOM NIPHMEPE TeMIepaTyp-
HOro HampsikeHHS B TOHKOM mepdopupoBanHOoi nnactuhe. Ilpenmosarasnoch, uTo
TETJI0 ¢ MOCTOSHHOM HHTEHCUBHOCTBIO MOJIBOJUTCS Yepe3 Kpas OTBEPCTHIA U OTBO-
JANATCsL 4EPE3 TMOBEPXHOCTH TNJAaACTHHBI OpU MOCTOAHHOM KOBq)(l)MuHCH'I'C TenJionepe-
JAUH.

Summary

STRESSES IN A PLATE WITH A SQUARE GRID OF CIRCULAR
OPENINGS

JAN DVoORAK

The paper presents a solution of the problem of stress in an infinite homogeneous
isotropic plate with a square grid of unstressed circular openings. The stress function is
constructed using the logarithm of the theta-function and its derivatives, all of which
have a uniform grid of singular points and so enable us to treat all the openings
simultaneously (i.e. without summing series).

It is proved in the paper that the function constructed has the required symmetry
properties, and that those stress components corresponding to parts of the Airy
function which satisfy the boundary conditions at the openings, tend to zero as x and y
increase. Arbitrary external loads of the plate are taken into account by a suitable
choice of the first term in the series expansion of the stress function.

The application of the method is illustrated on a numerical example of thermal
stress in a thin perforated plate. It is assumed that heat with constant flux density is
applied at the openings, and conducted away at constant heat transfer coefficient at
the plate surface.

Adresa autora: Ing. Jan Dvoidk C. Sc., Statni vyzkumny tstav tepelné techniky, Husova 8,
Praha 1.
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