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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

PRISPEVEK K TEORII PLASTICKEHO POTENCIALU

EMANUEL ONDRACEK

(Doslo dne 9. &ervna 1962.)

V praci je odvozena teorie plastického teéeni pro singuldrni podminku
plasticity.

1. UvoD

Pro isothermické zavislosti deformace na napéti pruzné plastického materialu se
zpevnénim existuji tfi typy teorii. Velmi rozdifena pro svoji matematickou jedno-
duchost je teorie deformacni (teorie pruzng plastickych deformaci), kterd pfedpoklada,
Ze existuje jednoznaénd zavislost mezi napétimi a deformacemi. Bylo vSak mnoha
autory teoreticky i experimentalné dokdzano, %e deformaéni teorie vyhovuje pouze
pfi prostém zaté€Zovani. Pfi zatéZovani obecném neplati.

Velmi rozpracovana je teorie plastického teéeni, budovana na koncepci plastického
potencidlu. MELANEM bylo ukazano, Ze pro isotropni material je moZno v dostateéné
obecné formé piirhstky plastickych deformaci vyjadiit vztahem

(1) ety = w27 g,
do;
kde je f(a;;) = 0 podminka plasticity,
g(a;;) = 0 plasticky potencial,
a h kladna funkce zpevnéni, o niZ se pfedpoklada, 7e nezavisi na rychlosti zmény na-
péti. Jako podminka plasticity byva nejéastéji pouZivana podminka MISESOVA nebo
TRESCOVA, které jsou zvla$tnimi piipady zobecnéné podminky plasticity odvozené
v.praci[7]. Tyto podminky dobte souhlasi s vysledky pokusiL.
Pro plasticky potencidl viak obecny vztah nebyl dosud nalezen. V pfipadg, 7e f(o;;)
je regularni, je pfedpokladana platnost identity

foy) = g(oi) -
Pro pfiristek plastickych deformaci pak plati

aet, = n L) g
’ Jo;
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V tomto tvaru byla zavislost navrZena bez diikazu Misesem. V poslednich letech v8ak
byla odvozena za predpokladu platnosti znamého postulatu zpevnéni zavedeného
DruUCKEREM. Z tohoto postulatu také vyplyva, 7e mezni plocha plasticity je vypukla
aleZi na jedné strané teCné roviny v libovolném bodé. Jak ukazal ILyuSiN [2], Drucke-
riv postuldt zpevnéni nebyl prokazan experimentalné pfi dostateéné slozitém zat&Zo-
vani a je pouze nutnou, nikoliv postatujici podminkou platnosti obecnéjsiho postu-
latu plasticity. Pokud jde o vypuklost mezni plochy plasticity je tato ctizka podle
IljuSina zatim otevfena. Iljusin také ukazal, Ze pfi uvaZovani pruZnych deformaci a
deformacni anisotropie mliZze byt pro pfirlstek plastickych deformaci psan vztah
P de?, + d(&) o, = 6Ly,

o
kde d(é”‘) je pfirdstek tensoru moduld pruZné anisotropie. Vzhledem k podmince
jednoznacnosti je 1 zde vyZadovana regularnost podminky plasticity. Také je pfedpo-
kladana platnost identity

floy) = 9(ay),

kterd vzhledem k zobecnéni Druckerova postulatu je pouze zvlastnim pfipadem za-
vislosti obecn&j§i. Vztah pro prirGstek plastickych deformaci je tedy moZno psat
v obecnéjSim tvaru

dg

g

(3) de;; + d(&) o;; = G —df .

ij

Pro podminku plasticity f(a;;) = 0, kter4 ma singularni body, byla teorie Misesova
zobecnéna KOITEREM. JestliZze v okoli singularniho bodu je podminka plasticity dana
rovnicemi

fle)) =0, n=1,2.,N,

pak pro piirGstek plastickych deformaci podle Koitera plati

N
) aety = ¥ b, Traf,
n=1 Gij

V bodech, kde f(o;;) je regularni, je teorie Koiterova totoZna s teorii Misesovou,
nebof N = 1. Vektor pfirtstku plastickych deformaci je kolmy k mezni plose plasti-
city a v regularnim bodé je tedy uréen jednoznaéné. V singularnim bodé& vsak vektor
pFiristku plastickych deformaci jednoznaény neni.

Ttietim typem jsou teorie, vychazejici z plvodni teorie kluzu BATDORFA-BUDIAN-
SKEHO, ktera je budovana na zdkladé dvou predpokladii:

1. Kov je isotropni kontinuum a proto roviny kluzu a sméry kluzu jsou v kaZzdém
bodé télesa rozloZeny spojité.

2. Kluz nastava, kdyZ? smykové napéti 1,, ve sméru n? v roving n9 prevySuje mez
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kluzu ve smyku 7,. Mirou kluzu je funkce F(fab), kterd pro dany material nezavisi na
napjatosti.
Pro celkovou deformaci pak plati

in
g = .'12_[ dQJ~ F(rab) (71';'1‘} + nj’-n?) dg.
H —~4in

Funkce F(r,,,,) miZe byt stanovena na zékladé pokusu pii prostém tahu rozvinutim
funkce F v Fadu a numerickou integraci. Experimentalnimu ovéfeni nezavislosti
F(t,) na napjatosti je vénovana prace [3], kde je funkce F(r,,) stanovena pro prosty
tah a prosty smyk. Podle predpokladu funkce mély byt stejné, zatim co ve skutetnosti
vychézi znaén& rozdilné. Z toho je zfejmé, Ze predpoklad o nezévislosti F(t,;) na
napjatosti neni spravny.

Koiterem bylo také ukézano, Ze teoric kluzu Batdorfa-Budianského je zvlatnim
pfipadem Koiterovy teorie plastického potencialu a odpovida nekoneénému poétu
podminek plasticity.

Z uvedeného je zfejmé, Ze nejobecn&si je teorie plastického teteni. Jeji nevyhodou
kromé& nékterych odchylek od experimentalnich vysledkt je, Ze nevychazi z fyzikalnf
predstavy kluzu v polykrystalickém materidlu.

V tomto &lanku ukaZeme nejprve k jaké zavislosti f(p, v) vede Mises-Koiterova
teoric pii zobecnéné podmince plasticity. Potom odvodime rovnici plastického poten-
cialu a zavislost f(p, v), vychazejice z fyzikalni pfedstavy polykrystalického materialu,
jakoZto souboru libovolné orientovanych krystald.

2. ZOBECNIENA PODMINKA PLASTICITY

Zobecnéna podminka plasticity byla odvozena v praci [7] z tohoto predpokladu:
Kluz v polykrystalickém materidlu nastane, kdyZ smykové napéti t, v roving ¢,
kterd je stfedni rovinou mozZnych kluzovych rovin jednotlivych krystald, dosahne
mezné hodnoty.
Zvolime-li oznadeni tak, Ze
g, >0, > 03,

miiZe byt zobecnéna podminka psana ve tvaru

20, 20,
) 0y — 03 = 5 LT ,
V@Bt = 1) +4)  J(a(p? = 1) + 4)
kde
20, — -
(6) p=—JO) g =""2"091"9

gy — 63
je parametr LODEHO a ¢ je parametr urcujici rovinu g¢. Plati pro n&j omezeni

0<azx2.
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V napétich ma tato podminka tvar

‘71.§‘72§_,‘73’

o} + ao; + 03 — (2 — a) 0,05 — ac,6;, — ac,05 = o} ,
”zé 0y iaa,

65 + asl + o3 — (2 — @) 0,05 — 40,0, — 605 = o},
‘72303 iols

2 2 2 . 2
61 + 03 + acy — (2— a) 0,0, — ac,05 — ac, 05 = g} .

O

8 [

Obr. 1. Kfivky plasticity podle zobecnéné Obr. 2. Znazornéni napjatosti v devidtorové
podminky plasticity pro a = 0 (Tresca), a = 1 roving.
(Mises) a a= 2.

Je zfejmé, Ze podminky Trescova a Misesova jsou zvlaStnim pfipadem zobecnéné
podminky plasticity pro a = 0 a a = 1. Rovnice predstavuji v Highové prostoru
jednoparametrickou soustavu valcovych ploch s osou o, = o, = ;. To znamena, Ze
vznik plastickych deformaci zavisi pouze na devidtoru napéti

_ 1
Sij = i — 30,0

ij*

To souhlasi s vysledky pokusii jak bylo prov&feno CROSSLANDEM [4] srovnanim vy-
sledk pokusii BRIDGMANA a dalSich autorii. Misto mezni plochy sta¢i proto uvazovat
prisecnici mezni plochy s devidtorovou rovinou ¢;; = 0, kterou budeme nazyvat
kfivka plasticity (P). Na obr. 1 jsou kfivky plasticity nakresleny pro a = 0, 1, 2.
ProtoZe kfivka plasticity je symetrickd k osam o, g,, 63, stadi vy§etfovat segment
s thlem 30°. Napjatost je dana bodem, jehoZ privodi¢ svird s osou ¢ = 0 dhel ¢,
ktery souvisi s Lodeho parametrem p zndmym vziahem (6). Délka privodice je podle

obr. 2
o [Loo -]+ [t o= ] -
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a po upravé

3 1
() e=0:= % (00 —05) Jltg* o + 1) = 2

(o, — 03) \/(sz +3),
kde
(8) o; = \/@Sijsif) = \/(é[(fﬁ — 03)" + (0, — 03)" + (00 — 02)*])

je intensita smykovych napéti. Na zakladé vztahu (7) miZeme snadno stanovit rovnici

kfivky plasticity v polarnich soufadnicich ¢, ¢ resp. ¢, y. Dosazenim za ¢, — o0,
z (5) do (7) je

®  o=JOa J (Z(%> = % J (Z(,T%)

Pro a = 1 je 0 = o, takZe kiivkou plasticity je kruZnice, coZ odpovidd podmince
Misesové., Kiivka plasticity je u zobecnéné podminky pro ](p! =+ 30°, tj. ]y[ + 1
regularni, v bodech |¢| = 30, tj. |u| = 1 je singularni pfi a + 1, pfi a = 1 (kruZnice)
je i v téchto bodech regularni.

3. PLASTICKY POTENCIAL

Funkee g(o;;) = 0, ktera uréuje pfirstek plastickych deformaci vztahem (1) nebo
(3), se nazyva plasticky potencial a v Highové prostoru piedstavuje opét valcovou
plochu s osou ¢y = ¢, = ;5. Vélcova plocha protina deviatorovou rovinu v kfivce,
kterou budeme nazyvat kfivka potencialni (G). P¥irfstek plastickych deformaci maze
byt v Highové prostoru znazornén pomoci volného vektoru

2G(def, def, def) .

ProtoZe v plastickém stavu je moZno
objem pokladat za konstantni a tedy

da’i’i = 05

lezi vektor prirGstku plastickych de-
formaci opét v deviatorové roving. ) (u =0
Ze vztahu (1) vyplyva, Ze je rovno- Obr. 3. Znazornéni napjatosti a pEirdstku plastic-
béZny s normalou k potencialni kych deformaci v devidtorové roving.
k¥ivee v prilseCiku potencialni kiivky

s vektorem napdti. Da se ukédzat [5], Ze potencidlni k¥ivka je opdt symetricka,
takZe staci vySetfovat jen segment 0 £ ¢ =< 30°. Vektor pfirtistku plastickych defor-
maci svird s osou ¢ = 0 thel y (obr. 3), ktery souvisi s parametrem Lodeho v vztahem

2deh, — def — deb
10 Ve SO tgyy = 2 T T T T8
( ) \/()g‘/’ de? — def
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Jsou-li ¢ = o(@) a r = r(p) rovnice k¥ivky plasticity P a potencialni kiivky G, pak
podle obr. 3 je

(11) lét:tg((,,_w)itg_wtg_w
rde

1 +tgotgy '
PoZadujeme-li splnéni podminky jednozna¢nosti [2], musi byt potencialni kfivka
vSude regularni a normaly ve vSech bodech jednoho segmentu musi byt rliznob&Zné.
Vzhledem k jednoznaénosti a soumérnosti musi potencialni kfivka protinat kolmo
poloméry ohraniCujici 30° segmenty, tj. musi byt

(2)
rde |¢|=0,n/6

4. TEORIE PLASTICKEHO POTENCIALU MISES-KOITEROVA

V této teorii, jak jiZ bylo fe€eno v ivodu, je pfedpokladano, Ze
fo:;) = g(o)

a tedy i P = G. Pro pfirdstek plastickych deformaci plati vztah (4). Z n&ho vyplyva,
Ze v regularnim bodé& kfivky plasticity je vektor prirtistku plastickych deformaci
kolmy ke k¥ivce plasticity. V singularnim bodg¢ leZi vektor pfirtistku plastickych defor-
maci v uhlu, ktery sviraji normaly v tomto bodé a neni tedy jednoznacny.

Odvodme nyni zavislost f(u, v), ktera z této teorie vyplyva, pro zobecnénou pod-
minku plasticity. Jak bylo ukazano, je kfivka plasticity a tedy i kfivka potencidlni

dana vztahem
tg? 1
r=o=./(3)a g o+ .
a(3 tg? @ — 1) + 4

ldg _ldr _ 41 —a)tgo

ode rde a(31g2¢—1)+4.
Po dosazeni do (11) dostavame
41 -ay~. 80 _ tee -ty
aBtg2o —1)+4 1+tgotgy

Dosadime-li jesté za tg @ a tgy ze vztahi (6) a (10), po jednoduchych upravach
obdriime zavislost f(u, V) v jednoduchém tvaru

(12) pEF1, v:.,ﬂ..3_“_u,
4 —a
= 1, <, <,
4 —a -
b=—-1, —l1<v<— 3a
4—aq
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Volba parametru a, ktery byl v odst. 2 omezen nerovnosti
0=a=2,
je v tomto pfipad€ dadle omezena. Druckeriv postulat, ze kterého byla v podstaté

podminka f = g odvozena, vyZaduje, aby kfivka plasticity leZela na jedné strané
te¢ny v libovolném bodé. Z této podminky vyplyva omezeni a < 1, takZe

0Za=sl.
- M 0 a4 & 0
/’/
’/4=% a=lo
-1 -1

Obr. 4. Zavislost v = »(u), vyplyvajici z teorie Koiterovy pro zobecnénou podminku plasticity
(@a=0,% 0.

Zavislost v = v(u) dana vztahy (12) je nazna¢ena na obr. 4. Srovname-li tyto zavislosti
se znamymi experimentalnimi vysledky LODEHO a TAYLORA-QUINNEYE nebo novéj-
$imi vysledky podle [6], jez jsou nakresleny na

obr. 5, vidime, Ze rozdil teoretické zavislosti a expe- 4 M 0
rimentalnich vysledkd je znaény, i kdyZ podminka
plasticity, na zakladé které zavislost byla odvozena, o
dobfe souhlasi s vysledky pokusi. Z toho vyplyva,
Ze podminka f = g je pouze prvnim pfibliZenim ke v v
skutecnosti.

Obr. 5. Experimentalni vysledky podle [6], ziskané zkouskami
tenkosténnych trubek z mosazi. , -1

5. ZAVISLOST PODMINKY PLASTICITY A PLASTICKEHO POTENCIALU

V této kapitole odvodime zavislost mezi podminkou plasticity a plastickym poten-
cialem na zakladé téchto predpokladii:

1. Kluz v polykrystalickém materidlu nastane, kdyZ smykové napéti 7, v roving o,
ktera je stfedni rovinou moZnych kluzovych rovin jednotlivych krystali, dosahne
mezné hodnoty. Kluz se dé&je v roviné ¢’, ktera je stfedni rovinou skuteénych kluzo-
vych rovin jednotlivych krystali.
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2. Zavislost

o = aqu>

o, = ki1,, de, = k;dy,

kde

(ky, k, jsou konstanty), nezavisi na napjatosti.
3. Plati koncepce plastick¢ho potencialu.

Predpoklad 1 vyplyva z toho, Ze polykrystalicky material je moZno povaZovat za
soubor libovolné orientovanych krystallt s jistym rozdélenim orientace. V kaZdém
krystalu existuje n¢kolik rovin (podle druhu krystalické miiZzky), v nichZ smykové
napéti dosahuje mezné hodnoty, kluz v§ak nastane pouze v nékterych z téchto moz-
nych rovin. VySetfujeme-li kluz v celém souboru krystali a ne kluzy lokalni, musime
vychazet ze stfednich hodnot ndhodné proménnych veli¢in jednotlivych krystald. Toto
pravdépodobnostni pojeti je jistym zobecnénim piedpokladu teorie kluzu. Misto neza-
vislosti F(t,,) na napjatosti je pfedpokladano, Zc plati 2. To je zobecnénim predpo-
kladu teorie teCeni a teorie deformacni, podle nichZ

oo

nezavisi na napjatosti, coZ aZ na nékteré odchylky dob¥e souhlasi svysledky pokusi
[2]. Predpoklad 3. vyplyva z toho, Ze koncepce plastického potencidlu, ktera je
podstatna v teorii plastického teceni, je splnéna i v teorii kluzu. Podminkou plas-
ticity, kterd vyhovuje predpokladu 1. je zfejm& zobecnéna podminka plasticity,
odvozena v [7] (odst. 2).

Obecné by bylo tieba vychazet ze vztahu (3), ktery uvazuje deformaéni anisotropii.
Pro jednoduchost se v této praci omezime na tuho-plasticky, isotropni material, takZe
budeme piedpokladat platnost vztahu (1). Nejprve odvodime zavislost f(v, ). P¥i-
riistek prace plastickych deformact miZe byt podle [5] psan ve tvaru

(13) dW, = o, dg; cos (¢ — ¥y,
kde

(14) de; = /(2 de?; deh)) = %\/[(dc{’ — de§)? + (de} — deb)® + (de, — des)?]
je intensita plastickych deformaci. Po dosazeni z (10) je

(19)  dey= (0 = ) (e 1) = 10— 0) V0 4.

Dosadime-li do (13) z (15) a (7) a rozepigeme-li cos (¢ — ¥), Po tpravé dostaneme

(16) dW, = 3o, — 03)(de? — del) (1 + tg @ te¥).
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Vzhledem k pifedpokladu 2 je prirtstek plastické prace dan obecné také vztahem
dW, = o, de, = k k,1,dy,.

Smykové napéti 7, v roving ¢ uréené smérovym kosinem I je podle [ 7]
(17) 7, = ﬂ;—"‘ V21 = 28 (3tg2 ¢ — 1) + 4121 — P)].

ProtoZe roviny ¢ a ¢’ nejsou obecné totozné, vznika zkos v roving ¢, uréené smerovy-
mi kosiny L, M, N, a plati pro néj
(18) Voo = (def — def) .

VIMA( = MY (1 + JB) tgy)? — 42MP(1 + J(3)tg ) + 412(1 — 1)].
Prirastek plastické prace je podle toho dan také vztahem

(19)
aw, = "_"_2 (o1 — o03) (de] — de?) J[2P2(1 — 2P7) (3t ¢ — 1) + 4P(1 — P)].

V/[Ml(l — M) (1 + /(3) tgy)? — 42M*(1 + /(3) tg y) + 4L3(1 — I12)].
Srovnanim tohoto vztahu se vztahem (16) dostidvame po jednoduchych Upravach
zavislost
(20) (1 +tgotgy)® =k [21%(1 — 21%) (3tg? @ — 1) + 41%(1 = *)].

ML= MY (1 + /(3) te ) — 42MA(1 + J/(3) tgy) + 4X(1 — 12)],

k = kik,,
coZ je hledana zavislost mezi ¢ a ¢ a tedy i mezi g a v. Parametr [ v tomto vztahu
urduje podminku plasticity a podle [7] souvisi s parametrem a vztahem

? = 2-a .

4 —~a
Je to tedy dalsi konstanta materialu, uréujici v podstaté rozloZeni orientace krystali.
Konstantu k a parametry La M uréime z podminky jednoznaénosti, podle které jak
JjiZ bylo uvedeno musi platit
t(r(p= O=tgy =0,
1
tgop =% ——=tgy ==+ —.
V3

\/
Dosazenim téchto podminek do (20) dostavame ti rovnice pro tfi neznamé k, L, M
ve tvaru
(1) 1= K421 — 1) = 2P%(1 — 2] [M*(1 — M?) — 4I2M? + 41%(1 — I2)],
Y= 41812(1 - 2) [4M*(1 — M?) — 812M? + 4I(1 — I7)],
4PP(1 — P) 411 - I2).
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Z poslednich dvou vyplyva
4M*(1 —~ M? — 2% = 0.
Aby soustava (21) méla jednozna&né feSeni musi byt M? > 0, takZe
M?2=1-2[*>0,
z CehoZ vyplyva

1
L2 < 5.
Daliim fefenim rovnic (21) dostaneme
(22) L2=1————4—, M-8 ,
91 - I?) 9(1 — P?)
o -1
41%(5 - 91%)
ProtoZe musi byt L2 = 0, M* = 0, vyplyva z piedchézejicich vztahi
1
s=P<3
a tedy
1 7
-3 § a =< -
Vzhledem k nerovnosti
0<asg2
dostavame konecéné
0as %

Dosazenim za k, L, M z (22) do (20), dostdvame po jednoduchych tpravach

7‘4“(3tg2¢—1)+4]
4—-a

(1+tgotgy) :é[a(f}tgz(p— 1) +4][

a dosadime-li je3té za tg ¢ a tg ¥ z (6) a (10), dostavame kone&ng zavislost f(y, v) = 0

ve tvaru

(23) (3 + yv)z _ [a('uz _ l) n 4] [7 — 4a

(vz—l)+4]—0.
4 —a
Zname-li tuto zavislost, miiZeme stanovit rovnici potencialni kfivky, pro kterou
méame diferencidlni rovnici (11). Z ni po separaci proménnych, integraci a Upravach
vyplyva

u—v

(24) r=C.exp 3f(3 P YER d

Pro zavislost danou vztahem (23) by pii obecném a byla integrace pfili§ slozita.
V nasledujicim odstavci probereme proto nékteré zvlastni pfipady.

Dosadime-li do (17) a (18) za L* a M? z (22), dostdvime pro zobecnéné napéti
a zobecnénou deformaci vyrazy
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25) o, =k T “3 J2P(1 =22 (3tg? ¢ ~ 1) + 412(1 — )],

de, = k, (:;(1 d53 \/(2 (5 — 9 [(91* — 1) (3tg2y — 1) + 8]).

Pro stanoveni konstant k; a k, mame vztah

3 [(1-P
k= ky == [[——).
e 21J(5—912)

Dalsi rovnici pro stanoveni k, dostaneme z podminky, Ze pfi prostém tahu, tj. pro
@ =30°jeay = 0aog, =a,. Z(25) tedy vyplyva
1=k, /[P0 - )]
takze
1

NGOG

. BT
o ko9 11

ke 4JG5-9)

Vyrazy pro zobecnéné napéti a zobecnénou deformaci dostavaji po dosazeni za k a k,
a po zavedeni parametru a tvar

ky =

a konecéné

(26) o = 2 el - 1)+ 4),

P P _4
de, = 91 3d83 J(l_:(»vz— 1)+4).

Pro prosty tah dostavame

o, =0y, de =deg.
g, = 0, (jdﬂz)
odpovida zavislosti

N oy = 0, (j‘dl;l)’

ziskané zkouskou pii prostém tahu.

Z toho vyplyva, Ze zavislost

Z uvedeného je zfejmé, Ze pfijmeme-li piredpoklady 1, 2 a 3, existuje vzdjemna sou-
vislost mezi podminkou plasticity, plastickym potencialem, zobecn€nym napétim
a zobecnénou deformaci. Dosud se pfedpoklada, Ze existuje souvislost mezi podmin-
kou plasticity a plastickym potencialem, ktera se brava ve velmi jednoduchém tvaru

f=g.
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6. ZVLASTNI PRIPADY

6.1. a = 1.
Tento piipad odpovida nejéastdji pouZivané Misesové podmince plasticity
20,

G, — 0y = ———
T R+ 3)
nebo v napétich

a‘% + G% + ag — 010y — G,03 — 0,03 = a,f.
Rovnice kiivky plasticity v polarnich soufadnicich podle (9) je
@ = 0y
a je to jak zndmo kruZnice (obr. 6). Dosadime-li a = 1 do (23) dostavame
3+ w)? = (1 + 3)(* +3),

z &ehoZ po tpravé vyplyva
H=v.

Vzhledem k tomu je potencialni k¥ivkou opét kruZnice. V tomto pfipadé tedy plati
vztah
floyy) = g(o)

ktery predpoklada teorie Misesova. Pro piiristek plastickych deformaci plati

of

def; = h — df = s;;d2,

oy
coZ je znama rovnice REUSSOVA. Zobecngné napéti a zobecnéna deformace jsou pro
a = | podle (26) dany vztahy

3 — )

S \—/—(J, — 03) \/(tgz o+1)= u\/{uz + 3),

2 2
1 1
de, = - 7 (de? — deB) /(tg?y +) 1 = g(dgg’ — def) /(v + 3).
AY,

Srovnanim téchto vyrazii s vyrazy (7) a (15) vidime, Ze zobecnéné napéti a zobecnéna
deformace se v tomto pfipadé€ rovnaji intensité smykovych napéti a intensité plastic-
kych deformaci, tj. plati

o, =0;, deg, =dg;.
Uvedena teorie se tedy pro a = 1 pfesné shoduje se znamymi vztahy teorie plastického
teceni.

6.2. a = 0.

Podminka plasticity je
Oy — 03 = 0y,
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co¥ je znama podminka Trescova. Kfivka plasticity je podle (9) dana rovnici

¢
0 =:k—\/(3 + 1?)

a pfedstavuje znamy Sestitthelnik (obr. 7). Dosazenim za a = 0 do (23) dostavame
(3 + w)? =402 = 1) + 4]

u°\ \

QObr. 6. Ktivka plasticity, kiivka potencialni a zavislost v = »(1) podle odvozené teorie proa = 1,

-1

Obr. 7. Kfivka plasticity, kfivka potencidlni a zavislost v = »(x) podle odvozené teoric pro a = 0.
Krivka G je nakreslena pfiblizn¢ jako kruznice.

a po upravé
6u

v o= .
7 — u?

Tato zavislost je nakreslena na obr. 7. Rovnice potencialni kfivky podle (24) po dosa-
zeni za v je

3 [ 2
rzclexpf——li;—ﬂ—z—duzc.“\/ﬁji—l).
(7+ 133+ uh) 7+
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Potencialni ktivka se velmi nepatrng li§i od kruZnice, nebot funkce

\/(3+#2)’

7+ p?

ménici se monotonné v rozmezi 0,25 +0,24743. .., se jen velmi mélo Ii§i od konstanty

0,25

jrd

L~

0,245

0

Obr. 8. Priibeh funkce /(3 + 12)/(7+ 1)

/.l

vintervalu 0 £ p < 1.

(obr. 8). Dosazenim a = 0 do (26) dosta-
vame pro zobecnéné napéti a zobecnénou
deformaci vztahy

0, =0y — 03,

de, = X(de? — de) \/(Tv? + 9).
63. a =

4
V tomto druhém meznim piipadé je pod-
minka plasticity dana vztahem

40,
0y — O3 = —

V(w +9)

Kiivka plasticity je dana rovnici

¢ = 2/(3)s N/(;—g“f’_ﬂ )

1tg> @ + 9

a je nakreslena na obr. 9. Dosazenim za a = % do (23) dostavame

a po tpravé

B+ ) =T +9

6v

T

Graf této funkce je zfejmé symetricky kolem pfimky v = u s grafem pro a = 0 a je

G,

2

-1 M 0

//

Obr. 9. Kfivka plasticity, kfivka potencidlni a zavislost » = »(u) podle odvozené teorie pro
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nakreslen na obr. 9. Pro potencialni kfivku, stejnym postupem jako v pfipadé a = 0,
dostaneme vztah

VB )

F =0 ————— .
3+ /(Tu? +9)

Potencialni k¥ivka se opét lisi jen velmi nepatrn& od kruZnice. Pro zobecnéné napéti
a zobecnénou deformaci z (26) vyplyva

0. = 3(01 — 03) /(T* +9),
de, = 2(def — deb).

7. ZAVER

Z teorie odvozené v této praci vyplyva:

1. Identita podminky plasticity a plastického potencialu dosud pfedpokladana je
zvla$tnim pfipadem zavislosti obecné&jsi.

2. Existuje jednoznadna zavislost mezi podminkou plasticity, plastickym poten-
cidlem a vyrazy pro zobecnéné napéti a zobecnénou deformaci.

3. Zobecnéné napéti a zobecnénd deformace se jen ve zvlastnim pfipadé rovna
intensit€ smykovych napéti a intensité plastickych deformaci.

4. Odvozena teorie plastického te€eni je zobecnénim Misesovy teorie pro podminku
plasticity se singularnimi body. Misesova teorie je zvlastnim pfipadem teorie odvozené

5. Pro zobecnénou podminku plasticity zavislost f(y, v), vyplyvajici z odvozené
teorie, Iépe odpovida experimentalnim vysledktim, neZ zavislost vyplyvajici z teorie
Koiterovy.
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Peswome

BKJIAJL B TEOPHUIO MJACTUYECKOT'O MNOTEHLIMAJIA

OMAHVYWI OHJIPAYEK (Emanuel Ondracek)

Bcrathe BbIBCICHA TCOPUS TIIIACTUYCCKOIO TCYCHHUA T CHHFyJ’[ﬂpHOp{ IMOBEPXHOCTH
TEKYUECTH, NPUHUHITAJILHO OTJIMYAIOUIAsACAd OT TCOPUHX Km‘/‘rrepa, a UMEHHO 1o cie-
AYROIIHM ITPEOIIONOXECHUAM !

1. Ckombxeune B TMOJIMKPHUCTAJUIMYECKOM MaTepualie HAYMHACTCA TOrga, xorjaa
KaCaTCJIbHOEC HANIPSIKCHUE T, B INIOCKOCTH @, KOTOpas sABJIACTCA cpcm{cﬁ MJIIOCKOCTBhHY
BO3MOXHBIX TIJIOCKOCTENH CKOJILXEHMSI OTACIBbHBIX KPUCTAJLIIOB, HOCTUTACT NIPCAeL/ib-
HOro 3Ha4eHus, MPUYEM CKOJILXKEHUE NMPOTEKACT B NIIOCKOCTH Q’, KOTOpas ABAACTCA
cpem{eﬁ IUIOCKOCTBIO ACUCTBHUTEIBLHBIX MJIOCKOCTEH CKOMBXEHUS OTAeNIBHBIX KpHcC-
TaJJIOB.

2. 3aBUCUMOCThH

. =0, <Jd83> ,k rne o, = kyt,, de, = k,.dy, ,

g

(kq, k3 — MOCTOANHDLIS) HE 3aBUCHT OT HAMPSHKEHHOTO COCTOSHMS.

3. CuuraeTcs NPaBUWILHOH KOHIEHLAS MIIACTHYECKOTO MOTEHIHANA.

BbiBeneHHas Teopus gBisieTcs 0606iIcHneM Teopun Museca, KoTopas SBISCTCS ee
yacTHBIM ciiydaeM. Tlokasano, 4To 3apucuMocTs f(g, V), BhITEKArOIIAs U3 TIPUBE/IEH-
HOM TEOpHWH, JIy4llle COOTBETCTBYET OKCICPUMEHTANBHBLIM PC3YJILTATAM, YeM 3aBU-
CHMOCTB, BBITCKatoliast u3 Teopuu Koiitepa.

Zusammenfassung
BEITRAG ZUR THEORIE DES PLASTIZITATSPOTENZIALS

EMANUEL ONDRACEK

In diesem Artikel wird die Theorie der Plastizitit fiir die singuldre Plastizitits-
bedingung grundsitzlich verschieden von der Koiters Theorie abgeleitet, und zwar
aus folgenden Voraussetzungen:

1. Der Schub in polykristallischen Material entsteht, wenn die Schubspannung 7,
in der Ebene g, welche die mittlere Ebene der méglichen Schubebenen in einzelnen
Kristallen ist, den Grenzwert etreicht, wobei der Schub in der Ebene ¢’ entsteht,
welche die mittlere Ebene der wirklichen Schubebenen bei einzelnen Kristallen ist.

178



2. Abhingigkeit

in welcher o, = kyt,, de, = k, dy,. gilt (k,, k, sind Konstanten) ist nicht von dem
Spannungszustand abhingig.

3. Es gilt die Konzeption des Plastizitdtspotenzials.

Die abgeleitete Theorie ist eine Verallgemeinerung der Theoric von Mises, welche
ihr besonderer Fall ist. Es wird gezeigt, dass die aus der angefiihrten Theorie erfolgte
Abhingigkeit f(u, v) den experimentellen Ergebnissen besser entspricht als die Ab-
hingigkeit, welche aus der Koiters Theorie erfolgt.

Adresa autora: Inz. Emanuel Ondrdcek, Zdar n. Sazavou III - 36/13,
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