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SVAZEK 8 (1943) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

PRISPEVEK KE GRAFICKEMU RESENI ROVNICE VEDENI TEPLA

FRANTISEK SUBART
(Doslo dne 19. biezna 1962.)

V ptispévku je popsdn zpusob grafického feseni rovnice nestacionarniho
vedeni tepla ve vilcové, resp. kulové sténé.

Vyvoj grafickych metod feSeni diferencidlnich rovnic stoji v posledni dobé v sou-
vislosti se Sirokym uZivanim samocinnych pocitac¢i ponékud v pozadi. Pfesto tam,
kde jde o rychlou orientaci o pritbéhu feSeni a kde neni poZadovana vysoka pies-
nost, maji grafické metody stale sviij vyznam. V tomto ptispévku je popsano grafické
fedeni diferencni rovnice pro valcové (kulové) stény. Tohoto feSeni je moZno pouZit
i pro feSeni specidlni pohybové rovnice, rovnice difuze aj., nebot jsou formalné stejné
jako uvaZovana rovnice vedeni tepla.

Rovnice nestacionarniho vedeni tepla v nekoneéng dlouhém valci, jehoZ materia-
lové vlastnosti jsou isotropni a na &ase nezdvislé, mi v polarnich soufadnicich pro
rotané symetricky problém tvar

(1 g_a(azua:)’ .

o or?  ror

kde ¢ = #(r, ) znadi teplotu obecné& zavislou na poloze (poloméru r) a Gase 1, a je
soudinitel teplotni vodivosti, tj. materidlova veli¢ina podle hofejsiho pfedpokladu
konstantni.

Budeme-li uvaZovat v rov. (1) kone&né zmény viech veli¢in, pak obdrZime diferenc-
nf rovnici

@) ££=a|:A2t +1At:|

At (4r)? rdr|

Zavedme oznaleni teploty t, ,, coZ znadi teplotu na poloméru r, = n Ar a v Case
m Az (obr. 1). Pfi tom jsou n a m celé &sla, n probihd od 1 aZ do podtu dil& na néZ
je rozdélena st&na vilce, resp. m probihd od 1 aZ do kone&ného (2iadaného) podtu
casovych useki.
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Ziejmé potom plati
At 1
(3) - = “(tn,mel - tu,m) .

At A4z

ProtoZe plati pro pomér diferenci v mist# n a v dase m, zprava a zleva

A4t 1 At 1
- = — I m = tam a _ = tn,m = b m) e
(Ar)+ Ar( A ) (Ar)_ Ar( )

miiZeme psat

@ “-Lg fo—1,m) 1o B lo
— = m  ln-1l,m !
ar 240 . ! B ezt
- |
a podobné E 2 /// !
® B
A%t 1 ! { ; 3
= (it F bietm — 2tam) - i 5
(Ar)z (Ar)z( +1, i,m . ) | { I §45
t + NS
Dosadime-li rov. (3), (4) a (5) do rov. (2) A £ Flohs
v ‘ ! s
s uvdZenim r, = n 4r, dostaneme vztah s ! -
| 1 | ==
A4 | i
(6) tn,m+l - tn,m =a —% [tn+l.m + ‘I : }
(Ar) ﬁ,_‘] ﬁ" S’nd f
+ (n*l,m - 2tn,m + —]‘;(ln+1,m - tn—l,m) . Obr. 1.
2n
Pro kouli je obdobné diferenéni rovnice v pfipadé sféricky symetrického problému
4t A 24t
) a_ g 424
At (4r)*  r 4r

a po dosazeni

At 1
8 Lam - tnm= a-—=11 m tn— m "'2tn.m + - tn m tn— .m .
® s = ton = @S et i =)

Zavedme nyni geometricky model valcové st&ny (obr. 1) pro n&jZ bude platit

(9) Cu+1 — Oy = An+1
a definujme pomér sousednich dsekil rovnici -
n —
(10) Auy _2n—1
4, 2n + 1

pro n = 1,2, .... Potom miZeme psat pro pomér (n + 1)-ho a prvniho tseku

A "4, "2 -1
(11) Sntl — ]—I i+1 — H i = 1 ,

4, i=1 4, i=12i+1 2n+1
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kde n = 1,2, .... Pomér cbecnych usekl n-tého a k-tého potom bude
A 2k — 1

(12) 2=
4, 2n—1

pro n.k=1,2.....
Z cbr. 1 potom ithred plyne

(13) BD = BE — DE = BE - Cl“w——Aw—«———
' A + An+1
BD = [n.m - tn.m+1 *
B—E = tn,m - tn——],m’
a
CF = tnirl,m - tn—l,m-

Po dosazeni t&chto vztah@ do rov. (13) s uvaZenim rov. (10) a upravé bude
1 1

“4) Lim+1 — tn,m == tn+l.m + ty 1,m 211:,m + _"(tan.m — 1, l,ln) .
2 2n

Chceme-li vyuZit jedneduché grafické metody podobné jako u feseni nestacionarniho
vedeni tepla v rovinné sténé, pak volime

(15) 4~ =

kteryZto vztah omezuje nasi volbu nékteré diference. JestliZe rov. (15) dosadime do
rov. (6) zjistime, Ze vysledek je shodny s rov. (14). Je moZno tedy vyslovit vétu:
Aby konstrukce provedend v geometrickém modelu, naznacend na obr. 1, byla
feSenim diferencni rovnice (2), stact, aby byly splnény rovnice (10) a (15).

Zfejmé upln& obdobné stadf u koule splnit rov. (15) a rovnici

(16) Y, _n- 1
4, n+ 1
pro n = 2.3, ..., pfip. pomér
(17) f]i__~ﬁi—1=(nﬂl)' 2
Az i=1 4,  i=2i4+ 1 (n+ 1) n(n + 1)

pro n = 2,3, .... Obecny usek vztahujeme ke druhému tuscku, nebot prvni je neko-
neéné vch.ky. Druhy a dalsi Useky jsou koneéné, musi proto platit 4,/4, = 0 pro

= 2, 3..... Pomér obecnych tsekl je
(18) 4, _ Kk = 1)
4, n(n—1)

pro n, k =23,....
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Podobné fefeni je podano v [2]. UkaZeme, Ze fefeni [2] je pouze piiblizné, zvIaste
pro prvni useky valcové stény. Pfedpoklada se v ném transformace polomérd v geo-
metrickém modelu ¢ = In r, coz po pfevedeni do naseho zplsobu feSeni dava pro
pomér sousednich usek’ vztah

1
(19) ‘,A.,'Lil = |n nA+ /]
) 4, n n— 1
Ziejmé je
An‘i'l : An+l
im— =0 a lm-—"—=1.
lnl‘rrnl An noreo An

10

Obr. 2.
Rozvedeme-li logaritmy z rov. (19) v fadu, pak je
A,'!IU - l__‘...l.__'___L ,1,,+ / 1 +__l_+h~1_.+;l‘+
A, noo2n® 3 ant ) \n o 202 30 an*
a pfi zanedbani tietl a vy§3i mocniny plyne teprve

4, 2+ 1

4n+1 - 7” ~ 1

coZ je shodna rovnice s nasi rovnici (10). Zanedbanim vy§§ich mocnin vznikd pro mala
n nepfipustna chyba. Pro v&i n je viak moZno vyjadfeni (19) dobfc pouZit. Vynese-
me-li zavislost 4,4 /4, = fi(n)a 4,/4, = [.(n), obdrZime obr. 2, z néhoZ jsou patrné
odchylky ptesného a ptibliZného feSeni (plné je vylaZeno presné feSeni podané zde,
carkovang feleni priblizng).

Uvedeny graficky zptisob feseni je velmi vyhodny, nebof je dostateéné pfesny pro
fedeni technickych tiloh, velmi jednoduchy a je moZno jej pouiit pro feSeni piipadil
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s dosti obecnymi okrajovymi podminkami. Napf. pro podminky, Ze je (index nula
piislusi povrchu stény)

a) zadana teplota stény t, = 1(1),

b) sténa izolovana, tj. na sténg plati (01/0r)o = 0,

c) sdileni tepla ze stény, tj. na sténé plati (61/dr)e = f(t, T). Pii feSeni posledni
tilohy je tfeba uvazit, Ze rozméry jednotlivych tsekl jsou oproti skute€nosti transfor-
movany a proto tedy plati

ot _ ot de

or do dr
Okrajova podminka je oby&ejné formulovana rovnici
ot
(20) -~ (_> — (T~ 1),
or/e

kde 4 = konst, « = oft), T = T(t) a t, = (1), takZe potom bude

Q-2

Veliinu (de/dr), nahradime veli¢inou (do/4r),, kterou uréime ze zavislosti Ag/An
a n. Tuto operaci neni tfeba provadét graficky, jestlize ma povrchova plocha polomér
pro né&jz je n velké. Potom totiZ plati vztah (19) dosti ptesné a veli¢inu (de/dr),

mizZeme urdit ve tvaru
do\ d_f 1
dr/, dr/y, 1o ’

kde r, je polomér povrchu valcové stény.
Jinak je zpiisob feScni zcela obdobny zplisobu p¥i feSeni nestacionarniho vedeni
tepla v rovinné sténé.
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Pezome

I'PAOUYECKOE PEIIEHWE YPABHEHUWSA TEIMJAOMPOBOAHOCTHU

GPAHTUHIEK IIYBAPT (Franti$ek Subart)

B CTaThE OIIUCHIBAETCA TOYHOEC rpa(imqem(oe pelIcHHe HECT&UM()H'APHOI‘O TEMnno-
IPOBOJIA B LMJIMHAPHYECKOM M wWapoodpazwom tene, JlokazaHbl yCaOBHS Uit OCY-
uecTBiIeHHs rpaduyeckoit koncrpykuun (ypasuenus 10, 15, 16).

Summary

THE GRAPHICAL SOLUTION OF THE HEAT EQUATION

FRANTISEK SUBART
In the paper there is given the exact graphical solution of the equation of unstable
heat conduction for a cylindrical and spherical slab. The conditions for validity of the

graphical construction are proved (egs. 10, 15 and 16 respectively).

Adresa autora: Ing. Frantisek Subart C. Sc., Tyr$ova 37, Brno 12.
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