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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

SOUSTAVY ROVNIC Z TEORIE RETEZOVITYCH RADIOAKTIVNICH
PREMEN — POUZIT{ NA PRIROZENOU RADIOAKTIVITU OVZDUSI

Joser THoMAS

(Doslo dne 24. kvétna 1960.)

Vztahy, které se pouzivaji pfi vyhodnoceni vysledki méfeni pfirozené akti-
vity ovzdusi a pfi studiu vlivu vétrani na poruSovani radioaktivni rovnovahy
mezi koncentracemi rozpadovych produktd radonu a toronu, jsou pomoci
dopliiujicich pozadavkl odvozeny z partikularniho feSeni urcitého systému
nehomogennich diferencidlnich rovnic. Je uvedena fada obecné platnych
identit vhodnych pii operacich s uvedenymi vztahy.

Pro popis postupnych fetézovitych radioaktivnich pfemén sestavil E. RUTHER-
FORD [1] systém obylejnych linearnich homogennich diferencialnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty a odvodil z ného nékteré zakladni vztahy pro €asovou zavislost
aktivity ¢lent radioaktivni Fady. Obecné FeSeni tohoto systému rovnic podal H. Ba-
TEMAN v roce 1908 [2]. Odvozené vztahy byly od té doby velmi &asto pouzivany pfi
praci s jednotlivymi isotopy pfirozenych radioaktivnich fad, z nichZ nejdlezitéjsi
jsou fada uranova a fada thoriova.

V dnesni dobé se postupné piemény vyskytuji v daleko $irsi mife a v dalSich sou-
vislostech — napf.. pfi popisu velmi Cetnych Fad umélych radioisotopli, postupnych
chemickych reakci [3] nebo distribuce radioaktivnich latek v organismu [4]. Aviak
i o pfirozené radioaktivni fady se oZivil zdjem, a to zejména v oblasti radiaéni hygieny
— napf. v souvislosti s m&fenim pfirozené aktivity ovzdusi [5], [6] nebo davkovou
exposici dychacich cest rozpadovymi produkty radonu a toronu [7] Vysledky tohoto
élanku jsou pfizpisobeny pravé této oblasti aplikaci.

V ¢lanku je uvedeno partikularni feseni urditého systému nechomogennich diferen-
cidlnich rovnic. Dopliiujici poZzadavky pro koeficienty nebo pro poéateéni podminky
dovoluji z tohoto feSeni odvodit jednotnym postupem vztahy potfebné ke studiu pfiro-
zené radioaktivity ovzdusi. Jde zejména o tyto otazky:

1. o méfeni koncentraci rozpadovych produktd radonu a toronu, které nejsou
v radioaktivni rovnovaze,

2. o mechanismus porusovani radioaktivni rovnovahy mezi rozpadovymi produkty
vlivem ventilace.
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Explicitni vypisovani niZe uvedenych vztaht je ucelné, nebot se v praxi dasto po-
uZivaji, a rovnéZ proto, Ze uprava obecného feSeni pomoci specialnich podminek na
jednodussi tvar neni vidy zcela trividlni. Pocetni operace pii Gpravé a dokazovani
v8ech uvedenych fedeni se daji zredukovat na nékolik typt identit. Tyto identity jsou
uvedeny v druhé &asti ¢lanku.

1. OBECNE RESENI ULOHY

Vsechny specialni pfipady, které budou v dal§im diskutovany, je moZno odvodit
pomoci dodateénych podminek pfimo z partikularniho feSeni nehomogenniho systé-
mu linedrnich diferencialnich rovnic prvniho fadu s konstantnimi koeficienty

dN dN;
(1) T;=‘K1N1+d1’ ”d—tl:_KiNi_*_Ai—lNi—l’{'div

i=2,3..,m,
kde N,-(t) je pofet atomd i-tého ¢élenu Fady; t Cas; A, rozpadové konstanty, pro které
plati 2, # 2; proi % j, A, > 0, 4,, = 0; x;, d, konstanty, jejichZ fysikalni interpretace
je objasnéna niZe, s pocatetnimi podminkami
N(O)=Nig+0, i=127",m

Systém rovnic (1) je proti Rutherfordovu systému rozsifen o nehomogenni &leny d;,
které pro ¢asovou bilanci znamenaji konstantni pfisun atomd, dale se lisi konstantami
K;, které pfi «; > A;, umoZiiuji uvaZovat i jiné procesy ubyvani poctu atomi neZ je
radioaktivni pfeména (kdy musi platit x; = 1), a kone¢né posledni rovnici, kde vystu-
puje N,(1) -- polet atomil posledniho stabilniho &lenu fady a kterd uzavira systém.

Pro systém rovnic typu (1) je zndma cela Fada metod FeSeni, z nichZ napf. metody
pomoci maticového podtu nebo Laplaceovy transformace jsou velmi elegantni. Parti-
kularni feSeni systému (1) uvadi HuLtQvist [4] v souvislosti s vypo&tem absorbované
davky zafeni alfa rozpadovych produkt radonu v plicich. Pro potfeby radiaéni
hygieny bude vhodngjsi jiny tvar fefeni se zjednoduSenym oznacenim indexil a v po-
nékud rozvinutéjéim tvaru oproti feSeni Hultgvistovu

2 Ny(t) = . <N,0 - ﬂ) e ™,

Ky

\ fd, A i 1N\ L., Tt 4 A
Nim:k; IR (zvm‘_)e - S

K, A i=2 Ky Ky k=2 A; 1=k* 1 Ky
k—1 k-1 i-1i—-1
d di | e A d,
Zn Npyo = =" )+ Nyo — — e ™ YOI =N — ) +

m=1 l=m Ky Ky Ky k=1 1=k K; K;

d; K

Kt P—
+ Ny — —|e , i=2,3,...,m
K;

Ve vyrazu (2) i v dal§ich vyrazech je pouZiti zkraceného oznaceni 4, = 4, — A,
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2. DUKAZ RESENI POMOCI ALGEBRAICKYCH IDENTIT

V této ¢asti neni feseni piimo dokazovano, je zde vSak uvedena fada algebraickych
identit s jejichZ pomoci se da spravnost uvedenych vztaht snadno dokézat. Dikazy
téchto identit, které se vétSinou daji provést s pouZitim dvou explicitnich vyjadieni
specidlnich determinantd, jsou v8ak Cist& algebraickou zaleZitosti a proto zde nejsou
podany.

Regeni (2) systému (1) je mozno dokazat jednak tplnou indukci, jednak pfimym
dosazenim do systému (1). Pocetni operace a tpravy jsou pfi obou zptisobech celkem
snadné, vedou vak v urcitych fazich na algebraické vztahy mezi koeficienty 4,. Tyto
vztahy lze pFevést na identity algebraického charakteru. Jde hlavné o identity

R T

) RNy

k=1 Ky i=1 Ky =1 K
sk

ki A A A
@) IR | RSN )
k=12, 1=1 K, i=k K;;  1=1 Ky;
i I+i
n K n k Z, n
SETM2TT =10 Fptil<i<n
k=i A =k K; [=1 K; I=1 Ky;

Pro Casto pouZivany specialni piipad A; = k; se identity (3), (4), ptislu§né zjedno-
dusi. NiZe je uvedena jesté fada dal3ich identit, kterych je moZno pouZit pti dikazech
nebo Upravach vyrazii uvedenych v Casti 3:

n n ] n n ”

) LIl -—=0, > Il —=1
K=11=1 Ay K=10=1 Ay
Lk L4k
, BIT"t pfi i>n— 1,
n A‘,l‘v I p

(6) (-1 Yy —— =11 pii i=n-1,
T A [o pii 0<i<n—1,
k
kde by(Z;, ..., 74) jsou symetrické funkce sloZené ze souétu kombinaci k prvkii po
skupinach I prvkii s opakovanim (¢imZ se li$i od elementarnich symetrickych funkei
a2y, ..., 7) jako soudtu kombinaci bez opakovani).
Identity

n l n 2

) I RIS

k=1 A 1=t Ay K
Lk
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souvisi se zobecnénymi determinanty Vandermondovymi [8]

Ll, s 1|
b ad
i (/11, ’ A
Dy =

})n+1-—2’ ;~:+1-—2'

pfii = 2, 3, kdeZto identity (5) pfii = 0, 1.
Velmi Casto je nutno pii ipravach obecnych vyrazi zaménovat pofadi s¢itani u dvoj-
nasobnych souctit ,,trojahelnikového typu:

ki+m sk+n kytmdn s ki+m )
(8) y (Z b,) ap= Y < Y ak) b, p¥i podmince n = I, — k, ,

K=k \1=T 151 \kZT-n
kytm [£3 1> I—n
Y Y bila= 3 Y a, )b, pti podmince n =1, — k; — m.
k5% \1=k*n 1=k +n \k 5k,

Tato pravidla pro s¢itani jsou analogické Dirichletové formuli z integralniho poctu.

3. FYSIKALNI INTERPRETACE RESENI PRO SPECIALNI PRIPADY

V Fefeni (2) je mozno rozlidit konstantni East a ast Easové proménnou, pfi emZ das
vystupuje jen v exponencialnich funkcich. DileZitou vlastnosti feseni je, Ze pocatecni
podminky N;, a konstanty d; vystupuji pouze linearné a Ze se v feSeni nevyskytuji
Cleny N, d,.

Reseni (2) se pouZiva pi studiu pfirozené aktivity ovzdusi ve tiech typickych pfi-
padech:

L. Njo =0,x; = 4;,j = 1,2,...,m. Tento pfipad je realisovan pfi filtrovani vzduchu,
kdy rozpadové produkty radonu a toronu se zachyti (deponuji) na filtru, kdezto Rn ne-
bo Tn filtrem prochazi. Konstanty d; maji fysikalni vyznam poc¢tu atomi zachycenych
na filtru za casovou jednotku. Zkracené se hovofi o ,,deposici rozpadovych produkt“.

2.d; =0,x; = 4;,j=1,2,...,m. To je znamy klasicky pfipad fetézovitého roz-
padu radioaktivnich isotopil pii libovolném pocateénim stavu.

30d # 0,6 >A4,d; =0, k; > A, j = 2,...,m. Tento model je realisovan pii
vétrani ohrani¢eného prostoru, jehoZ stény emanuji.

Tyto tfi pFipady budou v dal§im podrobné& diskutovany. Reeni pro posledni rovnici
systému (1) nebudou pro pfipad | a 2 (kde 4, = 0) explicitng uvadéna, ncbot je lze
snadno ziskat pfimo kvadraturou.

3.1. Deposice rozpadovych produkti pii filtraci

Podminky
9) Nio=0, k;=4;, j=12..,m

J J*

maji jednoduchy fysikalni vyznam, jde-li o filtraci aktivniho vzduchu. Udavaji, Ze
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filtr, kterym se vzduch prosava, je zpocatku disty, a Ze jedinym procesem, kterym se
sniZuje deponovana aktivita, je radioaktivni pfeména (rozpad). Znaci-li a; koncen-
trace i-tého ¢lenu rozpadové fady ve vzduchu ( rozp./min); V prosaté mnoZstvi vzdu-
chu (v I); T doba prosavéni (v min); Q rychlost prosavani (v [/min); » G&innost filtru
pro dany aerosol; dostavaji konstanty d; vztahem

a; a
10 |, =n-Q=n=t
(10) ¢ nllQ Y

[

jasny fysikalni vyznam, jako &asové konstantni pfisun radioaktivnich atomi na filtr
(v atomech/min). Casto se zavadi jesté koeficienty r;; porudeni rovnovazného stavu,
které charakterizuji pomér koncentrace i-tého ¢lenu fady k j-tému &lenu pro i > j

>

(11) riy =, di=r;-d;.

a; A

Pro tyto koeficienty bylo v pfevazné v&t8iné experimentii nalezeno 1 > r;; > ryyy ;.
Upravou lze z feSeni (2) ziskat vyrazy pro pocet atomi i-tého ¢lenu fady na filtru,

a to fazené podle exponencialnich funkci

d dy - d
12) N (t) = ~L — L=t = DL o ghity
(12) Ny(1) R Ai( )
1 i L L k—1 k— 1}” -
RS D | e B o) R
A L=t 1=2 Ay, k=21= k*lllk J=1 1 Ay
-1 i

i i—-1 i
/11 — Ait 1 AI v).:
- —d; +d;|e =— 1 di(1 —e ™) +
[jzl i=j Ay ’ :l A k=2 Ay ( )

i—il i k-1 k-1
Ly -(Z I ’dj+dk)(l—e_’1"r)+

k=2 I= +1,1,k j=ti=j A

i—1i~1
+<Z nﬁ—d +d>(l — e "")}, i=23...,m—1

1111,-

nebo fazené podle konstant d;

(13) Ny() = —(1 — e M) d,,
Ay
1 Lo A -t
N{t) = — =Y J] —e™)d + (1 —e*)d,} =
A Li=1 k=jl=j Ay
l+k
1 Rt ! Al* = Aget — At
= — Y T —e ")dj+(]~e ‘)di,
A: Li=1 K=jl=i A
S

i=2,3...,m—1.
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Jsou-li zachycené koncentrace rozpadovych produktt v radioaktivni rovnovaze, tj.
ri =1
4
Ady = ... =2d;, d;=-"d;, 1
A

A
~.
A

prejde (12) a (13) na jednoduchy tvar

(14) Ny(1) = 4, C%(l —e "),

M) = 4,3

1 ',l R
— — (1 - * i=2,3...,m-—1.
2 1H,1( )

I+

ESN™

Integrace soudtu viech diferencidlnich rovnic systému (1) dava pii podminkéch (9)
(13) S0 = (501
i =1

to znamena, Ze uhrnny podet atom@ v depositu nariista s ¢asem linearn8. Z hlediska
fysikalniho vyjadfuje (15) zakon zachovani poctu atomil, pfi ¢emZ nerozhoduje
v jakém ,stavu® se urdity atom v &ase f nachazi. S hlediska matematického je (15)
jednim s prvnich integralt systému (1) pfi podminkach (9).

Z prvnich i rovnic systému (1) vyplyva

a6  a sz,.(t)dt - (kid,() ; —’(ZilNk(t), =12 m— 1.

0

Z limitnich vztahi

\ 14
(17) lim N(t) = )— Z L2,....m—1.
t= oo k=
m—1 i m
lim N, (f) ==Y — Z d; + lim (Z dk>t
t=r oo k=1 /k ji=1 t—oo \k=1

je vidét, Ze pocet atomil i-tého ¢lenu fady dosahne asymptoticky stacionarniho stavu,
kdeZto pocet atomil N, roste s asem linearné, pokud je f dostatedné veliké.

3.2. Retézovity rozpad; rozpad depositu rozpadovych produkti

Pfi podminkach

(18) d;=0, k;=4;, Nj=+0, j=12,..,m

J J2

prechazi systém (1) na klasicky system Rutherfordilv a popisuje postupné radio-
aktivni pfemény bez pfisunu dalSich atomt b&hem procesu, kdy ubytek podtu atomi
v ¢ase je opét dan jen radioaktivni pfeménou jednotlivych &lenil.
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Upravou feSeni (2) se ziskaji pro pocet atomi i-tého &lenu fady vztahy Kohl-
rauschovy Fazené podle exponencial [9]

(19) Nl(’) = Nye ™',

r i /1 i 11/1 i klkl).l o
N{) ==L ﬂ N,oe +y =01 Z H Njp+ Ny e +

/»,1 2 Ay k=2 A; 1k+1/1,k =1 1=j Ay

i—1 i—1
(Z 1‘_“'1 Njo + ’V,O)e A= 2 o m— 1
ll
nebo vztahy BATEMANOVY [2] Fazené podle poatecnich podminek
(20) Nl(t) = e;;..er’
o A -
N{t) = Z Z ﬂ “LeTMIAN, e NGy, i =23,.,m— 1.
J=1 \k=j /1 1 J X
Pfi pocate¢nich podminkach odpovidajicim radioaktivni rovnovaze
A

ANy =...= ANy, Ny = f Njo

i

se vztahy (19) a (20) zjednodusi na

(21) Ny(t) = 2 Njge=
A
j-j i i «-l e )
Ni(t):N,W% I[._e ka 122’3$ ’m—']
A k=1 =1 mn
+

Integrace souctu viech rovnic systému (1) dava pfi podminkach (18)

(22) ZN) ZN.O.

coZ vyjadiuje z fysikalniho hlediska zdkon zachovani thrnného poctu atomit vysky-
tujicich se v libovolném &asu v rlznych stavech. Z hlediska matematického je (22)
jednim 2z prvnich integrald systému (1).

Pro soucet prvnich i rovnic systému (1) vychazi

o

(23) jN(t )dt = Z/\,(, iN,(z), A‘J N,-(t)dI:iN,O,
0 I=1 =1

0

i=1,2,....,m—1.

Tyto vyrazy uZ nejsou prvnimi integraly, fysikalné vSak je lze interpretovat jako pocet
atomi, ktery proSel i-tym stavem v ¢asovém intervalu {0, ).
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Vztahy
3 . p—1 p—1 y .
(24) fim N0 = ] (z [l 2 N+ N, ) fim et
t-r o0 v t=p+1 ).l,, j=1 1=j p t-+ o0

by <hpj=L2,..op=Lp+1i, i=2..m=1

udavaji asymptotické feSeni. Pro dostate¢né veliké t je Casovy pribéh udan jedinou
exponencialni funkci s nejmensi rozpadovou konstantou A,

Specialni, ale velmi daleZity pfipad pocatecnich podminek je ten, jde-li o rozpad
depositu rozpadovych produkti zachycenych na filtru. Situace je nejlépe srozumitelna
dle obréazku (z néhoZ vysvita i vyznam pouzitého oznaceni): po piedchazejicim odbéru
v &ase t € €0, T se deposit rozpada pro t € (T, o) nebo 7 & {0, o).

AN;
Nitt l N Ni(rz)
, t
0 T n
N -7
Obr. 1.

Pogatecni podminky jsou v tomto pfipadé explicitné udany rovnicemi (12) nebo (13)
jako funkce konstant d; a doby odbéru T. Dosadi-li se vztahy (12) nebo (13) jako
potatedni podminky do (19), nebo (20) vychazi po dpravé pro podet atomi i-tého
Elenu fady v Case T vyrazy

1

(25) N](’r- T) = = (11([ — e_)'lr) L’“;‘”,
A1
1 i A i—1 i i k—1 k~ ‘A
N(T ) = T e e 5T SE(Y ] 4
/2,.‘ 1=2 Agy k=2 1= k*lﬂ,,k J e

i-1i-1
(l . e_/lkT A/ka <Z l—] e dj + d;)(] . e—i..'T)e.«l,-z}’

j=1 1=j \.“
i=23....,m-—1
nebo fazeno podle konstant d;

(26) N(T, 1) =

(I —e M Tye -,

>
-

N(T. 1)

I

1 i-1 i i /{ i )
B P (e R (T

Jj=1 k= J: J}-[k
=2, ...,m-=1.

Vyrazy (25) jsou zna¢né jednodussi neZ udava MerCER [ 10].
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Jsou-li zachycovanad mnoZstvi d; v radioaktivni rovnovaze, zjednodusi se (25) a
(26) na

(27) Ny(T, 1) = 4 (1 — e MMy e b,
!
(T, 1) = d, 2 — 1‘[ A, (1—e™e ™ =23 ..,m-1.

Y1 Ay 1= A
Ik

Vyrazy (25), (26) se pouZivaji k vyhodnoceni méfeni aktivity depositu. Napf. u ra-
donu je mozno pomoci tif zméfenych alfa aktivit (A, N, + A;N; v &asech 14, 75, 73)
na rozpadové kfivky stanovit koncentrace tfi kratkodobych rozpadovych produktii
(RaA, RaB, RaC) ve vzduchu [5].

3.3. Ventilace ohraniceného prostoru s emanujicimi sténami

Podminkami
(28) dy=a, dj=0 pro j=2,..,m ;=24 + A, 4o = QfV,

kde V je objem uvaZovaného ohrani¢eného prostoru s emanujicimu sténami; a pocet
atomi radonu nebo toronu, které vniknou do objemu za ¢asovou jednotku; Q rych-
lost vymény vzduchu, je v systému (1) zachycen ué&inek ventilace ohraniéeného pro-
storu s emanujicimi sténami. Je to nejjednodussi model pro studium mechanismu
porusovani rovnovahy mezi koncentracemi rozpadovych produktd. Matefsky plyn
i jeho rozpadové produkty jsou vzduchem odvétrany, coZ se projevi jako pridavny
ubytkovy &len v rovnicich (1). Predpoklada se oviem, Ze koncentrace jsou v objemu ¥
homogenni, tzn. Ze promiseni je dostate¢né rychlé. Tento pripad byl vyfeSen Tsi-
VOGLOUEM a AYEREM [11] pro 4 &leny fady. Obecné feSeni zni

(29) Ni(1) = <4 (NIO - i) e”
Ky

K1

A y
Ny(1) = A Nlo_’a* e ™+ A4 Nlo‘“i + Ny &7,
KKz K21 Ky K12 K

Ay Ay A - Lo
NG =TT R lﬂﬁi(mo—i)e“%ﬁnﬂ.

Aii=1K; Ay I=2 Ky Ky Ay 1=3 1,

Ay ity A A
I:*“ <N10 - —>+ Nzo:,e x4 Z I =.
Kia K =3 A= Ky
it a izt —x,
.[H _I‘<N10 —;)"" Z 1_[ p—l—NkU—*_NjO:le x,t+

I=1 K5 7 k=2 1=k K);
i-1 i-1i-1 4

Ll a 1 —K;t

+ HL‘NIO_"'*'ZH”“Nko“FNioe s
I=1 Ky K; k=2 I=k Kj;

i=34,..,m()
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Vztahy (23) se pouZivaji ke stanoveni stupné poruseni radioaktivni rovnovahy mezi
Eleny fady v zavislosti na ventilaci.

Soucasné je moZno stanovit emanacni mohutnost stén.

Ze vztahti (23) vyplyva nékolik zavaznych dasledki:

1. stacionarni stavy nejsou na pocateénim stavu uz viibec zavislé,

2. radioaktivni rovnovdha mezi ¢leny rozpadové fady je poru§ena i sebemensim
vétranim,

3. pro aktivity 4; = A,N, plati
(30) Afw) < Afw0), Afw) < Af(0), i=1,2,...m—1,i>],

kde hvézdi¢kou je oznadena aktivita rovnovazného stavu pfi Q = 0. Plati tedy za da-
nych podminek vidy 1 2 rjy 2 rypiii >j>ka Q =2 0.
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Pezrome

CUCTEMbl YPABHEHWHN B TEOPUW TMOCJEJOBATEJ/IbHBLIX
PACMAJOB — MPUJIOXEHUS K ECTECTBEHHO!
ATMOC®HEPHOW PAJIMOAKTUBHOCTHU

UOCE® TOMAC (Josef Thomas)

OTHOWICHHA, KOTOPbIC HCMOJb3yeTCS NPH OUCHUBAHWUW PC3YJILTATOB U3MEPCHUA
€CTECTBCHHONW pa/IMOAKTHBHOCTH BO3/yXa WM MPH HCCACAOBAHHH BJUSHUS BEeHTH-
JAIA HA CTENEHb OTKJIOHEHHS PAJMOAKTUBHOTO PABHOBECUA MCXAY MPOAYKTAMU
pacrnaja pajioHa ¥ TOPOHA, MOJIyYEHbB! MTyTEeM PELICHUS CUCTEMbL HEOAHOPO/IHbIX JIH-
HEHHBIX AnpdepeHIHANBHBIX yPABHEHNWH NPH TOMOLIW JONOJHUTEIBHBIX JOMYLUEHHIT.
[TpuBOANTCS Psil TOXKACCTB O0LIEeH TCHCTBUTENLHOCTU (3)-(8) KOTOPbIE 3HAYUTEABHO
00JICryatoT ONCpauuy HaA YKa32HHBIMM OTHOLIEHHSIMH.

Summary

SYSTEMS OF EQUATIONS FROM THE THEORY OF SUCCESSIVE
DESINTEGRATIONS —APPLICATIONS TO NATURAL RADIOACTIVITY
IN THE ATMOSPHERE

Joser THOMAS

Relations which occur in studies of natural radioactivity in the atmosphere, such as
measuring of radon daughter product concentrations or influence of ventilation on the
departure of radioactive equillibrium, are deriven from a solution of a system of non-
homogenous linear differential equations with supplementary conditions. There are
summarized some generally valid identities (3)-(8) facilitating operations with the
given relations.

Adresa autora: Josef Thomas, Ustav hygieny price a chorob z povolani, Srobéarova 48,
Praha 10 — Vinohrady.
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