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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 2

O VLIVU TENKE ROVINNE DESKY NA ELEKTROMAGNETICKE
POLE KRUHOVEHO VODICE

MiLoS LANSKY

(Doslo dne 6. prosince 1961.)

V préci f'e§i autor Hankelovou transformaci integralni rovnici, kterd popi-
suje pridavnou impedanci kruhového vodice, do jehoZ pole je vloZena tenka
rovinna deska.

UvoD

V poslednim desetileti do§lo k vyraznému rozvoji indukéni metody a jejimu prak-
tickému vyuZiti pro rozliSovani materidldl a zjisfovani kazl v povrchovych vrstvach.

Podstata metody je v mé&feni admitance indukeni civky, do jejihoZ magnetického
pole vkladame zkoumany pfedmét. Dosavadni publikace ukazuji, Ze exaktni stano-
veni funkce, kterd by vystihovala zm&nu zdanliveho odporu civky v zavislosti na geo-
metrickych a elektromagnetickych vlastnostech vySetfovaného predmétu, je dosti
obtiZné. Tyto prace maji proto pfevazné empiricky charakter.

Z podnétu a za laskavého piispéni s. doc. inZ. J. BINKA, zabyval se autor vypoltem
pfidavné impedance kruhového vodice, vzniklé vloZenim dostatecné tenké nekoneéné
rovinné desky do pole vodie kolmo na jeho osu. Tento problém Fesil OLLENDORF[ 6],
ktery ve své praci vychazi pfimo z rovnic pole. Jeho Fefenf je prakticky t&Zko pouZitel-
né. Na druhé stran& LANGER [ 7] nahrazuje rovinu n&kolika vhodn& volenymi koncen-
trickymi kruhovymi vodiéi (krouZky) a dostava samoziejmé pouze ptiblizny vysledek.
I kdyZ Langerovy vysledky jsou v souladu s méfenim, zlstala oteviena otazka teore-
tické opravnénosti takové aproximace. Autor této prace postupuje Langerovou me-
todou a ukazuje, Ze v limité tato metoda vede k exaktnimu feseni. Tim je prokazana
vhodnost zminéného Langerova postupu. K numerickému zhodnoceni navrhuje
autor asymptoticky rozvoj.

KAPITOLA 1. FORMULACE PROBLEMU

§ 1. Vzajemna indukénost dvou tenkych kruhovych vodi¢a

Méjme dva okruhy charakterisované ohmickymi odpory R;, vlastnimi induk&nostmi
L, a vzijemnymi induk&nostmi Ly, i # k, i, k = 0, 1. Oznac¢ime-li pfislu§né proudy I,
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a okruZnj napéti U, (I; a U; jsou obecné komplexni ,,éasové vektory®), dostavame
soustavu [35, 504]
(1) Uy = Ryl + joLoly + joLyd,,

U, = RyIy + joLd, + joLl,,
kde j znac¢i imaginarni jednotku a @ je kruhova frekvence stfidavého proudu. Priva-
dime-li napéti pouze na okruh indexu O (tj. je-li U; = 0), je moZno z druhé rovnice
soustavy (1) vypoditat I, jako linearni homogenni funkci I, a po dosazeni do prvé rov-
nice dostavame

(2 Uy = (Ry + AR) I, + jo(L, + AL) I, ,

kde

3) AR = Ploilio o ap o @Loilio g
R? 4+ w2L2 R? + 0?L?

Veli¢inu AZ = AR + jo AL budeme nazyvat ptidavna impedance, nebot rovnici (2)
miiZeme piepsat ve tvaru

(4) Uy = Roly + jwLoly + AZI, .

Pfidavna impedance AZ zé&visi na veli¢inach w, R;, L; a také na vzajemnych induk¢-
nostech Lg,, L;,. Jak znamo, plyne ze zdkona o zachovani energie vztah symetrie
Loy = Ly, Jsou-li okruhy (1) tvofeny dvéma vidknovymi vodidi tvaru uzavienych
kfivek o4 a ¢y, je vzajemna induk&nost Ly, (za urditych fysikélnich predpokladii) cha-
rakterisovana magnetickou permeabilitou u a Cisté geometrickymi vlastnostmi téchto
kfivek. Plati pro ni Neumanniv vzorec [4, 2], [5]

(5) Ly, = uf J COS§d80 ds, .
apa Oy

¥

Integraly ve vzorci (5) jsou k¥ivkové integraly, r znadi velikost spojnice bodii leZicich
na kfivkach o, a g, ¢ je tihel te¢nych vektorl v t&chto bodech a ds,, dsy jsou piislusné
diferencialy délky oblouku kfivek oy, ;.

Jsou-li 0y, 6, dvé& riizné kruZnice, které leZi ve dvou (ne nutnd riiznych) rovnob&z-
nych rovinach a jejichZ spojnice stfedi je kolma k témto rovinim (v daldim struéné:
6y, 01 ,.keaxialni* kruZnice), dostaneme jednoduchym propod&tem z Neumannova
vzorce (5) MaxwellQv vzorec [4, 4], [5]

/2 2
(6) Loy = 4mpe\/(rory) l:(; - Ic) F(k) — kE(k)] ,
kde ry > 0, ry > 0 jsou poloméry kruZnic o, a 64, z,; = 0 je vzdalenost stfedil téchto
kruZnic, proménna k je zkratka za vyraz

) K= 2 \/(rorl) )
V(5 + (ro + 14)%)
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(3) F(k) = J:/z—\ﬁ%ﬁ . E(k) = J:/z\/(l — k*sin? t)dt \

jsou eliptické integraly prvniho a druhého druhu [3, 725].
K numerickym vypoctim se misto vzorce (6) lépe hodi vzorec [4, 4], [9]

9) Ly = 4np \/(rorfl) k* C(k),
kde C(k) je tabelovany ,,normalni integral*, ktery zavedl Emde vztahem
(10) C(k) = 2k~ *(F(k) — E(k)) — k™* F(k).

V dal§im vykladu budeme uZivat témér vyhradné vzorce, ktery odvodil HAVELOCK
[4.7]
+ o0

(11) Ly, = 4nturyr, f e 401 I (Arg) Jy(Ary) dA.

0

Zde J,(x) je Besselova funkce pryniho druhu s indexem jedna, definovana napf. in-
tegralem |3, 625]

(12) ‘ Ji(x) = ijncos (A — xsin 2)d2.

[}

Vzorec (11) miZeme ziskat bud pfimo [4, 7] nebo uvZitim operatorového slovniku pro
Laplaceovu transformaci [9] porovnanim se vzorcem (6).

§ 2. Zobecnéni na soustavu »n + 1 koaxidlnich kruhovych vodi¢i

Pro n + 1 okruhi oznadenych indexy 0, 1, 2, ..., n plati pfi analogickém oznadeni
jako v § 1 soustava n + 1 rovnic

(13) U, =R, + joLI; + jo ¥ Ly, i=01,..,n.

: ke
Privadime-li napéti pouze na okruh indexu 0 (tj. je-i U; = O pro i = 1,2,..., n), je
moZno za jistych matematickych predpokladt z n rovnic soustavy (13) (pro i = I,
2,...,n) vypo&itat Iy, I, ..., I, jako linearni homogenni funkce I, a po dosazeni do
rovnice indexu 0 dostaneme opét rovnici (2), kde v§ak AR a AL jsou dany obecné sloi-
t&j§imi vzorci, nez jsou vzorce (3) RovnéZ zde budeme veli¢inu

AZ = AR + jo AL

nazyvat pfidavnou impedanci ve smyslu rovnice (4). Explicitnim vyjadienim veliginy
AZ se nebudeme zabyvat [7]. Je zfejmo, Ze AZ zavisi na w, R;, L; (i = 1, ..., n) a také
naLy(i+k, i k=0,..n),prondjc L, = L.
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Jsou-li okruhy tvofeny vesm&s n + 1 koaxidlnimi kruznicemi o; (i = 0, ..., n), pro
Ly plati za tychZ pfedpokladii jako v § 1 vzorce (6), (7), (8) resp. (9), (10) resp. (11),
(12), nahradime-li v nich indexy 0, 1 indexy i, k (i & k, i, k = 0, ..., n).

§ 3. Aproximace tenké desky soustavou koaxidlnich kruhovych vodica

Mg¢gjme rotacni valec o poloméru zakladny [ > 0 a pomérné malé vySce v > 0z vodi-
vého materidlu, jehoZ specificka vodivost je y. Tento Gtvar budeme dale struéné nazy-
vat tenkd vodiva deska.

Interval <0, I> rozdélime na n Casteénych intervalil

ro =10.
(ros 1) i Ta) s vy Puogs 1) ro _

n
T&mto intervalim odpovidaji mezivalcové vodice (krouzky). V k-tém intervalu jistd
existuje Cislo 7, takZe pro ohmicky odpor R, k-tého krouzku plati

2nF,

(13a) R, = k=1,...,n,

yv Ary ’
kde Ar, = r, — r,_;. Definujeme dale proudovou hustotu h, v k-tém krouzku vzta-
hem

(14) hy=—, k=1,...,n.

v Ar,

Mame-li nyni soustavu kruhovy vodi¢ plus rovnobézna tenka vodiva deska o koneé-
ném poloméru, oznacime-li parametry kruhového vodice indexem 0 a aproximujeme-li
desku soustavou n shora popsanych kruhovych vodi¢d o poloméru 7, (k = 1, ..., n),
miiZeme rovnice (13) s pouZitim vzorci (13a) a (14) ptepsat ve tvaru

(15) Uy = Roly + joLoly + jo Y Loho Ary,
=1

U; =2y~ 'Fh; + joLhw Ar; + joLgly + jo Y Lyhow Ary,
k=1

ki

kde podle (11) je

(16) Loy = Ly = 4n2yrorkf e * Jy(Arg) Jy(Arg) dA,
(4]
k=1,...,n

a
(17)
0
ik L,k=1,...,n.

Ly =Ly = 4ﬂ2urirkj Jl().r,-) Jl().r,() di,
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Pismeno z ze vzorce (16) oznaduje vzdalenost kruhového vodite od desky. Protoze
pfivadime stfidavé napéti pouze na vodi¢ indexu 0,je U; = Oproi =1, ... n.

Dosadime-li ze vzorci (16) a (17) a prejdeme-li v soustavé (15) k limit¢ pro
max {Ar,} — 0, dostaneme za pfedpokladu existence pfisluinych Riemannovych
integrali rovnice

1

(18) Uqy = Roly + jwloly + jw .4n2;tvr0J r h(r) drj e Ji(Are) J4(Ar) da,

] 0

| @
2y~ 'rh(r) + jo. 4n2/wrj s h(s) dsf J1(Ar) J4(4s) dA =
R 0

= jol, . 4n2ur0rf e % J,(Arg) Jo(Ar) dA.
0

V téchto rovnicich popisuje funkce h(r) zavislost proudové hustoty na poloméru r
piislusného kruhového vlakna desky. Pfejdeme-li k limité pro I — + o0, pfejde deska
o poloméru ! v nekoneénou tenkou vodivou desku. Za piedpokladu existence piislus-
nych nevlastnich Riemannovych integrald dostaneme misto (18) soustavu

(19) Uy = Ryly + jololy + jo . 4752#”"0‘]‘ r h(r) drj e J\(Arg) J(Ar) dA,
0 0

2y~ e h{r) + jor . 4n2;tvrj s h(s) dsj Ji(ar) Jy(4s) dA =

0 0

= — jwl, .47r2,ur0rJ‘ e " J(Are) Jy(Ar) da.
0

Zavedeme bezrozmérové parametry

z
(20) op=—, v=—, T=Ary, {=—, o0 =sr,.
To Fo L)

Po jejich dosazeni do (19) dostaneme

(21) Uy = Roly + joLol, +

+ jw . 4n’pvry J\/(g) h{or,) dQJ QT J4(7) \/(‘t) J (o) \/(rg) dr,
0 0

\/(Q) here) + je. 2apvyrd mw/(a) h(ory) daJ‘

0

) % Ji(e) \/('cg) J(t0) \/(w) dr =

0
o, L

= — jwl, . 2nuy [ ¢

Jo T

J4(10) \/(TQ) Jy(7) \/(T) dr.
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V soustavé (21) poloZime
(22) T = 2nuvyrs,

k(z) = joTt e,

f(Q) — v g, fmkc(f) Ji(z0) \//(TQ) J1(T) \/(T) dr,
0@ = V@ herd) -
Dostaneme tak soustavu
(23)
Uy = Roly + jooLol, + ZWVI"OJ (o) d@J ky(7) Ji(70) /(v0) J(7) /() dr,

o(o) + ij(a) dajvwko(r) J (7o) \/(’EQ) J (7o) \/(m) dz = f(o).

0 0

Zavedeme-li dale symetricka jadra KC(Q, cr) vztahem

(24) Ko, 0) = f ky(7) J1(v0) /(o) Jy(w0) \/(10) dt,
0
pfejde soustava (23) do tvaru
(25) Uy = Roly + joLoly + Zn)"lr'of Ko, 1) o(0) do,
0

ol0) + J " Koo, o) o(0) do = (a) .

Tato soustava ma zvla§té nazorny vyznam. Zavedeme-li opét AZ rovnici (4) dostava-
me z prvé rovnice (25) vzorec pro pfidavnou impedanci vzniklou zafazenim desky do
elektromagnetického pole kruhového vodicée indexu 0:

0

(26), AZ = Znyllglr_r,J- Ko, 1) o(e) do .
0

K tomu, abychom mohli impedanci AZ vypocitat, musime znat funkci (o), ktera je
feSenim integralni rovnice

(27) olo) + f "Kofor o) 0l0) do = £(a) .

Redeni (27) a (26) se podstatné zjednod udi, pfihlédneme-li ke vztahu (24) a prove-
deme-li zam&nu integra¢niho pofadi. Misto (26) a (27) dostaneme tak nahradni sou-
stavu (viz (23))

(28) AZ =2y 1, Jmkl,(r) J(7) \/(‘L') d‘L’J‘m(/)(Q) Ji(r0) /(7o) de,

0
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0

(29)  olo) + jmko(r) Ji(t0) /(o) dx J‘w(p(a) Ji(10) /(z0) do = f(o) .

V nésledujici kapitole se budeme podrobnéji zabyvat feSenim integralnich rovnic
typu (29).

KAPITOLA II. RESEN] NEKTERYCH INTEGRALNICH ROVNIC
HANKELOVOU TRANSFORMACI

§ 4. Hankelova transformace, jeji definice a vlastnosti

Necht K je linearni prostor nad télesem viech komplexnich Cisel, jehoZ vektory
tvor{ viechny komplexni funkce definované v (0, + o), které jsou spojité, maji kon-
vergentni Lebesgueilv integral v (0, + oo) a jejichZ realna a imaginarni ¢ast ma ko-
netnou variaci v kaZdém konetném intervalu, ktery je asti (0, + o). S¢itani vektortt
a nasobeni vektoru Cislem je definovano jako scitani resp. nasobeni funkei.

Poznamka 1. Je-li o(r) omezena a spojitd komplexni funkce, jejiz realnd a imagi-
narni ¢ast ma koneénou variaci v kaZzdém koneéném intervalu, ktery je ¢asti (O, + oo),
aje-li &(1) € K, pak je téZ «(f) @(t) € K. Diikaz tohoto tvrzeni dostaneme snadno, roz-
loZime-1i o(1) ®(1) na slozky a uvazime, Ze soudin vyhovuje pfedpokladu o spojitosti,
kone¢né variaci a integrovatelnosti.

Specialng z poznamky | plyne, Ze pro kazdé 1 > 0 a &(r) e K je
d(7) J(t7) \/(tr) e K a konverguje tedy integral

J‘ o(7) J,(17) \/(lf) dr.
0

Timto integralem miZeme ka#dé funkci &(f) € K pfifadit jednozna¢né komplexni
funkci definovanou v (0, + o), kterou oznac¢ime H[@(1)]. Toto zobrazeni je zfejmé
linearni.

Obraz prostoru K v zobrazeni H muZeme opét pokladat za linearni prostor, ktery
oznatime H[K]. Da sc ukézat, Ze pro kazdé t > 0 a kaZdou funkci ¢(7) ¢ H[K]
existuje opét (event. zobecnény) Lebesgueilv integral

o0
f o(7) J4(t7) \/(tr) dr,
0
ktery konverguje. Zavedeme-li pro tuto fuitkci stejné oznaceni jako v pfedchazejicim

pfipadé, bude

H[o(1)] = j%(«:) J4(1) S(tx) de .

0

Toto zobrazeni je opét linearni. Obraz prostoru I-I]:K] v tomto zobrazeni miZeme
pokiadat zase za linearni prostor, ktery oznatime H[H[K]|. Zmin&na dv& lincarni
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zobrazeni prostoru K na H[K]| resp. H[ K] na H{H[K]] budeme v dal§im stru¢n& na-
zyvat Hankelova transformace. Ze zavedeni je patrno, Ze je H[0] = 0.
Podle znamé Hankelovy véty plati [1, 240]

(30) H[H[®(1)]] = &(1)
pro viechny funkce ®(1) € K. Je tedy H[H[K]] = K. ProtoZe ke kaZdé¢ funkci
o(t) € H[K] existuje (1) € K, takZe plati (1) = H[®(1)], je tedy podle vzorce (30)
H[H[¢()]] = H[H[H[#(N]]] = H[®(t)] = (7). Plati tedy
(31) H[H[o(D]] = o(1)
pro viechny funkce (1) € H[K].

Poznamka 2. Z Hankelovy véty plyne, Ze vSechny tivahy obsaZené v této kapitole,

v nichZ se vyuZiva Hankelovy transformace, by se daly slovo za slovem pienést i na

Hankelovu transformaci zprostiedkovanou Besselovou funkci J,,(x) pro libovolné
1
nz-3

Vztahy (28) a (29) miZeme nyni pomoci Hankelovy transformace prepsat takto:
(32) AZ = 2my7 15 rg HI k(1) H[o(1)]] .
(33) o(e) + Hlko(e) H[e()]] = f(0) ,

kde funkce k.(0). f(¢) a ¢(0) maji vyznam podle (22).

§ 5. Véta o FeSeni integralnich rovnic

Véta. Méjme linedrni integrdlni rovnici

(34) o(t) + H[ k(1) H[p(1)]] = f(1),

kde je f(t) e H[K] a [I + k(t)]™" je omezend a spojitd komplexni funkce, jejiZ
redlnd a imagindrni ¢dst md konecnou variaci v kazdém koneéném intervalu, ktery je
édsti (0, + oo) Pak FeSeni této rovnice je ddno vzorcem

(35) (1) = H[(1 + k()" H[f()]]
a je jedinym fesenim v H[K].

Diikaz: I. Ditkaz existence. UkaZeme pfedeviim, Ze funkce dana vzorcem (35)
existuje a je z H[ K. Podle pfedpokladu je f(1) € H[K] a tedy podle (30) je H[ f(1)] € K.
Podle piedpokladu véty vyhovuje funkce (1 + k(1))~* pfedpokladiim pro funkci u(7)
v Poznamce 1 2§ 4 a je tedy

(36) (1 + k()" H[f(1)] €

Funkce ¢(t) dan& vzorcem (35) tedy existuje a patii do H[K] Musime nyni dokézat,
ze funkce dana vzorcem (35) vyhovuje rovnici (34).

ProtoZe je ¢(t) e H[K], existuje H[¢(1)] a podle vzorce (30) a (35) je

(37 Hle()] = H[H[(1 + kO)™" HLAOT]] = (1 + k(1) " HLA(1)] -
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Ze vztahu (37) vypocteme H[ f(1)]:

(39) HLS(O] = (1 + ko) HL(0).

Odtud

(39) HLA(0] = Hle(1)] = k(1) H[e(1)] -

Z linearity Hankelovy transformace v H[K] plyne

(40) HLA() = o(n] = k(1) H(1)] -

ProtoZe je f(1) — ¢(1) € H{K], plyne odtud s pouZitim vzorce (31) vztah
(41) f(0) = (1) = H[k()) H[p(1)]] .

ktery je ekvivalentni rovnici (34). Tim jsme dokazali, Ze funkce () dana vzorcem
(35) je fesenim rovnice (34).

1L Diikaz jednoznacnosti. Zbyva dokazat, Ze feSeni (35) je jediné v H[K]. Necht

(1), ¢*(1) jsou dv8 Feeni rovnice (34) v H[K]. Potom plati
(42) o(1) + H[k(1) Hlo(D]] = 1(1).
@*(1) + HIk(1) Ho*(1)]] = £(1) -

Odectenim prvni rovnice od druhé dostaneme

(43) o*(t) = o(t) + H[k(1) H[o*(1)]] — H[K(1) H[o(1)]] = 0.
Z linearity Hankelovy transformace plyne postupné

(44) @*(t) = o(t) + H[K(t) H{o*(1)] — k(1) H{o(n]] = 0.
(45) @*(1) — (1) + H[K(1) (HLe*()] — Hlo()])] = 0,
(46) o*(1) ~ olt) + HIK() H[o*() — o()]] = 0.

Ze vzorce (30) dostaneme

(47) HLo*(t) — o(8)] + k(1) Ho*(1) — o(t)] = 0

dili

(48) (1 + k(1)) H{o*(1) — o(1)] = 0.

ProtoZe viak je pro viechna t 1 + k(1) + 0, nebot jinak by doslo k porugeni pfedpo-
kladu o omezenosti (1 + k(1))™", plyne z (48)

(49) H{p*(t) = o(1)] = 0
a tedy podle vzorce (31)
(50) P*(1) — (1) = 0.

Tim je dokazana jednoznaCnost feSeni v H[K].
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KAPITOLA II. VYPOCET PROUDOVE HUSTOTY A PRIDAVNE IMPEDANCE

§ 6. Vypocet proudové hustoty

K vypoctu proudové hustoty nam slouzi rovnice (33). Abychom mohli pouZit vty
z pfedchézejiciho § 5, musime si ovéfit, zda funkce f() a funkce ho(g) dané vzorci (22)
vyhovuji ptedpokladim platnosti této véty.

A. Podle (22) je
(51) flo) =~ v7'rg Iy Hk(e) T:(e) /()] -
Aby bylo f(e) € H[K], staci tedy dokazat, Ze je

(52) ko) J1(e) /() < K -

Dosadime-li do vztahu (52) za k/{¢) z (22), mame dokazat, Ze je

(53 T o~1e 1,(0) (o) < K
neboli
(54) e te " J (o) eK.

Tato funkce je dokonce redlnd, je spojita v (0, 4+ 00) a ma koneénou variaci v kazdém
kone&ném intervalu, ktery je Casti (0, + o0). K diikazu (54) zbyva ovEfit konvergenci
Lebesgueova integralu

(53) J 0 ¥ Jy(o) do.

(4}

Za timto ufelem rozdélime integral na dva, a to

1 . 3]

(6) JQ%’ # Jy(0) de, f 0 *e™% Jy(0) do .
0 1

ProtoZe podle [8, 23] je

limo™" Jy(o) = 3.
p-0
je
limo~ %% J (0) =0,

ps0

integrand prvniho integralu je omezena spojita funkce a prislusny integral tedy kon-
verguje. Protofe dale J,(g) \/Q je omezend funkce v intervalu (0, 4+ o0), existuje
M > 0, pro néZ plati

(57) [74(0) Vel = M

a integrand druhého integrdlu je moZno majorisovat v intervalu {1, + o) takto:
(8) lo™e™ @ Jilo)] = e7'e7¥|Js(e) Vel EM .7
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Tim je dokazana i konvergence druhého integralu (56). Je tedy

f(o) e H[K] .
B. Podle (22) je

1

| ko(@) = jwTo~
a tedy

- 0 o’ 0
(59 (1 + ko(o))™' = - T8
) ‘ ole) o0+ joT % 4 T? 0% + w?T?

Ze vzorce (59) je patrno, Ze funkce (1 + ko(o))™' je omezend a spojitd komplexni
funkece, jejiZ realnd a imaginarni ¢ast ma koneénou variaci v kazdém kone&ném inter-
valu, ktery je &asti (0, + o).
Tim jsme dokazali, Ze také ko(e) vyhovuje predpokladiim véty § 5.
Smime tedy uZit vzorce (35) a dostaneme
(60) (o) = H[(1 + ko(e)"* H[f(2)]] -
Ze vzorce (51) a (30) je
(61) H[f(Q)] =-y"'ry 210 ;(Q 0\ \/Q
Dosadime za k() z (22) a dostaneme
(62) H[f(0)] = — joTv™"rgIo0 *e %" J (o).
Dosadime-li dale ze vzorct (62) a (59) do {60), dostaneme

1(0) /a]

o+ jo

&

(63) o(0) = — joTv 'ry %I, n[

Odtud podle (22) je proudova hustota déna pfedpisem

1

(64) h(ore) = — joTv 'rg o0 * H

J4(0) Jo}

[Q + joT

Vzorec (64) mil¥eme té7 prepsat v integrélnim tvaru

o0
(65)  h(ore) = — joTv ™ 'ry* o0 ? f I {(7) V(2) I ((0) /(z0) dt .
o T+ jw

§ 7. Vypocet piidavné impedance

K vypoétu pridavné impedance uZijeme vzorce (32). Ze vzorce (63) vypodteme po-
moci (30)

(66) Hlp(d)] == joTv™'rg o ———— (1) | Jt.
- ij
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DokaZeme, Ze vyraz
-1,,—-2t
(67) k() H[p(2)] = 0Ty 1rg g —— J,(7) /7,
T+ joT

ktery jsme ziskali pomoci (22) a (66), pat¥i do K. K tomu stadi ukézat, Zc je

(69) e ek
T + joT
neboli
(69) e ()t joT e ()
2+ *T? 72 + w?T?

Je zfejmo, Ze funkce je spojitd a jeji realnd a imaginarni ¢ast ma konednou variaci
v kazdém konecném intervalu, ktery je &asti (0, -+ o).

Zbyva dokazat, 7e konverguje Lebesguetlv integral této funkce v (0, + o). Roz-
délime-li integral na dva integraly, prvni od 0 do 1 a druhy od 1 do + co a pfihléd-
neme-li podobné jako v § 6 k tomu, Ze je lim t~' J,(z) = 1, vidime, Ze prvni integral

0
konverguje. Konvergence druhého integralu plyne, uZijeme-li vzorce (57), z této majo-

risace v {1, +o0):

e ¥ J4(1) \/‘r e 2 , M s
(70) A | T ——szz EAQINAES -——~—sz2' e,
; T“%P”’C’J,(r) o2
- T &,
l [4 ’[ + szz T(T +w TZ) ’ 1( )\/ J T

Odtud plyne platnost (69) resp. (68) a existuje proto podle (67)

(71) HIk(?) H[@(d)]] = 0*T?v"'r5 Io H [%‘]72; J4(9) \/T].

Odtud mame
ow —2Lt y2
72 H[ k(1) H[ (1 = w?T% ¥ % _e—Jl(f) dzt
(72) [kd1) HLo(1)]] o’To
o T+ joT
a podle (32) je tedy pfidavna impedance

X W =20t §2
(7%) AZ = 2717(02712\’_11"(;1’))_1 [ _e_ JI(T) dr

o T+ joT

Dosadime-li z (22) za T, dostaneme po Upravé koeficientu

@ —2¢r 12
(74) AZ = 4n2w2Tr0/.1j (]
o T+ joT

dr.
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Zavedeme-li podobng jako v § 1 nebo § 2
(75) AR = Re(AZ), AL= ' I(AZ),
®

dostaneme ze (74)

w —2ft .]2(’1,') T
76 AR = 4n%w*Tr £ IR T g
( ) § Oﬁfo 2 4+ @?T?
a
o —2{r y2
_ 2, 2972 e Jx(f)
7 AL = - 47’0 Tro,ufomdr.

§ 8. Asymptoticky rozvoj

Porovnanim vysledk (63) a (74) dojdeme k zavéru, Ze prakticky vypocet proudové
hustoty a pfidavné impedance se redukuje na vypocet integralu

o s
09 e = | eI 1) e ar
Podle (65) je pak

—3 0o, 1)

(79) h(oro) = jooTv™ 'rg Y0
o
a podle (74) je
(80) AZ = 470’ Trou Ly (1,1). .

DokaZeme nyni, Ze integral (78) je moZno vyjadiit pro wT —+ oo asymptotickym
rozvojem

(81) Lo, 0) = [i (]aﬂ) 65“ )]J_i?

kde
(82) Mo, 0) = r i;fi J1(07) /(e7) J4(7) /(o7) dt .

" Ziejmé pro { > 0 je

R e CN O RN NICORE

Pro n-ty &asteny soudet rozvoje (81) dostaneme po dosazeni z (83)

(84) "Leo) = Y (]w)j CL 0,09 View) 1o Vor) d.

JjoT k=0 T
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Odtud

joT jo 7 joT
a tedy

(86)  "Lfe.0) = rl—_—@ ety Ji(e7) (e) Ji(o7) /(%) dr

o JoT+ 1
Ziejmé je podle (86) a (78)

O
(87) "Lfe, 0) — Lf0,0) = — J —wl— Jy(er) \/ 07) J(o7) \/ (ot)dt.
Je tedy

(59)

(oT)"|"Ly(o. 0) — Lo, 0)| =

j —;(L“ J (1) /(pr) Jy(o1) /(O'T) dr| <

T + joT)

x -1  —g¢7
" e
o T2 4+ 0*T

et dr

A

Qdtud plyne, Ze je
(89) lim (wT)" I"LC(Q, o) — Lo, a)| =0

oT—+w
a tedy plati vztah (81).
Vyznam rozvoje (81) tkvi mezi jinym v tom, Ze jsou v ném oddgleny vyrazy obsahu-
jici Gisté geometrické Gdaje (83) a tdaje geometricko-fyzikalni [(1/jwT)*].
UkéZeme pouZiti rozvoje (81) k aproximaci pfidavné impedance. V prvni aproxr
maci je podle (81)

(90) Lo, 0) ~ J;TM (2. )

a tedy podle (80) je
(91) AZ ~ — 4n’jorou Mo (1, 1).

Utzijeme-li vzorce (82), dostaneme

o
(92) AZ ~ — 47z2jcur0uJ e 2 Ji(r) dr.
0
Podle (75) je
(93) AR=~0 a AL~-— 4n2r0yJ‘, e 2% Ji(7) dr.
0 -
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Vratime-li se podle (20) k rozmé&rovym veliinam, je

el

(94) AL~ — 4n%rip j‘ e” 2% 73 (drg) d
0

Srovnanim se vzorcem (11) snadno nahlédneme, Ze piidavna impedance desky v prvé
asymptotické aproximaci ma stejnou velikost, jako kdybychom misto desky zafadili
do elektromagnetického pole koaxialné kruhovy vodié téZe velikosti jako vodié
indexu 0 ve vzdalenosti 2z, kterym by protékal proud téZe velikosti, ale opatného
smyslu (tzv. zrcadelny obraz). Ze vzorce pro T(ZO) plyne, Ze asymptoticka rovnost
pfejde ve skuteénou rovnost napf. pro nekoneéné vodivou desku.

Abychom uréili dal§i €leny rozvoje (81), stali uvazit, Ze podle (82), (11) a (6) plati

(95) Mo, o) = i[(% - k) F(k) — % E(k)],

kde podle (7) je
— 2 /(eo)
v U+ o]

a F(k), E(k) jsou déany vzorci (8). Abychom skutetnt vy&islili hodnoty
[0*M (e, 0)]/0C%, uZijeme vzorce (95) a znAmych vzorci pro derivaci eliptickych funkei

(97) F(K) = k_(l}?(:")k_z) - Fgﬁ) () = 20 _*k__F (k)
Tak napf.
Mo, o) _1Ok[(2 N\ oy o 2 By | = — Lk ¢
Eac n oL [(k k) k) 4 k? E( )] nk 2+ (0 + 02

[ (2w iy -2y - ) - 20 0)
_— :r.k?jr(—s:;ﬁ[(— Z‘l -1 = % + 1+ %)F(k) +
N (k2(1 i ) 1 —1 e % - %) E(k)‘:\ N
O (2 F(k) — 12 : 1’\‘22 E(k)) .

4np0

Podobné postupujeme pii vypocétu derivaci vysSich fadua.
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Jinou souvislost mezi integraly (78) a (82), neZ je vzorec (81), ukazuje vztah

(99) L (0. 0) = ejwrc,j o IoTt Mo, 0) d¢,

1

ktery nam umozZiiuje nahradit v jistém smyslu vodivou desku nekoneénym kruhovym
valcem. Pro praktické ucely je viak vyhodngjsi asymptoticky rozvoj (81).
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Pe3rwome

O BJIMSHMWU TOHKON ITJIOCKOCTHOM IJIACTUHKU
HA DJIEKTPOMATHUTHOE ITOJIE KOJBUEBOI'O
[MPOBOJHUKA

MMUIIOLI JTAHCKW (Milo$ Lansky)

IMoxaskiBaeTcs, 4TO N00ABOYHBIH uMNeaHC AZ KOJBIEBOTO MPOBOAHKKA, B MOJIC
KOTOpOro Oslia napajulefibHO BCYHYTA TOHKAS IUIOCKOCTHASI NPOBOISILAS NIACTHH-
Ka, ompenensercs Gpopmymoii

+w

0

(1) AZ=2m7 0 0r f K (7)J4(x) (2 de f " o(0) J4(we) (x0) de.

0

rie ¢(g) ABAKETCS PEIUSHHEM HHTErPAJBLHOIO ypaBHEHHA

) ww{

0

+ 0

m@mmw@mf%@mwwmw=m»

0
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B stux BBIpaXXCHUAX
T = 2nuvyre,
k,(t) = joTr 'e™",
o(e) = /(o) hero), .
@) = — virg s f k(2) 1(z0) /(0) J4(x) /(2) .

0

¢ 6e3pa3sMepHLIMH apaMeTpaMu

rae NpUMCHCHHBIC CUMBOJIBL HMEIOT CJICAYIOLICC 3HAYCHHE

b — YIebHas IPOBOIUMOCTE IJIACTHHKH,
I, — BPCMEHHLIH BEKTOP TOKa B KOJILLUEBOM NPOBOHUKE,
ro -~ PaJHyC KOJBLEBOTO MPOBOJHHKA,

J — MHHMas eIHHHUIA,

() — yraosas 4acroTa MNEPCMEHHOIO HANPAXEHUA, IIPHBOAHUMOrO Ha KOJb-

LIeBOJ 1IPOBOIHUK,
n — MAarHdTHas IMPOHUIAEMOCTh MaTepHaa,

v — TOJILIMHA TIACTHHKH,

J4(t) — dynxuus Beccens nepsoro pona ¢ uHaekcom 1,

h(r) — MWI0THOCTH TOKA, MHIYIUPOBAHHOIO B MUIACTUHKE HA PACCTOSHUH I OT OCH
KOJILLIEBOTO TIPOBOJIHHUKA,

z ~ MepIEHINKYIIPHOE PACCTOAHME IITACTHHKH OT KOJBLUEBOIO MPOBOJHHMKA.

Iycrs K — nuHeiiHOE HMPOCTPAHCTBO KOMILIEKCHBIX YHCEN, BEKTOPHI KOTOPOTO

06pa3syroT Bce KoMilekchble (yHKUun, onpeneeHnbie B (0, +00), KOTOpble Hempe-
pHiBHBI 1 06nanarot cxoasuumes 8 (0, +oo) unterpasom Jlebera u feficTBuTeNbHAS
M MHAMAs YaCTh KOTOPBIX MMEET KOHEYHOE U3MEHEHUE BO BCAKOM KOHEYHOM HpOMe-
KYTKE, ABJISIIOIIEMCS YACThIO (0, +oo). CroxeHue BEKTOPOB H YMHOXKEHUE BEKTOPA
Ha YHCIIO ONpPE/IessieTCs KAk CIOXeHHE Wilh yMHoxeHve Gynkuuit. Jluneinoe oTobpa-
xeHue Gynkimii @(c) € K B MHOKECTBO KOMIUICKCHBIX (yHKIUI ¢(f) ofHOrO AeiicTBi-

TEJILHOT'O IIEPEMEHHOTO, ompeleienHoe hopmyoi
+ o
o(t) = f o(x) J,(17) /(1) dt
0

OrpaHuYMBaeT MPOCTPaHcTBO 06pazos H[K]. [Muwem

H[®(1)] = o(1) .

AHAJOrMYHO MOXHO 3Toit (opMysioit Beskoit dynxumu ¢(t) € H[K] conmoctasuts

<15(1) eK.



Otobpaxenue H B 9THX ABYX 3HAYEHMAX HasblBaeTcs mpeobpasoBaHueM [aHkels.
Ilist oToro npeobpasosanus sepHa QynaamenTanbHas Teopema [ankens:

H[H[®(1)]] = &(r)e K

HJIH

H[H[o(1)]] = o() e H[K].
B vacToslIel cTaThe MOKA3BIBAETCS CIIEAyIOILAs

Teopema. Hueesm aunetinoe unmezpaasiioe ypagHenue

(1) + H[k(r) HLe(N]] = /(1) ,
20e
fed[K] uw [1+k0n]™

02PaHUNEHHAS U HENPEPBIGHAS KOMNACKCHAA (BYHKYUA, Oelicmaumensias u MHUMAA
YaCMb KOMOPOIii UMEEN! KONEYHOE UIMEIIEHUE 60 6CAKOM KOHECHHOM RPOMENCYMKE, AGAA~-
1oyemes vacmeio (0, +o0). Tozda pewenue mo2o ypagienua onpedeieno Gopmyaoi

o(t) = HL(1 + k(1) " HLf(1)]]

u ngaaemca eQuncmeennoim peuteruesm ¢ H[ K.

VpasHenue (2) Mo)eM ¢ TOMOLIBIO npeobpasoBanist [MaHKens iepenicath B Buae
(o) + H[ko(e) H[¢(e)]] = f(e) -

Tak kak (u3nYecKHe NPEeANOJIOKCHUS COrNIACOBAHBI C YCJIOBMEM BCPHOCTH BEILLE
yKa3aHHOMH TeopeMbl, 5To ypasuenpe umeeT B H[ K] eauncraennoe peuietue

Y4 ,
@) o(0) = —joTv 'rg’ly H [—e*~ Ji(e) \/Q:l-
. ¢ + joT

Tax kak oTHOLUEHHE (l) MOXHO BbIPa3UTh TOXE C MOMOLIBIO Npeodpazosanus I'an-
KeJist, BepHa GopMyna :
1y AZ = 2my~ 'y ry Hk (1) H[o(1)]] .

C nomousto noncramosku u3 (1°) B (2') nonydaem

+ow =20t J2
AZ = 47*0w*Tryu L—Jf(f-) dr.
Jo T + joT

JUtst IpHMeHeHHs Pe3y/ibTaTa Hajlo 3HaTh QYHKIMKM THna
+ o e‘gt .
Lo, 0) = e J(07) /(07) J(07) /(07) dt,
o 1t +joT)
IU11 KOTOPBIX TOAEH aCHMITTOTHYCCKU psist

Lfo.o)x— ¥ (J_ )" M, o)

JoTi=o \ joT
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rae

M (e, o) = ;15[(% - /\') F(k) — %E(k)].

_2Jes
J(E + (e +0)?)

u F(k), E(k) cyTb snaMnTHYeCKHE HHTETPAbl IGPBOIO H BTOPOIO POJa.

3neck

Summary

ON THE INFLUENCE OF A THIN SLAB
ON THE ELECTROMAGNETIC FIELD OF A CIRCULAR CONDUCTOR

MiLo§ LANSKY

The additional impedance AZ of a circular conductor in the field of which there is
introduced a parallel-plane thin conductive slab, is expressed by the formula

(1) AZ = 2my~ 5 M, f+mkp(r) JI(T)\/(‘L') erﬁ+m(p(g) J (o) \/(TQ) de,

0

where ¢(¢) represents a solution of the integral equation

@ olo) + j

+ o0

Kof®) J4(x0) /() dff+w¢(“) J1(z0) /(v0) do = f(o).

(] 0

Here
T = 2npwyri,
ky(1) = joTt 'e™r",

o(0) = /(o) h(ero),
fle) =—v l”azloj ky(z) J1(t0) \/(T@) Jy(7) \/("") dz,

with dimensionless parameters

where the symbols used denote, respectively,

Y — the specific conductivity of the slab,
I, — the time vector of the current in the circular conductor,
To — the radius of the circular conductor,
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Jy() -
h(r) -

z —

the imaginary unit,

the angular frequency of the harmonic voltage on the circular conductor,
the magnetic permeability,

the thickness of the slab,

the Bessel function of order 1 and index 1,

the density of the current induced in the slab at distance r from the axis of
the circular conductor,

the distance of the slab from the circular conductor.

Let K be a linear space over the field of all complex numbers, consisting of all com-
plex functions defined on (0, + oo), continuous and with a convergent Lebesgue
integral in (0, +0), and whose real and imaginary parts have finite variation in
every finite subinterval of (0, + o0). The addition of vectors and the multiplication of
a vector by scalar is defined in the same manner as for functions.

A linear mapping of &(1) € K into the set of complex functions ¢(f) of one real
variable defined by the formula

o(f) = .[mdb(r) J1(17) /(t7) dv

0

determines the space of the maps H[K]. We write

H[#(0)] = o(1) -

In a similar way it is possible to map each function

o(t) e H[K] onto &(1) eK

using the above formula. The mapping H used in these two connexions is called
Hankel’s transformation. By the well known Hankel’s theorem there is

or

 H[H[®(x)]] = ¥(z) €K

H[H[o()]] = (1) « H[K]

respectively.

In this article the following theorem is proved:

Theorem. Consider a linear integral equation

where

o(t) + H[K() Ho()]] = (1),
f()) e H[K]

and [1 + k(1)]™" is a bounded continuous complex function, whose real and imagi-
nary parts have finite variation in each finite subinterval of (0, + ). Then the
solution of this equation is given by the formula

o(1) = H[(1 + k()" H[S()]]

and represents the unique solution in H[K].
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The equation (2) can be written by means of Hankel’s transformation in the form

o(e) + H[ko(e) H[#(e)]] = /(o) -

Physical assumptions agree with the conditions of applicability of the above theorem
and therefore this equation has a unique solution in H[K],

, i 12 e~
(2) o(0) = — joTv ™ 'rg I H [— Jy(0) \/Q:I
¢ + joT
As the relation (1) can also be expressed by means of Hankel’s transformation
(1) AZ = 2my~ "1 g H [ky(1) H[o(1)]],
we obtain on substituting from (1) into (2) and after slight modifications
+oo =20 72
AZ = 47[2(1)2TV'0;LJ‘ I g
o T+ joT

The result shows the necessity of studying functions of the type

Lo, o) = f 7(e%) V(ex) I1(07) /(o) dt,

o Ut + joT)

+oo e ir

for which the following asymptotic expansion is valid:

1 & 1 \o*M (o, ¢
Lfe,0)  — — —;(,7*) .
JoT =0\ joT a

Mo, 0) = i[(f - k) F(k) - % E(lc)],

PN/
V@ + (e + o))
and F(k), E(k) are elliptic integrals of the first and second type respectively.

Here

where k is given by

Adresa autora: Dr. Milo§ Ldnsky C.Sc., Pedagogicky institut, tf. Jednotnych odbori 11,
Karlovy Vary.
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