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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo 1

RESENI GRAFU SIGNALOVYCH TOKU MATICOVOU METODOU

Vit JELINEK

(Doslo dne 22. ledna 1962.)

K feSeni graft signalovych tokd (tj. ke stanoveni vyslednych pfenosi) se
pouZivd v podstaté dvou cest; postupné redukce grafu a ptimého vypoctu
uZitim Masonova pravidla. V ¢lanku je popsana nova maticovid metoda,
jejiz hlavni vyhoda spotiva v disledné poéetni algoritmisaci postupu feSeni.
Clanek je doplnén praktickymi piiklady ilustrujicimi pouziti této metody.

1. UVOD

NV

V novEsi dobé se zading k feSeni elektrickych obvodii (a analogickych obecngjsich
fysikalnich soustav) pouZivat metody grafii signalovych tokil. Zaklady této metody
jsou vyloZeny v &lanku [1], kde je téZ podrobny seznam literatury.

Pii feSeni obvodu grafem signdlovych toki se setkavame v podstaté s nasledujicimi
zakladnimi ukoly:

a) sestrojeni grafu, jenZ je grafickym obrazem zavislosti mezi jednotlivymi veli&i-
nami (nap&timi, proudy a pod.),

b) feseni grafu, tj. stanoveni pfenoslt mezi jednotlivymi zfidly a nory, které jsou
soudasné hledanymi pfenosy uvaZovaného obvodu.

Tento ¢lanek je piispévkem k metodice Feseni grafii a nezabyva se otazkami jejich
konstrukce.

Regeni primych grafii (tj. takovych, které neobsahuji smycky) je zaleZitosti elemen-
tarni. K feSeni smyckovych grafii se v podstaté uZivd dvou metod: metody postupné
redukce grafu a pfimé metody vyuZivajici Masonova pravidla. Postupna redukce je
zdlouhava a vyZaduje nékolikeré piekreslovani grafu. Masonova metoda vede sice
rychleji k c¢ili, pfi jejim pouZiti se v8ak snize dopustime chyb.

V tomto €lanku popi§eme metodu, ktera cely postup feseni pfevadi na mechanické
vykony s maticemi (s&itani, nasobeni a inversi) a tim podstatnd sniZuje moZnost
vzniku chyb. Pracnost vypoltu odpovida zhruba metodé Masonové; zaleZi viak pod-
statné na typu grafu, jak jesté uvedeme. Je to v podstaté metoda, které autor pouZil
v praci [2] k feeni zpétnovazebnich obvodi. V uvedené praci se sice nemluvi o gra-
fech signalovych tokd, ale rozdily jsou jen formalni.



Nyni jesté terminologické poznamky. Stejné jako v praci [1] budeme misto ,,uzel
se signalem x* fikat struéné ,,uzel x, misto ,,vétev s pfenosem a** stru¢né ,,vétev a“.
Dale pak uzly, které nejsou ani zfidly ani nory, budeme nazyvat vnitfnimi uzly.

2. DEFINICE PRENOSOVE MATICE

Necht je dan libovolny graf, ktery ma
(m = 1)y, ya, -, ¥ @ q vnitfnich uzlt (g

n

zfidel (n 2 1) x4, X5, ..., X,, m nord
0) 4, z5, ..., z,. Viz obr. 1.
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Obr. 1. K definici pfenosové matice grafu a k odvozeni maticové metody fefeni: Graf se ¢tyfmi
zfidly, tfemi nory a dvéma vnitinimi uzly, vétve jsou jen naznaleny. Pro pichlednost jsou uzly
téhoz typu kresleny pod sebou.

O grafu budeme vZdy pfedpokladat, Ze signaly nort a vnitfnich uzli lze jednoznad-
né urdit, jsou-li dany signaly ziidel. PonévadZ jde o linearni zavislosti, miZeme zavis-
lost signalu nora na signalech zfidel vyjadfit maticovou rovnici

H Plu Xl
> Pan X2
3 Pmn Xﬂ

(13) Y1 = | P11, Pias ---
yZ Ple P22’ “ee
ym Pn11> PmZv

nebo zkracené

(1b) y=P.x

Matice P = [P;] se nazyva pfenosovou matici grafu. Jeji vyznam je zfejmy.
Prvek Py je celkovy prenos ze zfidla x, do noru y,.

Refenim grafu budeme nadale rozumét stanoveni jeho pfenosové matice.
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3. PRENOSOVA MATICE PRIMEHO GRAFU

Najit pfenosovou matici pfimého grafu je snadné. Je jen tfeba si uvédomit, Ze
pienos P je prosté soulet pienostt vSech piimych cest, které vychazeji ze zfidla x,
a konéi v noru y,.

Uvedeme jednoduchy ptiklad. Na obr. 2 je 2
pfimy graf, ktery ma dvé zfidla x,, x, a dva 1
nory yy, .

Jeho pfenosova matice je tvaru

X1 X2

- . —]
P = y ab+aed+cd] d
Y2 I a ’ 0

Matice je psana pfihradkovym zplsobem.
Nad jednotlivymi sloupci jsou napsana ozna-
¢eni plislusnych ziidel, pfed jednotlivymi fadky

jsou oznaeni pfislusnych nord. Tento zapis 1
dava dobry piehled o vyznamu prvki matice P.
. I s s x, O
Je to zptsob, kterého se Casto pouZiva v teore- 2
tické elektrotechnické literatufe. Obr. 2. Priklad piimého grafu.

4. PRENOSOVA MATICE SMYCKOVEHO GRAFU

Piipomeneme nyni nejdiive dva dileZité pojmy tykajici se smyckovych grafi.

Cislo udavajici nejmensi podet vnitinich uzld, které je ticba v daném smyckovém
grafu roz§tépit, aby vznikl pfimy graf, se nazyva fad grafu. Skupina uzll, kterd obsa-
huje v8echna zfidla a nory a dale vniténi uzly v poctu rovnému fadu grafu tak volené,
Ze jejich roz§tépenim vznikne pifmy graf, se nazyva skupina residualnich uzlii.

Uvayujme smytkovy graf r-tého ¥adu (r = 1) s n zidly (n 2 1) xq, x5, ..., Xy,
m nory (m = 1) yy, ¥a, ...y Y @ ¢ Voitinimi uzly (¢ 2 1) z,, z,, ..., z,. Viz opét
obr. 1.

Provedeme volbu skupiny residudlnich uzli. Budeme pro jednoduchost predpokla-
dat, Ze obsahuje prave prvnich r vnitfnich uzld, totiz uzly z,, z,, ..., z,. Toho lze
vzdy dosdhnout vhodnym oéislovanim uzl. Vniténi residuaini uzly roz§t€pime; z uzlu
z; tak vznikne zfidlo z}a nor 2} (j = 1,2, ..., ), jak je patrno z obr. 3.

Obr. 3. K odvozeni maticové metody: Roz§tépeni vnitiniho residualniho uzlu.
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Tim dospivame k piimému grafu s n + r zfidly a m + r nory. Jeho feSeni zapiseme
pomoci rozdélenych matic

— _n T H T
(2a) zy V=1 Ay, - A4y By, oo By, z5
" !
Zy Arla b} Arr Brla sy Brn Zy
Y1 Ciss oovy Cyp | Dyys ooy Dy, Xy
ym_ - les s Cmr Dmls ’ Dmn X

To napieme stru¢néji
(2b) z’ = A B =z

y C, D x|.
Z posledni rovnice plyne

(3) z" = Az’ + Bx
= Cz' + Dx.

It

JestliZe nyni poloZime

¢ili
(4) 2=z =z,
odpovida to tomu, jako bychom opét spojili viechny pfedtim roz§tépené uzly.

Dosadime-li do rovnic (3) z za z’ a 2" podle (4) a provedeme malou tpravu, dosta-
neme

(52) (1—-A)z = Bx,
(5b) ' y — Cz = Dx.
Soustava ma jediné feSeni podle y a z, kdyZ a jen kdyZ je matice
[0, 1 —A]
i, -C
regularni. Snadno lze dokazat, Ze tato matice je regularni, kdyZ a jen kdyZ je regularni
matice 1 — A. Pon&vadZ podle pfedpokladu uvedeného v oddile 2 ma soustava (5)

jediné feSent, je matice 1 — A regularni a existuje matice k ni inversni (1 — A)™%,
Nasobme nyni rovnici (5a) matici (1 — A)™" zleva; dostaneme

(6) z=(1-A)"Bx.
Nyni dosadime za z do (Sb) a po snadné tipravé dostaneme
(7 y=[C(1-A)"'B + D]x.
Je tedy pfenosova matice grafu P dana vztahem

(8) P=C1—-A)'B+D.
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Prakticky postup pfi stanovovani pfenosové matice je tento:

a) Najdeme rozdélenou pfenosovou matici pfimého grafu vzniklého rozitépenim
zvolenych uzld v tom tvaru, jak je v rovnici (2a).

b) Z této matice uréime pienosovou matici P piivodniho smyckového grafu podle
vzorce (8).

ObtiZznost vypocétu je dana fadem matice 1 — A, jejiz inversi je tfeba provadét.
Viimnéme si, Ze fad této matice je roven fadu feseného grafu.

Postup pfi feSeni by bylo moZno obménit tak, Ze bychom smycky pavodniho grafu
pierusili roz8tépenim v&t§iho podétu uzlil, nez je fad grafu. Tento zplisob je nevyhodny,
nebot se zbyteéné zvySuje Fad matice, jejiz inversi je tfeba provést.

Zpisobem, ktery byl popsan, dostavame viechny penosy (prvky pfenosové matice)
soulasné, Je v8ak moZno podéitat kterykoliv z pFenosi bez vypoétu ostatnich. Necht
P, je prenos, ktery chceme stanovit. Zavedeme-li oznageni A* = (1 — A)~", dosta-
vame na zakladg (8)

9) [Pi] = [Caty Cazs oo s Co] [ AT1s AT2s o, AL ] [Bus| + [ D] -
A;I’A;Z""’ A;kr BEb
A, AL, Al | B
Symboly [P,], [ D.y] zde zna&i bodové matice obsahujici jediny prvek — p¥enos P,
resp. D,

5. PRIKLADY
Jako prvni p¥iklad uvedeme feScni grafu na obr. 4a. Umyslng volime nejdiive

graf hodné jednoduchy, aby pfiklad byl instruktivni. Vyhodnost metody tu oviem
zvl48t nevynikne pravé pro jednoduchost grafu.

Xy Y X,
1 1 ] 1
c ¢
2, O 23 Z, ( 23
a b b
5 &2z 22
a
1 \ \x
p % 4 %

a bJ

Obr. 4. a) Smyc¢kovy graf prvniho fddu. b) Piimy graf, ktery vznikne z pfedchoziho grafu rozsté-
penim uzlu z4.
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Graf ma tii zfidla, dva nory a pét vnitfnich uzld. Oznaéeni jednotlivych uzll je
patrné z obrazku a piesné souhlasi s oznadenim, kterého jsme pouZili v pfedchozim
oddjle. Je vidét, Ze graf obsahuje dvé smycky a—b—c—d, c—d—e—f a je prvniho
fadu. K pferuseni obou smycek stadi roz§tépit bud uzel z; nebo uzel z,.

Rozstépenim uzlu z; dospéjeme k pfimému grafu, ktery je na obr. 4b. Napiseme

jeho pienosovou matici
A B
C,D

takto:
! z3 X, } X, I X3
2, |(ab+ef)ed| —d [ bed ‘ fed
\ |
V1 1 0 1 0 é 0
v, | ab+ef 0 ‘ boo| f
Dale je
(1 - A=l
a=[1-—(ab+ ef)cd]™".
Uzitim vztahu (8) dostivame
P=y d bed fed +

(ab‘+ ef) d ((ab+efbed|(ab+ef ) fed

+ 0 0 0

X, X, X3
P=y od abed afed
y, |dab+ef)d ab of
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Pfi feSeni grafil neni oviem tfeba dodrZovat zpiisob oznalovani signald, resp. uzli,
kterého jsme pouZivali aZ dosud. Je moZné pouZit libovolného jiného oznaleni. Dale
obvykle neni tfeba kreslit pfimy graf vznikly roz$tépenim uzla plvodniho grafu;
pfenosovou matici je moZno pii trose cviku psat pfimo na zakladé grafu pavodniho.
Oboji uvidime na dalSim piikladu.

Jako dalsi pfiklad uvedeme feSeni grafu na obr. 5. Tento graf je rozsifenim grafu
z prace [1], ktery je tam fe§en Masonovym pravidler.

Graf ma ztidlo x,, nory x4, x5, vnitini uzly
X,, X3 a je druhého fadu.

Pro feSeni rozStépime oba vnitini uzly x,,
X3; z prvniho vznikne zfidlo x5, a nor x7,
z druhého zfidlo x} a nor x35. Dospéjeme tak
k pfimému grafu, ktery nebudeme zvlast
kreslit, s pfenosovou matici

X5 x5 X,
" [

x5 g e a

x5 f h | b
S S — | —]|

X4 c d J |
B B S iy

X5 k 0 0 |

,,,,,,,, . Obr. 5. Smyc¢kovy graf druhého Fadu.

Dale vypoéteme

1-A"=q¢« l—h]
— J_

e
L
f l—g
I
a=[(1-g)(1 —h) - ef]7".
. Uzitim vztahu (8) pak po jednoduchém vypoctu dostavame
|

>

kde

x1

P= x, |j+afac(l — h) + bd(1 ~ g) + adf + bec]

X5 If afak(l — h) + bek]
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Pienos x,/x; miZeme je$té upravit na tvar

. o ac bd afd + bec g0 ef B
ol = +[1 —g R +(1 —g)(1 ﬁh):l'[] (1-g)(1 - h)]'

Vzorec se shoduje se vzorcem (21) z prace [1].

6. ZAVER

Srovname nyni podrobnéji maticovou metodu s metodou Masonovou,

Vyhodou maticové metody je algoritmisace postupu feSeni a z toho vyplyvajict
omezeni moZnosti chyb. Postup sc redukuje na zakladni vykony s maticemi (s&itang,
nésobeni, inverse). Jsou-li pienosy dany numericky, je moZno pouZivat G&innych
numerickych metod.

Pracnost maticové metody roste s fadem grafu, pracnost Masonovy metody s pog-
tem smycek.

Obsahuje-li graf maly poecet smyéek, je vyhodnéjsi pouZit Masonovy metody, ktera
¢asto dovoluje napsat bezprosticdné feseni.

Graf, ktery ma velky pedet smycek a neni piilis vysokého rfadu, je vyhodnéjsi fesit
maticovou metodou.

Ma-li graf velky pocet smycek a je scuCasné vysokého fadu, neni jiz situace tak
zieyma. Domnivame se, Ze i v tomto pripadé bude maticovd metoda zpravidla vyhod-
néjdi pro vétsi pfehlednost a mozZnost pouziti numerickych metod.

Maticova metoda muZe vhodné doplnit dosud uZivané metody FeSeni graft signa-
lovych tokii. ‘
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Pesiome

PEWIEHUE OPUEHTUPOBAHHbBIX I'PA®OB
C TIOMOIIBIO MATPUL]

BUT EJIMHEK (Vit Jelinek)
Jlns pewienns OpUEHTHPOBAHHBIX I'PaoB HPUMEHAIOT B CYUIHOCTH ABa METONA
METOJI HOCTENEeHHON peAyKUMH rpada U METOI PsiMOT0 pacyeTd Ha OCHOBAHMY Npa-

Buia Meiicona (Mason).
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B craTee omuchbiBaeTCs HOBBIM MaTpUUHbIA METOM, I'IaBHOE NPEHMYLIECTBO KOTO-
POTO 3aKJIIOYAeTCs! B BBEACHHM YOOOHOIr0O aiaropudma peleHus.

Xon peuleHHsl CleAyrOLLMit;

Mzl paszseauHuM rpad B yIOOHEIX BEpHIMHAX TAKUM 06pa3oM, 4TOOLI MOJYYHTH
rpag, He colepxalmii nerens, Ero pelienue Mbl IPeICTaBUM € TOMOILbLIO KJ1ETOU-

HBIX MaTpull B Buae (2a). MaTpuiuy, BBIPakarolIyl0 peileHHe TepBOHAYANILHOTO
rpata, MOXKHO onpeleanTs no Qgopmyne (8).

MeTo JOHONHAET IIPHMEHSIEMBIE 110 CHX IIOP METO/1bl PELIEHHS OPHCHTHPOBAHHEBIX
rpados.

Summary
SOLUTION OF SIGNAL FLOW GRAPHS BY A MATRIX METHOD
ViT JELINEK

Two methods are used for solving signal flow graphs: successive simplification
of the graph, and direct computation using Mason’s rule.

A new matrix method is described in this paper, whose main advantage consists
in introducing an appropriate algorithm.

The precess of solution is as follows: The graph is separated in suitable nodes so as
to obtain a graph containing no loops. Its solution is expressed by means of partition-

ed matrices of the form (2a). Then the matrix expressing the solution of the original
graph can be determined according to formula (8).

The matrix method supplements the methods currently used for solution of signal
flow graphs.

Adresa autora: Vit Jelinek, prom. fys., RudiSova 4, Brno.
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