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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY &ISLO 1

O VLASTNIM KMITANI OBLOUKU A PATROVYCH RAMU
V ROVINE A PROSTORU

ViApIMIR FIRT

(Doslo dne 31. Fijna 1961.)

Funkce kmitodtu, jejichZ linedrni kombinace tvofi koeficienty pii nezna-
mych v deformadnich rovnicich, jsou nahrazeny aproximativaimi funkcemi.
Jest vyuZzito specifickych viastnosti téchto funkci k podstatnému zjednoduseni
feSeni zejména slozit&jsich tloh —— uréeni viastnich frekvenci obloukl a patro-
vych rdmi rovinnych i prostorovych.

ZAKLADNI OZNACENI')

E — modul pruZnosti materialu v tahu (tlaku) [tm™?],
moment sctrvaénosti pritfezu v jedné z hlavnich rovin setrvacnosti
prutu [m*],

[
|

1 — délka prutu [m],

{ = EJ/l — tuhost prutu v ohybu [tm],

p — rovnomérné zatiZeni prutu [tm™ '],

g — gravitagni zrychleni [ms™?],

i = plg — hmota na jednotku délky [tm~?s*],

w — kruhova frekvence [s7'],

P — plocha priifezu [m?],

G — modul pruZnosti materialu ve smyku [tm™?],

I, — moment tuhosti prifezu k ose prutu U [m*],

Gl, ~ tuhost prutu v krouceni |tm?],

¥ — hmotny moment setrvacnosti na jednotku délky [ts?],
L, 9 — bezrozmérné veliiny podle (1.2), (1.3) a (1.7),

io — polomér setrvagnosti prifezu [m],

1o(fo) — rozpéti (vzepéti) oblouku [m],

u, v, x,y, z — amplitudy slozek posunu prifezu ve sméru os U, V, X, Y, Z,

M) — amplituda pootodeni prifezu (ohybového momentu),

U, V,X,Y,Z — amplitudy sil ve sméruos U, V, X, Y, Z,

1) AZ na malé vyjimky zachovavame oznadeni stejné jako v knize [1].



Fj=1,2,..,12, f,i=1,2,3,4 — funkce kmitoCtu,

c, k — konstanty prutu podle (2.8),

m — soustfedénd hmota [tm™'s?],

T — polomér setrvacnosti hmoty m [m],
A, B, C, D — ¢&tvercové matice,

x,y,q9,v — vektory,

9,9 — vektor rychlosti, vektor zrychleni,

a — fadkova matice,

I — jednotkova matice.

1. KMITANI PRICNE, PODELNE A KROUTIVE

Diive neZ pfistoupime k vySetfovani vlastniho kmitani celych prutovych soustav,
a to rovinnych i prostorovych, viimnéme si tfi zakladnich druhfi harmonického kmi-
tani prutu — pficného, podéiného a kroutivého.

UvaZujme prut g — h konstantniho prifezu kmitajici v jedné z jecho hlavnich
rovin setrva¢nosti. Ozname kladny smysl koncovych sil a momentl podle obr. 1a
a kladny smysl sloZek deformaci podle obr. 1b. Je-li prut podél své osy zatiZen rovno-
mérnym zatizenim p = pg a zanedbame-li Utlum, vliv smyku, otadeni prvka a pii-
padné osové statické sily, pak mezi amplitudami koncovych sil a momentil a amplitu-
dami sloZek deformaci plati tyto vztahy?)

) v i
(1.1) Mg,lt:t<—b47g—F3f+ﬁ2yg+l?1vh),

t v Uy
Vo = }<F6 Is 1 F57' — Fyy, + F3y,,),

EP
Ul],h = T (flug _f2“h) s

Mh,g=t<F3%q+F4v; ’FF1Vg+F27’h),

t v v .
Vig =}<F579+F67h“1'37g+F4’/'h)>

=
I

EP
4 'i’(_fzug +f1”h),

kde F; = Ff4), j = 1, 2,..., 6, jsou funkce paramectru

(1.2) } = 1:/<!:;%2)

2) Viz [1], str. 24 a tab. A, B na str. 234—237.



a f1, f2 jsou funkce parametru

(1.3) v = z/(‘;“;):

(1.4) fi=cotgy, f,=cosecy.

ANGY] 7
Mg
— lgh —
D)
h
F o = o ey —

Fh

Obr. 1. U/) /7 '

V ptipadg, Ze je prut na levém konci g pfipojen kloubové, lIze pouZitim podminky
M,, = 0 eliminovat z rovnic (1.1) uhel y,. Pak plati

v v, o
(Flz —’g- + Fp _2’. + ng,,) ,

— ]

g.h

(1.5) v
Mh,y = 1<F8¥Ulgﬁ + FQ% + F7Yl1>’

v )
Vig = (Flo“‘[q“”[;u’f*’l:g?n),

g

~—~

kde F; = F(4),j = 7,8, ..., 12, jsou op&t funkce parametru 1. Pro amplitudy U, ,
a U, , zistavaji v platnosti vztahy (1.1).



Nastane-li kroutivé kmitani prutu, pak plati®)

u GI, u u
(16) Mg,h = *E‘ (f3’)]_q - f4Yh) 3

u
M, ,

Il

Gl, .
¥l (gfd-’},:q‘ + f3yfx) s

kde f3, f4 jsou funkce parametru

1)

(1.8) f3=S8cotgd, f, = 9cosecd.

Ve vziazich (1.6) oznacuji My ,, M} , amplitudy koncovych momentd, jejichZ kladny
smysl je souhlasny s kladnym smyslem amplitud yj, yj; pootoéeni konct prutu kolem
jeho podélné osy U. Tento kladny smysl je zvolen tak, abychom otaceni vidéli ve
smyslu rudidek hodinovych, divime-li se v kladném smyslu osy U (obr. la).

Vztahy (1.1), (1.5) a (1.6) plati za predpokladu, Ze deformace prutu jsou malé
a pruzné. Z tohoto pfedpokladu budeme stale vychazet.

2. APROXIMACE FUNKCI KMITOCTU PRI MALYCH HODNOTACH
PARAMETRU 7

Funkce kmiteétu Fj, j =1,2,...,12,a f,,j = 1,2, 3, 4, vyskytujici se ve vztazich
(1.1), (1.5) a (1.6) 1ze pfi malych hodnotach parametru A velmidobfe aproximovat
jednoduchymi algebraickymi funkcemi tvaru a + bA%, kde a, b jsou konstanty.
Tato skuteénost, kterou si v tomto odstavci ovéfime, podstatné usnadni, jak ukaZeme
v nasledujicich odstavcich, vySetfovani vlastnich frekvenci prutovych soustav rovin-
nych i prostorovych.

Pouzijeme-li k rozvoji funkei Fj, j = 1,2, ..., 12, v bod¢ 4 = 0 fady Maclaurinovy,
dostaneme

(2.1) F;=a; + l)j)f” + cjis + a'j/llz + .., j=1,2,...,12,

nebot derivace prvni aZ tieti, patad az sedma, devatd a7 jedendcta atd. t&chto funkci
v bodé 4 = 0 je rovna nule*). Tato pozoruhodna specifickd vlastnost funkci F;
v bodé A = 0 svéd¢&i o tom, Ze jiZ vyraz

(2.2) Fi=a;+bi*, j=1,2,..,12,

7
bude dobfe aproximovat funkce F; v dosti velkém okoli bodu 4 = 0, nebof v rozvoji
(2.2) jest ve skute€nosti uvaZovano aZ osm prvnich ¢lenii Maclaurinovy fady.
Funkce F; maji jeSt€ dalsi zajimavou vlastnost — kazda z téchto funkei v bodg
4 =0 ma étvrtou, osmou, dvanactou atd. derivaci stejného znaménka. Proto
%) Viz 1], str. 154.

4) Rozvoje (2.1) pouziva prof. KoLoUSEk k vypodtu tabulek funkci F; pro malé hodnoty 2,
viz (1], str. 191,
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absolutni hodnotu koeficientu pii A* ve (2.2) zvolime o néco v&t3i neZ je absolutni
hodnota F{'")(0)/4!l. Tim &aste¢né zahrneme vliv ostatnich &endi fady, které ve
(2.2) neuvazujeme. Zvolime-li koeficient p¥i A* tak, aby v bod& 2 = 2,2 se ztotoZiiovaly
pfesné hodnoty funkci F; s hodnotami pfibliZnymi uréenymi vyrazy (2.2) ve Etyfech
desetinnych mistech, pak aproximace funkci F; jsou dany t&mito vyrazy (a; = F0),
b; = [F{2,2) — F{0)]/2,2*:

(2.3) Fi= 24000754*, F, = 3 —0,02091%,
Fy, = 4 —0,00991*, F, 3+ 0,04422%,
F, 6 + 0,03274%, Fo = —3 + 0,09311*,
Fy= — 6+ 005434*, F,, = —3 — 0,15831*,
Fg = —12 —0,13672*, F, = 3 —0,51501*,
Fg = 12 -0,38041*, F,, = 3 — 0,24962*.

V tab. I jsou pro rlizné hodnoty A uvedeny piesné hodnoty funkei F; a jejich pfi-
blizné hodnoty urdené podle (2.3).

Uvéazime-li, Ze v bodech 1 = 0 a 2 = 2,2 dostaneme z rovnic (2.3) pfesné hodnoty
funkei F; a porovname-li v tab. 1 hodnoty pfesné s pfibliznymi v dalich bodech,
dochézime k zavéru, Ze jednoduché algebraické funkce (2.3) velmi dobfe aproximuji
funkce F;, j = 1,2, ..., 12, v intervalu

(2.4) 0<1<24.

Zbyvajici funkee f;, i = 1,2, 3, 4, dané rovnicemi (1.4) a (1.8) stagi aproximovat
jen v intervalech

(2.5) 0=y <05, 0£9=0,5,
Tabulka I
\\z | A=08 A=16 =20 A=24
. 1 podle oy | podle v podle ...« | podle
“ presnc presne | presne presnc |
Fp N @3 ey | (2.3) @y
i \ |
Fy 2,0029 | 2,0031 ]  2,0475 2,0492 ‘ 2,1184 2,1200 2,2555 2,2488
F, 3,9961 ! 3,9959 | 3,9369 3,9351 | 3,8433 3,8416 3,6649 3,6715
Fy 6,0127i 6,0134‘ 6,2060 6,2143 1 6,5143 6,5232 7,1122 7,0849
F, |— 59785 — 5,9778i~ 5,6534 — 5,6441 |— 51417 |— 5,1312|— 41720 |— 4,1985
| 1
Fy ~12,0527‘r -12,0560 | — 12,8570 |— 12,8959 | — 14,1444 1— 14,1872 | — 16,6552 1 — 16,5354
Fg 11,8478, 11,8442 9,5499 9,5070 5,9608 59136 —0,7519|— 0,6208
F, 2,9922 2,9914 2,8720 2,8630 2,6756 2,6656 2,2767 2,3066 |
Fg 3,0161 [ 3,0381 3,2658 3,2897 3,6803 3,7072 4,5446 4,4664
Fy |— 29648 |— 29619 — 24258 /— 2,3899|— 1,5509 |— 1,5104 |+ 0,2051 |+ 0,0888
Fio |— 3,0572|— 3,0648‘— 3,9451 — 4,0374 |— 5,4294\~ 5,5328 | — 8,5590|— §,2520
Fiy 2,8009| 2,7891 [— 0,2330 0,3751— 5,0809 5,2400 | — 14,5540 | — 14,0865
Fyy 2,9034} 2,8978 1,4316 1,3642 | — 0,9178 |— 0,9936|m 5,5011|— 5,2811
i




nebot u skuteénych konstrukci, jak ukdZeme v odst. 3 a 5, hodnoty parametrti {y a §
kaZzdého prutu konstrukce nepfestoupi meze interval@ (2.5) pokud hodnoty 4
viech prutdt konstrukee lezi v intervalu (2.4).

Vyjadiime-li tyto funkce parabolami druhého stupné o rovnicich
(2.6) fi=1-03384y%, f, =1+ 017147,
fi=1—00338492, f, =1+ 0,17149?

dostaneme jejich hodnoty v intervalech (2.5) téméf s pfesnosti na &tyfi desetinna
mista (viz tab. II).

I

Tabulka II
' }19 =0 | y=9=02 yp=#=04 | p=0=05
podle presng | podle plesnd podle presné bodle
| @ @6 (2.6) (2.6)
:
fy=Fy| 1,0000 | 10000 | 09866 l 0,9865 = 09461 | 09459 | 09152 ’ 0,9154
|

[fo =fs| 1,0000 1,0000 1,0067 1,0069 1,0272 I 1,0274 | 1,0429 1,0429

|

Vyrazy (2.6) predstavuji prvni &tyfi leny Maclaurinovy fady, nebot f3(0) = f7(0) =
=0,i = 1,2, 3, 4. Pfitom koeficienty p¥i * a 92 jsou k lepsimu vystizeni funkei (1.4)
a (1.8) v intervalech (2.5) Castednd pozménény. Je totiz f7(0) = f5(0) = — 2/3
a f3(0) = £4(0) = 1/3.

V4 (1.2), (1.3) a (1.7) dostavame
(2.7) ¥ =21Jc, 9=212Jk,
kde

' J
2.8 ¢c=——, k=-"-"|
(28) .

Dosazenim (2.7) do (2.6) vychazeji aproximace funkei f,, i = 1, 2,3, 4, ve tvaru

(2.3)
(2.9) i
S3

1 — 0,3384cA*, f, = 1+ 0,1714ci*,
1 — 0,3384kA*, foa=1+ 0,1714kA% .

II-

Il

3. OBLOUKY

Metody deformagnilze — jak zndmo®) — uZit k uréeni vlastnich frekvenci a piislus-
nych vlastnich tvard kmitani oblouk® konstantniho i proménného prifezu s libovol-
nym tvarem stfednice a s libovolnym (pruZnym) podepfenim patek.

5) Viz napt. [1], 2.



Rozdglime-li oblouk (obr. 2) na n (obecn? riznych) éasti a nahradime-li kaZdou &ast
piimym prutem konstantniho prifezu a konstantni hmoty p, dostaneme prutovou
soustavu, kterd bude mit vlastni frekvence témeér stejné jako vySetfovany oblouk.
Podet ¢asti n musi byt ov§em tak velky, aby nahrazeni oblouku soustavou pfimych
prutfl bylo co moZné nejlepsi.

W, X

V piipadg, Ze na oblouk pilisobi kromé& spojitého zatiZeni je§té osaméla bfemena
v n&kolika mistech, je tfeba oblouk rozdélit tak, aby osaméla bfemena (soustfedéné
hmoty) pfipadla do vrchol@ nadhradniho mnohothelnika (obr. 2). Spravna volba
podtu &asti n zavisi tedy nejen na tvaru stfednice, ale i na tom, jak je oblouk zatiZen
a jak rychle se méni prifez oblouku.

V tomto odstavci si nejdfive v§imneme toho, jaky tvar budou mit deformadni
rovnice platné pro vlastni kmitani oblouku v roving, kdyZ kromé hmoty spojité
rozloZené podél stfednice oblouku jsou je§té soustfedéné hmoty v nékolika bodech
a kdy? se pouZije pfitom aproximativnich funkci (2.3) a (2.9). Pak pojedname o tom,
jakych hledisek, kromé jiz zde uvedenych, je tfeba pii spravné volbé podtu &asti n
respektovat, abychom mohli pouZit téchto aproximativnich funkci.

UvaZujme prut g — h konstantniho priifezu, ktery ma libovolnou polohu v roving,
kde je kromé prutovych os U a V je§té zvolen obecny pravothly systém soufadnic
XOY (obr. 3).

JestliZze osa U svird s osou X ftihel &, pak podle obr. 3a,b plati tyto geometrické
vztahy:

(3.1) Vg = p, €08 &y — X, 8in &y, vy = ¥, €08 &gy — Xy 8indy
Uy =x,008 ¢,y + Yysinéy,, u, = x,€08,, + y,siné, .
Jsou-li X, ., ¥, , amplitudy sil ve sméru os X a ¥, pak plati (obr. 3a)

3.2 = : : ¢
(32 X, Ugncos &y = Vousin g, You = Ugpsin &g + V008 &,y



Dosadime-li (3.1) do prvnich ti vztahi (1.1) a pak do (3.2), vychazi®)
(3'3) Xon = A% + Ay, + By yyg + Couxy + Codu + Dyyves
}7g,h = Al,yxg + Az,yyg -+ Bz,ng + Cl,yxh + CZ.yyh + -D2,yyh H
Mg,h = B],vx_q + BZ,yyg + tl”Z'})g - Dl,vxh - Dz,;r}'h + tFl’Vh’
X

) -

kde
3.4 — t F. sin? fl 2
( . ) Ay = }z 6 8IN" ¢, + ? cos“ L,n )
1 .
Ay, =~ F <F6 - ch—‘) cos &, 8in &y,

t .
Ay, = = <F6 cos 2¢, ,, + '% sin? fg,h> s

6) Srovnej s {11, str. 29.

foe)




7 g.h >

t
ghe BZA,=*;I44COS{‘

t .
B,, = ;F4 sin &

1 ) . .
Ci. = m (Fs sin® &y — {c% cos? ég,h) ,

C,, = - li?- (Fs + %) sin &g oS &, s

t J2 in2 ¢
Cay = (F5 cos? &, — . SR

t . t
Dy, = — ;F3 sinéyn, Day :;F3 cos &, .

Vztahy mezi silami X, ,, Y, ,, momentem M, , a pootocenimi y,, y, a sloZkami defor-
maci ve sméru os X, Y dostaneme zdménou indexu.

Pro prut na konci g kloubové uloZeny (M, , = 0) mizeme misto (3.3) pouit
vztahti, které neobsahuji uhel pootoéeni y,- K odvozeni takovych vztahi se pouZije
(1.5) misto (1.1).

Poznamka. PouZijeme-li misto thlu &, , = 7n + &, opét vhel & ,, vezmeme
v Uvahu, Ze cos &, , = —cos §,, asin &, , = —sin § .

Jak je z (3.4) vidét, Ize viechny koeficienty pfi sloZkach deformaci ve vztazich (3.3)
vyjadiit jako linearni kombinace funkei kmitoctu F; a f,.

P¥i kmitani oblouku v jeho roving piislusi kazdému jejimu bodu r (obr. 2) tii
slozky deformaci — posuny x, a y, ve sméru os X a Y a pootoleni y,. A rovnéz
v bodé& r plati tfi vyminky rovnovahy. Vyjdeme-li z principu d’Alembertova, do-
spéjeme ke tfem rovnicim rovnovdhy platnym pro bod r

2.
(3.5) Xppor + Xpppr —mw’x, =0,
2
Y;',"—l + },r,r+1 - mw-y, = 0>
H 2
Mr,r—l + Mr,r+1 - rnr'm,r(‘o Yr = 0 *

kde m, je soustfedénd hmota v bodé r a i, , je jeji polomér setrvacnosti.

V podpofe (v bodg o, obr. 2) rovnice rovnovéhy zni

(3.5a) Xou + (Kox — mew’)xo =0,
Yo + (KO.y - moa)z) Yo =0,
MO,l + (KO,y - ’nOim,sz) Yo = »

kde K. Ko.,» Ko, j50U pruzné charakteristiky podpory — g x(ko,,) znadi silu, ktera
vznikne nasledkem posunu xo = 1 (y, = 1) a ko, je moment odpovidajici pootoeni
vo = 1. PH ig, = Ko, = Ko, = 00 z (3.5a) vychdzi x5 = yo = yo = 0 — konec o
oblouku je dokonale vetknuty. Pii ko , = kg, = Ko, = 0 je konec o volny.

Obdobné rovaice plati pro podporu n.



Poznamka. Vliv otadeni rovnomérné rozloZené hmoty na vlastni frekvenci je
nepatrny a neni ve funkcich kmitoétu zahrnut. U soustfedénych hmot lze vliv jejich
otadeni zahrnout do rovnic rovnovihy momenti — viz (3.5) a (3.5a).

Dosadime-li za sily a momenty vyskytujici se v rovnicich (3.5) a (3.5a) vyrazy tvaru
(3.3), dostavame homogenni systém deformaénich rovnic. V nejobecn&jsim pfipadé,
tj. kdyZ obé patky oblouku jsou pruZné podepieny ve dvou k sobé& kolmych smérech
a soucasné pruZn& vetknuty, bude tento systém obsahovat 3(n 4 1) rovnic a stejny
pocet neznamych sloZek deformaci. Pfitom koeficienty p¥i neznamych budou linear-
nimi kombinacemi funkci kmitoétu F;, j = 1, 2, ..., 12, a f,, f,.

Vyjadfeme parametry A,_,,, r = 1,2,...,n, vech prutli prostfednictvim para-
metru 1 jednoho prutu (napf. prutu 0—1)

(36) }”r—-l,r = dr*i,rlf).l , = l, 2; CERPN ()
kde

l
(3-63') dr‘_l,r = r_l‘r J(#rl‘r J0'1> .
lo,1 Ho,1 ‘Irﬂl.r

A stejnym zpiisobem vyjadfeme w?® v rovnicich (3.5) a (3.5a). Podle (1.2) jest

(3.7) * = Kig,,

kde

(3.7a) K = 455{911».
.140,110,1

PouZijeme-li aproximativnich funkci (2.3) a (2.9) misto funkci kmito&tu, budou mit
deformaéni rovnice tento tvar (1 = 1, ;)

s

(3.8) Sar; — b A x; =0, i=1,2..5s,

J=1

kde a; ;, b; ; jsou konstanty a s = 3(n + 1). UZijeme-li vztahu (3.7), rovnice (3.8) zni

J?
(3.9) Ylag; —cijwi)x; =0, i=1,2..s,
i=1

kde ¢; ; = b, ;/K. Netrivialnimu Fedeni (x; + 0) homogenniho systému rovnic (3.8),
resp. (3.9), vyhovuje vlastni frekvence oblouku.

Poznamka. O tom, jaké vyhody ziskame feSenim rovnic (3.8), resp. (3.9), oproti
feSeni obvyklého systému deformaénich rovnic, v nichZ funkce kmitoétu nejsou
nahrazeny aproximativnimi funkcemi (2.3) a (2.9), pojedname v odst. 7 a 8.

Nyni zodpovime otdzku, na jaky podet &asti je tieba rozdélit oblouk, abychom
mohli pouZit aproximativnich funkci (2.3) a (2.9). Odpovéd na tuto otazku je velmi
snadna.

V deformacnich rovnicich se vyskytuji funkce f,, f, a funkce FF, j = 1,2,...,6,
resp. také funkce F;j = 7,8,...,12, kdyZ je patka oblouku klouboveé uloZena.
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Tyto funkce jsou aproximovany jen v intervalech (2.4) a (2.5). ProtoZe parametr 2
je pfimo tm&rny délce prutu I (viz (1.2)), je vidy mozné oblouk rozdglit na tolik dild
(prutt), aby byla spln¢na podminka

(3.10) isc,

kde C je libovolné malé kladné &islo (C > 0)7).

Poznidmka. U oblouku konstantniho prifezu, na ktery plisobi rovnomérné zati-
Zeni podél stfednice, jsou veliciny p, EJ konstantami. Dosadime-li za @ do (1.2)
vlastni frekvenci w, oblouku, dostavame,
Ze A/l = konst., kde 1 a [ pfisludi jedné
&asti (napf. 0—1) oblouku, obr. 2. Tedy,
jestlize I - 0, pak také A — 0.

Na nasledujicim piikladé ukaZeme, jak
je tfeba rozdélit oblouk, aby platila pod-
minka (3.10), kdyz C = 2,4, viz (2.4).

Obr. 5.

Kruhovy oblouk kenstantniho prifezu necht je v patkach kloubové a neposuvné
uloZen (obr. 4). Vlastni frekvence takového oblouku byly vySetfovany F. W. WaALT-
KINGEM [3] pro smé&losti oblouku fo/l, = 1/16, 1/8, 1/5, kterym odpovidaji stfedové
whly @, = 0,4974, 0,9800, 1,5222 a délky oblouku sy = ro@o = (lo@0)/(2 sin 3¢o) =
= 1,021y, 1,04/, 1,111,. Prostihlosti Iy/i, (iq je polomér setrvagnosti priifezu oblouku)
ménici se od 50 do 650 nepiesahuji hodnoty parametru

2
i)
@.11) 2o = Iy i/(ﬁ>

pfi riznych vlastnich tvarech kmitani oblouku tyto horni mezes):

1. Ay £ 2z pfi vlastnim tvaru kmitani podle obr. 5a,
2. Ay = 3= pii vlastnim tvaru kmitani podle obr. 5b,

7) Dolni meze intervalu (2.4) si nemusime viibec vimat, nebot je vzdy 4 > 0.
l") Viz [3], obr. 10 na str. 447.
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3. 2y £ 4z pfi vlastnim tvaru kmitani podle obr. 5c,
4. 1y £ 5m pfi vlastnim tvaru kmitani podle obr. 5d.

Poznamka. Znaménko rovnosti plati pro pfimy prut (fo/l, = 0). Na obr. §
Jjsou vlastni tvary kmitani nakresleny pro {,/i, = 265. Pfi jinych §tihlostech se vlastni
tvary kmitani nepatrné 1isi od nakreslenych. '

Vyjadiime-li parametr 4, pro nejvys§i oblouk (fy/lo = 1/5) v zévislosti na délce
oblouku s, = 1,111y, mame podle (3.11)

2
, Hw
312 114, = s KON
(3.12) ° 01/(31)

Rozdélime-li délku oblouku s, na n stejnych dili o délee [ (sq = nl) a je-li A
parametr podle (1.2) pFislusejici jednomu dilu oblouku, pak z (3.12) dostavame

1,114, 4
So )

neboli
(3.13) L Y

n
Dosadime-li do (3.13) za 4 horni mez intervalu (2.4) (A = 2,4), mame pro polet
dild n tento vyraz

(3.14) n =111 Lo = 0,4631, .

A dosadime-li za 4, uvedené horni meze (1, = 2=, 3n, 47, 57), z (3.14) vychazi
(3.15) n=29<3, n=44<5,n =58<6, n=173<8§.

Hodnoty n podle (3.15) odpovidaji horni mezi intervalu (2.4). Z (3.13) vyplyva, Ze se
zvét§ujicim podtem dild n se A zmenSuje. Proto parametr A bude leZet uvnitf intervalu
(2.4), kdyZ poget dili n oblouku bude spliiovat tyto podminky:

1. n
2. n
3. n
4, n

3 pro vl. tvar kmitani oblouku podle obr. 5a,
5 pro vl. tvar kmitani oblouku podle obr. 5b,
6 pro vl. tvar kmitani oblouku podle obr. 5c,
8 pro vl. tvar kmitani oblouku podle obr. 5d.

IV IV IV IV

To jsou kritéria pro volbu poctu dild n, na ktery je nutno rozdélit kruhovy dvou-
kloubovy oblouk o smé&losti f,/l, = 1/5, abychom mohli pouZit k vySetfeni jeho
vlastnich frekvenci aproximativnich funkef (2.3). K uréeni prvni vlastni frekvence
stadi tedy dany oblouk rozdé&lit na tfi &asti, zatimco k uréeni prvni i druhé vlastni
frekvence je nutno vysledné deformaéni rovnice psat pro pét ¢asti atd.

Pro oblouky smélosti f,/l, = 1/8, 1/16 bychom dostali jest& mensi hodnoty pro n
neZ jsou hodnoty (3.15), a proto uvedena kritéria plati i pro tyto pFipady.

U vetknutého oblouku je nutno podet dilii pfiméfené zvétsit, nebot parametr A
piisludejici jednomu dilu takového oblouku je vét§i neZ parametr prislusejici stejné
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dlouhému dilu dvojkloubového oblouku. Je to zptisobeno riiznou vlastni frekvenci
u obou druhii obloukd.

Nutny pocet dilit n zdvisi tedy na zpiisobu uloZeni oblouku a na tom, kolik vlast-
nich frekvenci se vySetiuje.

ProtoZe pro praktické ulely je nejdiileZitéjsi znat prvni vlastni kruhovou frekvenci
a jen nékdy také druhou, lze funkei (2.3) pouZit vZdy, aniZ je pfitom tieba volit n
velké a tim 1 Tesit velky po&et deformacnich rovnic tvaru (3.8).

Zbyvé jesté zdlvodnit, Ze je moZno pouZit krom& funkei (2.3) také funkei fi, f,
podle (2.9), které se vyskytuji v deformacnich rovnicich. Tyto funkce jsou aproximo-
vany v intervalu 0 < y £ 0,5. Opét si vimnéme toho, zda neni piekrodena jen horni
mez tohoto intervalu, nebot, je-li 1 = 0, pak také y = 0.

Je-li A = 2,4, coZ jest horni mez intervalu (2.4), pak podle (2.7) je

W= 24> Jc=576/c
neboli

(3.16) Je= Yy

Avsak podle (2.8) mame

1 [J i
3.17 fe== [==2,
(3.17) v / A//P 1

coZ je reciproka hodnota §tihlosti /iy jednoho dilu oblouku. Tedy podle (3.16)
a (3.17) jest

(3.18) Ll

Pfi = 0,5 dostavame nejmensi pripustnou Stihlost I/iy = 11,52, nebot pii
(3.19) lig = 11,52
je podle (3.18) ¥ < 0.5.

Podminka (3.19) je viak u skute&nych konstrukef splnéna v#dy, i kdyZ rozdélime
oblouk na tak velky pocet €asti, ktery pro vypocet vlastnich frekvenci oblouk@ neni
ani Zadoucl.

Piiklad. U dvojkloubového oblouku obdélnikového pritfezu, ktery tvofi nosnou
konstrukci betonovych mostil, byva v priméru so/v = 60 aZ 100, kde v je vyska pri-
fezu. V takovém piipadé¢ je i, = 0,2887v a tedy s,/i, = 208 aZ 347. ProtoZc s, = nl,
je podminka (3.19) spin&na dokonce pii n < 18 (je-li so/ip = 208) a pfin < 30 (je-li
Solip = 347).

Stejna hlediska, o nichZ jsme pojednali v tomto odstavci, je ticba dodrZet pii
vySetfovani vlastnich frekvenci prutit proménného prafezu, které jsou jen zvla§tnim
piipadem obloukii (fo/l, = 0).

V zavéru tohoto odstavce pripominame, Ze aproximativni funkce (23) Jje mozno
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pouZit jen tehdy, kdyZ parametry A viech &asti oblouku leZi v intervalu (2.4). Proto
Je vyhodné rozdélit oblouk tak, aby tyto parametry u jednotlivych ¢asti oblouku
se od sebe pfilis nelisily nebo byly sob& rovny. Rovnost parametra A nastane, kdyZ ve
vztahu (3.6) je d,_,, = 1. Zvolime-li délku I, ; ¢asti 0—1 (obr. 2), pak délky ostat-
nich ¢asti jsou jiZ uréeny pfi d,_,; , = 1 vztahem (3.6a)

\ Ho lJr~1 r
(3.20) Iy, = 10,1\/<~'———’>, r=2,3...,n,.
A Hy—yq ,rJO,l

4. PATROVE RAMY ROVINNE

Aproximativnich funkei (2.3) a f1, f, podle (2.9) lze uZit k ureni nejen prvni, ale
i vy$§ich vlastnich frekvenci libovolné rovinné prutové soustavy sestavajici z piimych
i kfivych prutil a s hmotou rozloZenou spojité i soustfedénou v nékolika bodech
(obr. 6). A to proto, Ze¢ vhodnym rozd&lenim pruti (kiivych i pfimych) na &asti
Ize vidy splnit pedminky A £ 2.4,  £0,5,
kde 1 a y se vztahuje k urgité ¢asti prutu
(odst. 3).

Universalni pouZitelnost téchto funkei vsak
nevyluCuje nevhodnost pouZit jich pro kaZdy
pripad.

Tak napt. neni vhodné délit na &asti pruty
piimé s rovnomérné rozloZenou hmotou, nebot
6 F v kazdém délicim bodé je tieba uvaZovat v obec-
ném pripadé dalsi tfi neznamé slozky deformaci.
Nasledkem toho se poéet deformacnich rovnic
nadné zvitSuje a tim se komplikuje i jejich fe-
Seni. Ani v téch pfipadech, kdy je hmota prutu
o— rozloZena rovnomérné a soudasné soustfedéna
v nékolika bodech nemusi s¢ rozdélovat prut
v mistech soustfedénych hmot.

Vztahy mezi koncovymi silami a momenty
a slozkami koncovych deformaci prutu s takto
J rozloZenou hmotou jsou odvozeny v [4], pfi-

- emZ jest uvaZovan také vliv osové sily.

== Poznamka 1. Jsou-li soustfedéné hmoty

Obr. 6. umistény jen ve styénicich a nikoliv uvnitf dé-

fek prutd, Ize jejich vliv zcela zahrnout do styé-

nikovych a patrovych rovnic, a tedy celkovy pocet deformaénich rovnic se jejich pii-
tomnosti nezvétiuje.

Poznamka 2. U pravouhlych rami se asto pro zjednoduseni Yeleni, a€ ne vidy
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opravnéné, soustfeduje hmota rozloZena podél prutii do piilehlych styénikd. Takové
pruty se pak uvazuji jako nehmotné, pro néz je A = 0. P¥i pouZiti aproximativnich
funkei neni tieba takové zjednoduSeni zavadét, nebot se pfi feSeni neziskd znaény
efekt.

Poznamka 3. V praci [4] jsou funkce kmitoGtu F; oznadeny pismeny malé fecké
abecedy. Ve vyraze (147) na str. 39 jsou dvé tiskové chyby — spravné ma byt o,, =
= a,, = [A(sin A cosh 1 — cos Asinh 4)]/(1 — cos A cosh ). Rovn&Z &itatel vyrazu
(133) na str. 38 pro tutéZ funkci, v niZ je zahrnut také vliv tahové sily, je chybné
vysazen — spravné jest

(A3 + 23) (sin A, cosh A, — A,/4 cos 4, sinh A;) .

V tomto odstavci chceme poznamenat, Ze u patrovych rami neni zpravidla zapo-
tfebi ke splnéni podminky 4 < 2,4 (y < 0,5) viibec délit ani jeden prut, kdyZ se
uvazuje posuvnost styCnikt.

Jiz u sdruZeného ramu s posuvnymi styéniky, jehoZ vSechny stojky jsou v patkach
dokonale vetknuty, hodnota parametru A, stojek pro nejnizsi vlastni frekvenci @,
nepievysuje hodnotu 2,365, viz [ 5], tab. 4 a str. 165. Vyjde-li podle (3.6), Ze pro para-
metr A, pricli plati 4, < A, pak lze k uréeni w, pouZit aproximativnich funkci.
Totéz plati pro sdruZené ramy s kloubové a pruZné uloZenymi stojkami.

U patrovych rami jsou poméry mnohem piiznivEj§i, nebof nasledkem jejich men-
Sich tuhosti ve vodorovném sméru jsou jejich vlastni frekvence mens$i neZ u sdruZe-
nych rdmi se stejnym poétem poli. Proto [viz (1.2)] parametry 1 jak stojek, tak I pFicli
jsou téméf vZdy mensi nez 2,4, a to nejen pii prvni vlastni frekvenci, ale i pfi vy$8ich
vlastnich frekvencich.

Jako priklad uvadime soumérny tiipatrovy ram o jednom poli se stojkami dokonale
vetknutymi, ktery byl feSen v [6]. Hodnoty parametri A, (stojek) a 4, (pfigli) jsou
pro prvni Ctyfi vlastni frekvence w;. i = 1, 2, 3, 4, uvedeny v tab. 111

Tabulka III

i i
1 o) ’ o = 85571 [wp) = 25857 [0y = 42457 |y, = 157571

i
A 0,98 1,70 2,18 ‘ 4,19
Ay 0,86 1,50 1,92 ‘ 3,68

Vidime, Ze v daném pfipad€ bychom mohli pouZit aproximativnich funkei k uréeni
aZ tfi vlastnich frekvenci. Kdybychom chtéli urdit i w,, pouZitim aproximativnich
funkci, museli bychom kaZdou stojku a kaZdy pficel rozdélit na dvé rovné &asti
a pro takto roz&lenény ram napsat deformaéni rovnice. Podle (1.2) a tab. 111 pfi wy,
dostavame pro ¢ast predstavujici polovinu stojky A, = 4,/2 = 2,095 a pro p¥islusnou
Sast pficle 4, = 1,/2 = 1,84, coZ je méné neZ 2,4. V obou piipadech deformagni
rovnice maji tvar (3.8), aviak pro rozélenény ram jejich pocet je vetsi.
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Dochazime tedy k zavéru, Ze u patrovych rami s posuvnymi styéniky lze vySetfit
n&kolik vlastnich frekvenci z deformadnich rovnic tvaru (3.8), jejichZ podet je stejny
s poctem deformadnich rovnic, v nichZ se vyskytuji funkece kmitoétu pfimo a nikoliv
jejich aproximace.

5. PRUTOVE SOUSTAVY PROSTOROVE

Pri kmitdni prutovych soustav prostorovych dochazi v obecném p¥ipadé k posu-
nim a pootodenim jejich styCnikil.

Rozlozime-li vektor posunu a pootoceni libovolného styéniku g do sméra tii
os zvoleného pravouhlého systému soutadnic OXYZ, dostaneme Sest sloZzek defor-
maci x,, ¥, Z,, ¥y Vy» V- Prvni tii slozky uréuji posun a zbyvajici tfi slozky uréuji
pootodeni styéniku g.

Nepisobi-li na prutovou soustavu vnéj§i harmonicky proménné sily a momenty,
dostavame pro styCnik g pouZitim principu d’Alembertova Sest vyminek rovnovahy

2. x s 2,% _
(5.1) DX = muwix, =0, Y My, — mj, o =0,
Y —moty, =0, YM), —mi, 0 =0,

glm,g
5 2, __ z . 2.2
Zngz - mywrz, = 0, ZMg,h — Myl 07V = Oa

kde X, 4. ¥, 4 Z,5 jsou slozky amplitudy koncové sily a My ,, M} ,, M, jsou slozky
amplitudy momentu, které pfislusi konci g prutu g — h. V rovnicich (5.1) se znak 5
vztahuje na viechny pruty sbihajici se ve styéniku g, m, zna&i hmotu soustfedénou
ve styéniku g a i, , je jeji polomér setrvacnosti.

Vztahy mezt sloZkami amplitud koncovych sil a momentli prutu a sloZkami
deformaci jeho koncit jsou odvozeny v [1] na str. 155—158. V téchto vztazich®)
se vyskytuji krom& funkci Fy, ..., Fg a fy, f, také funkee f3, f, podle (1.8). Pfitom
viechny tyto funkce kmitoc¢tu se vyskytuji jen v linedrnich kombinacich. Dosadime-li
tyto vztahy do rovnic (5.1), dostaneme systém deformadnich rovnic, jejichZ koeficienty
pfi neznamych budou tvofit linearni kombinace uvedenych funkci kmitodtu.

Pro kazdy prut kmitajici v prostoru piislusi étyfi parametry
(5.2) ¥, 9, 4y, 9,

pficemz parametry  a 9 jsou dany vyrazy (1.3) a (1.7) a parametry 1, a 4, jsou dany
vyrazem (1.2), dosadime-li za J momenty setrvaénosti J,, J,, k hlavnim osim setr-
vacnosti Va W prlfezu uvaZovaného prutu, Proto mezi parametry 4, a 4,, plati podle
(1.2) vztah

’ J
53 =2, ().
53 J)

Podle (2.7), (5.3) a (3.6) miZeme tedy vyjadfit viechny &tyfi parametry (5.2)

9) Viz [1], vyrazy (281) na str. 157.
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kazdého prutu prostfednictvim jednoho parametru A pfislusejiciho jednomu (zvole-
nému) prutu vySetfované prutové soustavy.

Dosadime-li aproximativni funkce (2.3) a (2.9) do deformaénich rovnic, dostaneme
systém rovnic tvaru (3.8), resp. (3.9), kterému vyhovuji vlastni frekvence prutové
soustavy.

Poznamenejme, Ze pouZitelnost aproximativnich funkci je vadzana podminkami
(viz (2.4) a (2.5))

(54) A, =24, 2,524, Yy 05, 90,5,

které musi byt splnény pro kazdy prut prutové soustavy.

K tomu, aby byly prvni dv& podminky (5.4) spinény, je tieba respektovat hlediska
uvedend v odst. 3 a 4. Treti podminka (Y £ 0,5) je vidy splnéna (odst. 3), a proto
k ni nemusime vibec pfihlizet. RovnéZ podminka 3 < 0,5 je prakticky vZdy splnéna,
kdyz jsou splnény prvni dvé podminky (5.4), jak nyni ukaZeme.

Pro jednoduchost uvaZujme pfimy prut kruhového prifezu a predpokladejme, Ze
na tento prut neptisobi kromé jeho vlastni vahy zadné jiné zatiZeni. Je pak

Jo=dy=J =P, i, =A =4, y="o
P
coz dosazeno do (2.8) dava

(5.5) k = 12 <il°>2

Dosazenim 4 = 2,4 a (5.5) do druhého vztahu (2.7) vychazi

\ i J(E
(5.6) g = 5,767J<6).

Nejmensi pfipustna Stihlost //iy prutu z (5.6) vychézi p¥i § = 0,5. Proto, aby 9 <
£ 0,5 (4 £ 2,4), musi platit

(5.7) %g 11,52 J(g)

co% je kritérium pro pouZitelnost funkei f; a f, danych vyrazy (2.9).
Z (5.7) dostavame pro ocelovy prut (E =21.10°tm™2, G = 8,1.10°tm™?)
lfi 2 19 a pro prut zhotoveny ze dfeva nebo z betonu (E/G = 3) I/i, = 20.
Obdobna kritéria dostaneme pro pruty, které maji rizné prifezy a jsou razng
zatiZeny. Vesmés vychdzeji nejmensi piipustné tihlosti I/i, prutl (pii 4 < 2,4) tak
malé, Ze u skuteénych konstrukei je podminka & < 0,5 vZdy splnéna.

6. APROXIMACE FUNKCI KMITOCTU PRI 2 > 2,4
U prutovych soustav s neposuvnymi styéniky je zpravidla alespofi pro néktery
prut A > 2.4 jiZ pfi prvni vlastni frekvenci. V takovych p¥ipadech je moZno pouZit

metod navrZenych v [7] a [8] nebo postupovat nasledovng.
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Sestavime deformaéni rovnice, které maji tvar

(6’1) VX + Pyax + oo+ Yy x, =0,
Yo Xy b Wg Xy + o+ YL, =0,

'\pn,lxl + ‘/lrr,2x2 +oo+ lpn,nxn = 0’

kde ¥, ;, i,j = 1,2,..., n, jsou linedrni kombinace funkci kmitoctu Fy, F,, ..., Fy,

afi, farf35 fa-

12 4
(6.2) wh,:lgyﬂAiJFk+-§¥”Bhﬂ;, ij=1,2,...,n.
- e

Pritom né&které z konstant A4; ;, B, ; v (6.2) mohou byt rovny nule. Pak vyjadfime
funkce kmitoétu mocninovymi fadami v okoli bodu 4, ktery zvolime pokud moZno
blizko bodu A,y odpovidajicimu hledané r-té vlastni frekvenci w,,y. ProtoZe hodnoty
funkci kmitodtu jsou obsaZeny v tabulkach'®), snadno mZeme vybrat vhodny vzorec
pro jejich rozvoj. Dobfe vyhovuje Lagrangetv interpolaéni vzorec i ostatni interpo-
laéni vzorce a rozvoj v Taylorovou fadu se zbytkem podle CAUCHY, SCHLOMILCHA-
RoOCHE a LAGRANGEA.

PouZijeme-li nékterého z uvedenych vzorci a vezmeme-li v ivahu prvnich m + 1
¢lent rozvoje, pak funkee ¥, ; podle (6.2) dostavaji tvar

(6.3) iy =Qa,; + Pagd+ Pa, 22+ o+ Pa J, 0 j=1,2,..,n,

kde a; ;, t = 0,1,..., m, jsou konstanty. Ma-li determinant systému rovnic (6.1}
tvar

(64) A= i l//1,17 l//1,29 l/11,35 0’ AR 0
"/’2,1» ‘pz,za Yy Waar ooy O

0! l/’3.2’ l//3,35 l//3,4a veey 0

iU, 03 0, 03 sets l//n,n [

tj., kdyZ prvni fadek determinantu obsahuje nejvyse tii ¢leny a ostatni Fadky nejvyse
po &tyfech &lenech rozloZenych podél diagonaly, pak lze dosti snadno pouZitim
vzorch uvedenych v [ 10] pievést determinant (6.4) v mnoho&len stupng nm v 1

(6.5) A=Cyt Ch+ C2d .4 Copps )M 4+ Cpd™.

Nulové body mnohodlenu (6.5) leZici v intervalu, v némz plati rozvoj funkci
kmito¢tu, odpovidaji vlastnim kruhovym frekvencim vySctfované prutové soustavy.

Nemé-li determinant systému (6.1) tvar (6.4) (vzdalené prvky od hlavni diagonaly
jsou riizné od nuly), pak rozvoj funkci kmito&tu mtZe byt vhodny jen tehdy, kdyZ je
mozno tyto funkce dobfe vystihnout malym poctem &lend mocninové fady.

10y viz [1], str. 193—231, [9], str. 369—380 a [5], [15].
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Uvazime-li v rozvoji (6.3) jen prvni tti &leny, dostanou deformagni rovnice (6.1)
tvar

(6.6) (A+ B+ 2°C)x =0,
kde A, B, C jsou matice fadu n s konstantnimi prvky a x je sloupcova matice.
ProtoZe v systému deformadnich rovnic (6.1) diagonalni koeficienty ¥, ,, i =
=1,2,...,n, témdf vidy znaln& pievladaji nad ostatnimi koeficienty v, ;, i # j,
alespon pfi prvni vlastni frekvenci, navrhujeme v rozvoji funkci ; ; uvaovat tfi
¢leny a v rozvoji funkcei ; ;, i # j, jen dva &leny. Pak misto (6.6) dostavame tento
systém
(6.7)
((11,1 + bl.l'& -+ Clllz) xl -+ (al,Z + bl,ZA) XZ + ...+ (al,n -+ bl.’ll) xn = 0
(az,1 + by A xg + (azp + baad + 4% X5 + oo + (g, + by ,0) x, =0

((1"’1 + bn,l}“) Xy + (an,z -+ bn,zlq-) X2 + ...+ (a"’" + bn,n}' -+ anZ) X, = 0 N

kde a; ;, b, ;, ¢, 1,j = 1,2, ..., n, jsou konstanty.

iJ
Je-li ¢; 0, postupnym d&lenim rovnic (6.7) hodnotami —¢,, —c,,..., —¢,
uvedeme tyto rovnice na tvar

(6.8) (A+iB - Hhx =0,
kde A= {a,;ll, B=|b, I, i,j=1,2,...,n, jsou matice fadu n, pii¢emZ a, ; =
= —a; le, by = — by jle;, | je jednotkova matice a x je vektor.

Vypodet A vyhovujici rovnicim (6.8) je snazsi nez vypoSet A vyhovujici rovnicim
(6.6), jak ukazeme v nasledujicim odstavei,

Zname-li pfibliznou hodnotu 1 parametru A,, miZeme zpfesn&ni vysledku dosah-
nout jiz tim, Ze v rozvoji funkci y; ; uvazujeme jen prvni dva &leny (¢, ; = a;,; + b; A)
a v rozvoji funkei ¥, ;, i # j, uvazujeme jen jeden Elen (y; ; = ; (1)), yj. pokladame
tyto funkce za konstanty.

Oznacéime-li

(69) di,j == ai,j/”i,i" i’j = 13 29"'9 n,
rovnice (6.1) maji tvar
(6.10) (D—ix=0,

kde D = fid, i, i,j=1,2,..,n
Hodnota parametru 2 vyhovujici roviicim (6.10) Je zpfesnéni pfiblizné hodnoty 1.
V okoli bodu A, > 2,4 pro hodnoty 4 ne piili§ velké, je velmi vhodny rozvoj
funkci F; ve tvaru (viz (2.1)):

(6.11) Fi=a;+ b2 +c;A®, j=1,2,..,12

vy L&y
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kde a; = F/(0), b; = F{'"(0)/4! a konstanty c¢; urime z podminky, aby v bod¢ A,
presné hodnoty funkei F; se ztotoZiiovaly v hodnotami uréenymi podle (6.11)

1
(6.12) €= (F{2) — a; — b;A3).
Poznamka. Za koeficienty b; v (6.11) a (6.12) Ize dosadit hodnoty uvedené ve

2. sloupci tab. IV pro 4 = 0,8 (odst. 8).

UtZijeme-li rozvoje (6.11), pak i pro funkee f;, i = 1, 2, 3, 4, je vhodné uZit rozvoje
(viz odst. 2)

(6.13) fi=1=Y2+dy*, f, =1+ 82+ dyt,
fa=1 =392 +d,9%) fo=14 L9 +d,9%.
Dosadime-li (2.7) do (6.13), mame
(6.14) Si=1=352* +d, 2%, fy, =1+ ted* + dyc?a®,
fa=1—=4a* + k228 fy = 1+ Mt + d kMR
Ptitom konstanty d,, d,, d, d, v (6.14) uréime opét z podminky, aby v bod& 1, se

ztotoZilovaly pfesné hodnoty funkei fi, i = 1,2, 3,4, s hodnotami uréenymi podle
(6.14).

Dosadime-li vyrazy (6.11) a (6.14) do (6.2) a pak do (6.1), ziskaji deformacni
rovnice tvar

(6.15) (A, + 2*B; + 2%C))x =0,

ktery je shodny s tvarem rovnic (6.6), kde misto 2* a A% je A a 2%,

7. O RESEN[ VYSLEDNYCH ROVNIC

Pouzitim aproximativnich funkci kmito&tu jsme dospéli k homogennim systémiim
rovnic (3.8), (6.6), (6.8) a (6.10). Tim jsme pfevedli stanoveni vlastnich frekvenci
prutovych soustav na vypocet charakteristickych ¢isel A-matic.

V tomto odstavei uéinime nékolik poznamek k feSeni rovnic (3.8), (6.6), (6.8)
a (6.10), aby bylo patrné, jakého zjednoduSeni Yeieni se dosahlo zavedenim aproxi-
mativnich funkci kmitoétu.

Systém rovnic (3.8) v maticovém vyjadfeni ma tvar
(7.1) (A, - A*B)x =0,
kde A; = lla; I, By = |Ib,4ll, i,j = 1,2,..., s, jsou {tvercové matice a x je vektor.
Je-li matice B, regularni, vynasobime rovnici (7.1) inversni matici By *. Mame
(1.2) (A-2hx=0,

kde A = B;'A, al je jednotkova matice.
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Netrividlni ¥eSeni rovnic (7.2) (x & 0) vyhovuje charakteristické rovnici
(7.3) [A— 24 =0.

Uréujeme-li nékolik vlastnich frekvenci, je vyhodné determinant na levé strané
rovnice (7.3) vyjadfit mnohoélenem.

Oznadime-li
(7.4) o=t
je s rovnici (7.3) ekvivalentni tato algebraickd rovnice s-tého stupné vzhledem k o
(7.5) Po+ P+ pot+ ..+ p @+t =0.

Vypolet koeficientd py, py, --.. ps—y v tovnici (7.5) lze provést mnoha zplsoby
[10—-17].

Poznamka. Pfimé rozvadéni determinantu |A — al| je pfili§ pracné.
Jednoduchy je zplsob zaloZeny na Cayley-Hamiltonoveé vété, ktera tika, Ze kazda
&tvercova matice A vyhovuje své vlastni charakteristické rovnici'?).

PiSeme-li charakteristickou rovnici (7.3) ve tvaru (7.5), pak
(7.6) pol + piA+ p A2 + .+ p AT+ A =0,
Vynasobime-li zprava kaZdy &len rovnice (7.6) libovolnym (nenulovym) vektorem v,
a utvofime-li posloupnost vektora
(7.7) v, = Avy, v, = Av, = Alv,,
vy = Av, = Av, .. v, = Av,_, = A%,

pak dosazenim (7.7) do (7.6) dostavame systém s linearnich rovnic pro s neznamych
koeficientl pg, py, «ves Ps—1

(7.8) PoVo + PiVy + oo P (Ve_g = — V.

Analogicky miZeme postupovat, pouZijeme-li upravené metody Krylovovy (Krylo-
vovy transformace)'?).

Misto vektorl vy, v,, ..., v, pouZijeme fadkovych matic
(7.9) a, =a,A, a,=aA=a,A?,

ay =a,A=a,A’ .. a, =a,_A=aA"",

kde a, je libovolna (nenulova) Fadkova matice o s prvcich. A sestavime Kryloviy
determinant

0 0 0
(7.10) A=11 ©Oa, @q,, ..., Oa,
i 1 1 1
a, Va,, Pa,, ..., Da,
2 2 2 ¢
s, { )alz ¢ )(125 IEET I )as
‘i as, Sy, g (g

11y viz [11], str. 70 a str. 142,
12y iz [12}, [14], str. 167—177, [15], str. 78 a [16], str. 263—271.
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Pritom Pa;, i = 0,1,2,...,s, j=1,2,..., s, jsou prvky matice a; uréené podle (7.9)
(7.11) a; = || Da;, Pa,, ..., Da |, i=0,1,2,..,5.

Rozvedenim determinantu (7.10) podle prvniho sloupce dostaneme mnohoélen,
ktery tvoii levou stranu rovnice (7.5).

Je viak moZno dale postupovat také takto. Preklopime determinant (7.10} kolem
hladni diagonaly a poloZime jej rovny nule. Mame

(7.12) 1, o Lot ..., a
©g,, Wa,, Pa,, ..., Oa,|
0 1 2 D, |
Day, Vay, Pay, ..., Way = 0.
........................ g
0) 1) 2) Yy |
| Oq,, Dg Pg ®aq, |

Rovnice (7.12) je ckvivalentni s timto homogennim systémem

(7.13) Xo +  oaxy + afx, b4+ o Tix, + afx, =0,
ayxo + WVapxy + Pagx; + .04+ S Vax + Papx; =0,

dostaneme z prvni rovnice systému (7.13) rovnici (7.5) a ze zbyvajicich s rovnic systém
linearnich rovnic tvaru (7.8) (s jinymi koeficienty) pro s nezndmych pg, py, ... Ps—1-

Je ziejmé, Ze Krylovovou transformaci dostaneme systém rovaic (7.8), zvolime-li
za matici @, matici transponovanou k vektoru vq a uZijeme-li misto matice A matice
transponované k A. Obraceny postup vychazejici z platnosti Cayley-Hamiltonovy
véty dokazuje uvedenou Kryiovovou transformaci.

K uréeni vlastnich frekvenci prutové soustavy je tedy téeba
. utvofit matici By ! inversni k matici B,
. vynésobit dvé matice (A = BT'A;),
. sestavit posloupnost vektori (7.7) nebo matic (7.9),
. Fesit systém s linedrnich rovnic (7.13),
. nalézt kofeny rovnice (7.5).

[ N S

Utvofit matici B! je prakticky stejné jako feSit s lincarnich rovnic a sestavit
posloupnost matic (7.7), resp. (7.9), je stejné jako vyndsobit dvé &tvercové matice
tadu s. Proto uvedeny postup vyZaduje asi tolik pocetnich operaci, kolik je jich ticba
k vyfeSeni dvou systéma s linearnich rovnic, k provedeni dvou soucint étvercovych
matic a k uréeni kofent algebraické rovnice (7.5).

Takovy postup je jisté snaz§i nez uréovat vlastni frekvence z s deformacnich rovnic,
jejichZ koeficienty jsou linearnimi kombinacemi transcendentnich funkei (funkei
kmitostu).
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Kromg této vyhody se zmifime jeSté o dalsi vyhodé.

Pii feSeni deformagnich rovnic (6.1) urujeme hodnotu parametru 2 ktery témto
rovnicim vyhovuje. Dopustime-li se pfitom relativni chyby §,, pak podle (3.7) je
relativni chyba §,, vlastni frekvence dvojnasobna (4,, = 25,).

Pfi feSeni rovnic (3.8) uréujeme nikoliv 2, ale & = A*. Za pfedpokladu, Ze se do-
pustime relativni chyby §,, ktera je stejna jako 8,(5, = 8,), pak d,, = J,/2. Dostavime
tedy vlastni frekvenci s chybou &tyfikrat menii, nez v predchazejicim p¥ipadé (5, =
= §,/4).

K ur&eni vlastnich frekvenci prutové soustavy Ize misto rovnic (3.8) uZit rovnic
(3.9), které v maticovém tvaru zni

(7.14) (A, — @By x =0.
Rovnice
(7.15) |A, — »?Bl =0

piedstavuje charakteristickou rovnici homogenniho systému obyéejnych linedrnich
diferencilnich rovnic s konstantnimi koeficienty:

(7.16) Aq+ Bg=0.

Rovnice (7.16) se formalng (tj. co do tvaru) ztotoZiuji se systémem Lagrangeovych
dynamickych rovnic platnych pro vlastni netlumené kmitani konservativni mecha-
nické soustavy hmotnych bodit ¢ s stupnich volnosti'?). Pfitom slozky vektoru q
jsou zobecné&lymi soufadnicemi soustavy a sloZky vektoru g jsou zobecn&lymi zrych-
lenimi.

Tim ovSem neni feCeno, Ze prutovou soustavu s hmotou spojité rozloZenou a sou-
dasné soustiedénou v n&kolika bodech, pro jejiz vlastni kmitani plati rovnice (7.14),
je moZno nahradit soustavou hmotnych bod, kterd by méla aspon nékolik vlastnich
frekvenci stejnych jako vySetfovand prutova soustava. Za jistych podminek snad
takové nahrazeni bude moZné. Touto otizkou se zde nebudeme zabyvat.

Poznémka. Za velmi hrubé pfibliZeni 1ze povaZovat nahrazeni prutové soustavy
soustavou osamélych hmot uloZenych na nehmotnych prutech — u pravoudhlych
rAmi sc hmota soustieduje do styénikii [2]. PFi takovém pfibliZeni viak dostaneme
vysledek s uspokojivou pfesnosti jen v nékterych pfipadech.

Dalii tvar systému n rovnic (6.6), k némuZ jsme dospéli, je vhodné pievést na systém
2n rovnic tvaru

(7.17) (C, — M)y =0,

kde I,, je jednotkova matice fadu 2n.
Rovnici |A + AB + A*C| = 0, které vyhovuje feSeni systému (6.6) pfifadime systém
diferencialnich rovnic druhého fadu

(7.18) Aq +Bg+Cq=0,

13y iz [18], str. 375.
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ktery pfevedeme znamym zplisobem na systém diferencialnich rovnic prvniho fadu

(7.19) Dy = Cyy,
kde D je diferencialni operator a
ql, "—C“A, -C 'B||,

pficem? I, je jednotkovad matice fddu n. Dosazenim A misto D v rovnicich (7.19)
dostavame systém (7.17), ktery miiZzeme dale FeSit jako systém (7.1).

Rovn&Z systém (6.8) je vhodné prevést na tvar (7.17), jak doporuduje akad. A. N.
KryLov [12]. Takové pfevedeni nevyzaduje Zadnych podetnich operaci, nebof misto
matice C vyskytujici se v rovnicich (6.6) mame zde jednotkovou matici /. Pfitom pfe-
vaha diagonalnich ¢lent nad ostatnimi Cleny, ktera existuje u deformacnich rovnic,
se viibec neporusi. Proto s vyhodou mtiZzeme k dal§imu feSeni pouZit iteradni metody
navrzené W. Rirzem'*).

Ze stejnych davodi je vhodné pouzit Ritzovy metody k Feseni rovnic (6.10).

8. ZAVERECNE POZNAMKY

Hodnoty A vyhovujici rovnicim (7.1) a jim odpovidajici vektory x, které urduji
tvar vlastniho kmitani konstrukce, jsou pfibliznymi hodnotami charakteristickych
Cisel a charakteristickych vektorl, nebof v deformacnich rovnicich jsou funkce
kmitodtu nahrazeny aproximativnimi funkcemi (2.3) a (2.9) Ke zpfesnéni t&chto
hodnot miZeme pouZit iteraéni metody navrZené v [7].

Piesnost vyslednych hodnot je ovliviiovana jen pouZitim funkei (2.3) a nikoliv
funkei (2.9), nebot funkce (2.9) v intervalech (2.5) se tém@&F ztotoZiuji s pfesnymi
funkcemi (1.4) a (1.8) (viz tab. 11).

Koeficienty b; pti A* ve (2.2) byly stanoveny tak, aby se dosahlo dobrého pribli-
Zeni funkei Fj, j = 1,2,..., 12, v celém intervalu (2.4), tj. kdyZ v podmince (3.10) je
C = 2,4. V téch piipadech, kdy lze o¢ekavat splnéni podminky (3.10) pro C < 24
(napf. u vysokych konstrukci tvofenych mnoha podlaZimi nebo u obloukd, které
rozdélime na velky podet ¢asti a u nichZ urdujeme jen nejnizsi kmitodty), je vhodné
k dosaZeni vEtsi presnosti vyslednych hodnot pouZit koeficientli b; pfi 2% ve (2.2)
nepatrné odlisSnych od téch koeficient(, které se vyskytuji ve (2.3).

V tab. 1V jsou uvedeny koeficienty b;, které jsme ur¢ili z podminky, aby hodnoty
funkei tvaru (2.2) se ztotoZiiovaly s pfesnymi hodnotami funkei F;, j = 1,2, ..., 12,
v bodech / = 0,8; 1,2; 1,6; 2,0; 2,4, kdyZ a; = F(0).

Jestlize podminka (3.10) je splnéna napf. pfi C = 1, je vhodné misto koeficientii b,
pfi 4% ve (2.3) pouZit koeficienty uvedené v tab. IV pro 4 = 0,8. Tim vystihneme tém&f
presné funkce F; v intervalu 0 £ A £ 1. Pfi C = 1,8 uZijeme koeficientit uvedenych

14y Viz [19], str. 292— 294,
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v tab. IV pro 4 = 1,6 apod. LeZi-li charakteristické ¢islo pfislusejici uréitému prutu
konstrukce v blizkém okoli bodu 4 = 2,4. vezmeme koeficienty z posledniho sloupce
tab. TV.

Tabulka IV
.
R B A— 16 . 1.8 1=20 3 =24
b |
N o i} | o L
b 0007153 0,007176 0,007246 0007403 | 0,007701
b2 —0,009521 —0,009558 —0,009631 —0,009793 -0,010101
by 0,030981 0,031101 0,031432 0,032146 0,033522
b, 0,052417 0052541 |  0,052890 0.053646 0,055098
by 0128711 | —0.129258 | —0.130762 | —0.134026 | --0.140313
b, 0371582 | —0372188 | —0373849 | 0477450 | — 0384351
b7 —0,019067 —0,019198 | —0,19530 —0,020273 —0,021800
by 0,039355 0039680 |  0,040555 0,042516 0,046554
by 0,085840 0086304 |  0,087622 0,090566 0,096606
bl[) —0,139575 —0,140813 | —0,144212 —0,151838 —0,167553
bll —0,486182 —0,488079 ‘ —0,493321 —0,505054 —0,529091
by 0235938 | - 0.236830 | 0239313 | 0244863 | --0.256230

Poznamenejme pfitom, Ze pfi sniZeni hodnoty C ve (3.10) se snizi rovnéZ piipustna
nejmensi Stihlost //i, jednoho dilu oblouku nebo prutu konstrukce.

Tak napi. pti C =1 =1 misto (3.19) mame podminku (viz (3.16) aZ (3.18))
llip = 2 a misto (5.7) plati (viz (5.5) a (5.6)) /iy = 2 /(E/G).

Snadno podle (1.2) a (2.8) miZeme zjistit, Ze délenim oblouku (prutu) na libovolné
velky pocet ¢asti je moZno splnit nejen podminku (3.10), ale i podminky (2.5), které
jsou ekvivalentni s podminkami pro pfipustnou nejmensi §tihlost (odst. 3 a 5).
Zkratime-li totiz délku [ libovolné &asti oblouku (prutu) n-krat, pak se zmensi
i §tihlost I/i, této Casti také n-krat. Pripustna §tihlost (p¥i y = § = 0,5) viak sc zmen3i
az n’-krat (viz (3.16) a (5.6)). Proto pfi libovoln& velkém n je skutedna §tihlost jedné
Sasti vzdy vetsi nez pFipustnd nejmensi Stihlost.

K velmi pfesnému vyjadfeni funkci F; v intervalu (2.4) je moZno pouZit rozvoje
(6.11), kde za b; dosadime hodnoty z tab. 1V pro A = 0,8 a konstanty c¢; uréime
z (6.12), dosadime-li 1, = 2,2. Rozvoje (6.14) lze uZit k dokonalému vyjadfeni
funkci (1.4) a (1.8) uvnitf i vng intervald (2.5).

Casto se vyZaduje vypodet jen prvni vlastni frekvence nebo prvnich dvou a7 t¥i
vlastnich frekvenci konstrukce. Pak je vyhodné rovnice (7.1) vynasobit matici A},
ktera je inversni k A;. Misto (7.2) dostavame

(8.1) (3_%4:)x=o,

kde B = A7'B,.
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Pro prvni vlastni kruhovou frekvenci w(;y plati

(8'2) Oy = /ﬁ‘in \/K >

kde K je hodnota podle (3.7a) a 2, je charakteristické &islo vyhovujici rovnicim (7.1)
nebo (8.1). Pritom K i Ay, s¢ musi vztahovat k jedné (zvolené) &asti oblouku nebo
k jednomu prutu dané konstrukce, Proto hodnota

(83) ﬁmax = _41‘*
j'min
je dominantnim charakteristickym é&islem matice B = A;'B,.

Bylo vypracovano k urfeni dominantniho charakteristického €isla nékolik velmi
efektivnich metod (napf. metoda iteradni, metoda vychazejici z platnosti Sylvestrovy
vety) a znadny podet odhadd hornich i spodnich hranic tohoto &isla [11], [15],
[16], [20], [21]. UZiti zmin&nych metod a odhadd nevyZaduje pfevadéni charakte-
ristick¢ rovnice v mnohodlen.

Mame-li uréené dominantni charakteristické &islo fi,,, matice B, miZeme urdit
(napf. sniZenim ¥adu charakteristické rovnice [B — Bl = 0, f = 1/4*) také subdomi-
nantni charakteristické &islo a z n&ho vypoditat druhou vlastni frekvenci konstrukee.
Obdobné lze urdit i vy$si vlastni frekvence.

Prvky matice A; v (7.1) jsou lincarnimi kombinacemi jen hodnot funkci kmitogtu
Fj=12,..,12,af,i=12734vbodd 2=y =9 = 0. Proio matice A, je
matici tuhosti vySetFované prutové soustavy a jeji proky tvofi koeficienty pFi neznd-
mych v deformacnich rovnicich platnych pro statické zatiZeni. Z tohoto diivodu je
matice A; vidy regularni (|A,] # 0), a proto cxistuje inversni matice A7 které poui-
vame k urleni matice B.

Zména rozloZeni hmoty (zatiZeni) podél jednotlivych prutii dané konstrukce se
projevi jen zménou prvki matice B, a nikoliv zménou prvki matice A,. Proto matice
A;' Ize s vyhodou pouZit k vySetfeni vlastnich frekvenci konstrukce pfi riznych
piipadech rozloZeni hmoty.

Prvky matice B; v (7.1) Ize pouZitim tab. IV upfesnit, zname-li p¥ibliZnou hodno-
tu 1 charakteristického ¢&isla.

Je-li B, matice se zpfesnénymi prvky, pak misto (8.1) mame
(8.4) (B — 1/ x =0,
kde B = A['B,.
Hodnota 2 vyhovujict rovnicim (8.4) je pak zpfesnénim pfiblizné hodnoty .

Matice A; ' je mozno pouZit i k feSeni rovnic (6.15), k nimZ jsme dospéli pouZitim
rozvoji (6.12) a (6.14).

Oznacime-li

(8.5) B
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a délime-li rovnice (6.15) veli¢inou A%, mame
(8.6) (C, + By + B*A)x =0.

Rovnice (8.6) pfevedeme pak na tvar (7.17) stejnym zplsobem jako rovnice (6.6).
Tedy

(8.7) Cq+Bq+Aq=0,

a proto

(8.8) (D—plhy=0,

kde

(8.9) y = ‘q D=| O, 1 ‘
~‘ii’ !%—Aflcu —A7'B,.

Prvni viastni kruhovou frekvenci w1y nebo zakladni kmitoget ngyy = w(yy/2n uréime
opét z dominantniho charakteristického &isla f8,,, matice D,

V projekéni praxi je hledani vlastnich frekvenci konstrukei spojeno s provadénim
statického vypodtu. Provadime-li staticky vypocet konstrukce metodou deformadni,
muzeme s vyhodou k fedeni vysledného systému deformacdnich rovnic s nékolika
rliznymi pravymi stranami pouZit matice A; ', ktera je inversni k matici tuhosti A,.

Takovy postup podstatné usnadni poétafskou praci spojenou se statickym i dyna-
mickym posouzenim konstrukci.
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Peszome

O COBCTBEHHBIX KOJIEFAHNSAX APOK M 3TAXHBIX PAM
B MJIOCKOCTHU W MPOCTPAHCTBE

BIIAJIUMUP OUPCT (Vladimir Fift)

Qyuxuun vactoTsl F, j = 1,2, ..., 12, f;, i = 1, 2, 3, 4, BcTpeyaronmecs B COOTHO-
wennsax (1.1), (1.5), (1.6), (3.3) 1 B COOTHOIICHHSX, BBIPAXKAIOLIMX 3aABUCHMOCT
MCX 1y KORUCRBEIMU CHIIAMH U AehopManusaMu CTepxkHs, KOJIeOIoNIErocs B IpOCTpaH-
ctBe (cm. [1], c1p. 156 —158), 3aMeHCHBI ANIPOKCHMATIHOHHBIMHU (Y HKIMSMH.

C yuetom cneuuduryeckux cpodcrs qynkuui F; j = 1,2,...,12, B Touke A = 0
(roe A — napametp, onpejeneHunli hopmysoi ( 1.2)) NpPENNOXKCHO MPEACTABATH 3TH
dbynkumu B untepsane 0 £ 2 < 2.4 B Buge (2.2), rae a; = F0)u by, j = 1,2,...,
.., 12, — kouctauThl. ynknuu f;, i = 1, 2, 3, 4, annpoXCUMUPYIOTCS B HATEpBaax
(2.5) ypasuenusvu (2.9), rie ¢ m k — koscTanTh cTepxus 110 (2.8). K Gosiee TouHoMy
peCTABICHUIO (PYHKIHA YACTOTHI MOXKHO HCITOJIb30BATH pasioxets (6.1 l) " (6.1 4).

B oraenax 3, 5 u 8 mokazaHo, 9TO NPOU3BOJILHYIO ACHCTBUTENLHYIO CTCPKHEBYIO
CHCTEMY, KOJIeOIOLLYFOCS B MJIOCKOCTH MJIH IPOCTPAHCTBE, MOKHO BCer/ja pasaesinTh
Ha CTOJIBKO YacTe, YTOOBI BBUTOJMHAIMCE YCIOBUS (2.4) u (2.5),

B ciiyuae 3TaxHbIX paM C NOJBWKHBIMM y3jamu ycnosus (2.4) u (2.5) oGbruso
BBITIOJTHEHbBI TPU HECKOJIbKHX COOCTBEHHBIX 4ACTOTAX, U HE HAZIO OT/ICJILHBIC CTEPKHU
AemuTh Ha vactu (otael 4).

B pesynbTare NpHMEHCHMA anNpoKCHMAaUMOHHBIX Qynknmii Buga (2.2) u (2.9)
ToJlyyeHa OJHOpPOAHAs CUCTeMa YpaBHeHHH nedopmauuii Buga

A a,; — b, A x; =0, i=1,2,...5,
sJ o] J
=1

rae a; ;, b, ; — koucrantsl. [Ipumenns pasinoxenns (6.11) u (6.14), monsyuum cncre-
My ypaBHenuit B koHeunoM Buae (6.15).
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B otTacie 6 npestokeHs! pa3oXeHns (PYHKUHMHA 4aCTOTHL B CTEIICHHBIC PSLOBL I
A > 24

B JIBYX NOCIHEAHUX OTALIaX HaCI’OHIlJ,eﬁ CTATbU TOBOPUTCH O pelIeHHA KOHEYHLBIX
ypannennﬁ, W YKa3bIBAKOTCH BBITOIBI, KOTOPBIX MOXHO NOCTHYb, npuMmeHas npeno-
KECHHBIC AIllIPOKCHMALMOHHBIC d)yHKU.HVI.

Summary

PROPER OSCILLATIONS OF ARCHES AND FRAMES IN THE PLANE
AND IN SPACE

VLADIMIR FIRT

The functions Fj, f; (j = 1,2,...,12, i = 1, 2, 3, 4) of frequency, which appear
in (L.1), (1.5), (1.6), (3.3) and in the relations between terminal forces and deflections
of a bar oscilating in space (see [1], pp. 156 - 158) arc approximated.

Taking into account the specific behaviour of the functions F; at 1 = 0 (4 is the
parameter determined by (1.2)), it is proposed to use approximations of the form
(2.2) in the interval 0 < 1 £ 2,4, with a; = F{0) and constants b; (j = 1,2,..., 12).
The functions f; (i = 1, 2, 3, 4) are approximated in the intervals (2.5) by functions
(2.9) where ¢, k are constants chosen according to (2.8). More accurate expressions
are obtained by using the expansions (6.11) and (6.14).

In sections 3, 5 and 8 it is shown that every actual frame network performing
planer or spatial oscillations can be subdivided into parts which satisfy the conditions
(2.4) and (2.5).

For frames with movable joints, these conditions are often satisfied for several
proper frequencies without recourse to subdivision (section 4).

Using approximating functions in the form (2.2) and (2.9), the following homo-
genous system of equations of deflections is obtained:

Yo(a;—bia)x; =0, i=12..5;
ji=1
here the g, ;, b; ; arc constants. Using the expressions (6.11), (6.14), we obtain the
final system of equations (6.15).
In section 6 there are proposed power series expansions of these functions for
A > 24,
The concluding two sections treat the solution of the equations obtained and the
advantages obtained by employing the proposed approximating functions.

Adresa autora: Inz. Viadimir Fift, Ustav teoretické a aplikované mechaniky CSAV, Vyge-
hradska 49, Praha 2.
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