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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLO S

TEPLOTNI POLE VALCOVE SOUMERNYCH PROSTREDI SI ZDROJ!
TEPLA LIBOVOLNEHO PRUBEHU PRI OKRAJOVYCH PODMINKACH,

PROMENNYCH PO OBYODU

JOSEF ScHmip

(Doslo dne 11, srpna 1961.)

Price se zabyvi FeSenim teplotniho pole ve vilcove soumérnych télesech,
slozenych z libovolného poétu vrstev, centricky i excentricky uspoiddanych
pii Hibovolném prubéhu tepeinych zdroju pro piipad, kdy okrajové podminky
jsou po obvodu proménné.

Je uvedeno FeSeni nékterych Gloh, vyskytujicich se pfi podrobném tepel-
ném vypocétu palivovych ¢linku jadernych reaktora.

1. UVOD

V nékterych oborech technické praxe, ve védé a vyzkumu je moZno nalézt celou fadu
tloh. kdy je tfeba pomdérné presné urtit teplotni pole ve valcové soumérnych pro-
stiedich pfi okrajovych podminkéach, promé&nnych po obvodu a pro tepelné zdroje,
zavisici na poloméru a azimutalnim Ghlu.

Do této skupiny problémii je moZno zafadit dlohy, které byvaji feSeny pii vypoctu
bezpeénosti palivového &lanku jaderného reaktoru proti prehfati. Prohnuti nebo
dotyk tyéek v palivovém ¢lanku ty¢kového typu vede k nestejnomérnému ochlazovani
a nakonec ke vzristu maximalni teploty jak na povrchu povlaku, rak uvnité tycky.
Jako dal§i dlohy je moZno jmenoval: excentricitu povlaku, respektovani zavislosti
tepelného vykonu na obou soufadnicich pfi podrobném tepelném vypoétu trubko-
vého palivového ¢lanku, proménnost kontaktniho odporu po obvodu atd.

Je tedy uéelné se zabyvat problémem feSeni teplotniho pole pro ptipad, 7c okrajové
podminky jsou po obvodu proménné a tepelné zdroje jsou funkei poloméru a azimu-
talniho thlu. )

Ve vypodtech predpokladame, Ze tepelna vodivost materialit a soucinitel prestupu
tepla u treti okrajové podminky nezavisi na teploté. Zanedbavame teZ vedeni tepla
ve smeéru o8y z.
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2. POUZITA OZNACEN{

r, ¢ polarni soufadnice [m], [rad]

polomér rozhrani dvou prostiedi [m]

teplota [°C]

tepelna vodivost [kcal/mh*C] .
o soucinitel pfestupu tepla [kcal/m?h°C]

g  hustota tepelnych zdroji [keal/m>h]

g  tepelny tok [kcal/m?h]

0  tepelny odpor kontaktu [m*h°C/kcal]

¢ excentricita.

N

3. OBECNE RESENI POISSONOVY ROVNICE

Uloha je popsana rovnici vedeni tepla
(n — AV = g(r).
Pro valcovou geometrii pi'i zanedbéni vedeni tepla ve sméru osy z lze rovnici (1) pie-
psat do tvaru [ 1]

A, @ 1 ér, I &%(r,
0) o) 1ol L Sne) - gy,
cre r ér r ao
kde

i
o(r, 9) = Ig(r, ®).

Hledejme FeSeni rovnice (2) ve tvaru fady
1= Z [Cfn(") cos np + f,(l) sin mp] .
n=0

Dosadime-li derivace ét/ér, 6%1/0r* a 6%t)ép? piedpokladaného tvaru feleni a Fou-
rierovu Fadu pro zdroje
”
or, ) = 3 [G.r) cos ngp + *g,(r) sin ne]
n=0
do rovnice (2). dostavame
e . } 7.
Y [Sfalr)cosnp + £ (r)sinng] + = 3 [“fo(r) cos ng + f(r) sin np] —
n=0 Fn=0 -
I < 2le . LSy .7 & c s B
- S o[ (r) cos ng + 2 (r) sinng] = — Y [G,(r) cos np + *gu(r) sin ng 7.
F~n=0 n=0
Tuto rovnici rozepiSeme pro jednotlivé funkce proménné ¢ a dostavame pro kazdé n

oby¢ejnou linedrni diferencialni rovnici tvaru
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(3) a(r) + ! far) — ‘12 )= ="g(r) (n=01,2,..:01=c5s).
r F

Refeni téchto rovnic Ize uskutednit pomoci metody integragnich faktor [2]. Lze
odvodit

r 1 re o ,
(fo(") = Ay + Bylgr — f “;'f ‘ﬁo(r') r’ dr” dr =
ro r r'o

= Ay + Bylgr + °Z,,

rf"(r) — Anl‘" + B”’,‘n _ I‘“J\ ('_/)—(erljj (-g"(r,,) (r//)nr}-] dr,, dr, _

ro r'o

= A"+ Br ot +<Z, (n=1.2,..),

- n

0= et e [ [y aar -

dro r'o

=Cy"+ Dy™" +°Z,, (n=1,2,..)

/

(integraly je tfeba chéapat jako neurdité integraly; rg a ry jsou vhodné zvolené meze).
Reseni parcialni diferencialni rovnice (2) Ize tedy napsat ve tvaru

4) (ryp) = Ag + Bylgr + Z, + Z [(A4," + Byr~" 4 “Z,) cos np +

n=1

+(Ca" + D" 4 YZ,)sinng]

Derivace dt(r, ¢)/dr, kterou budeme potiebovat v dalsim vypoctu, je moZno napsat
takto:

(3) —————Lvr(;’ ?) _ B + “Z§ + Z (A~ = B~ + “Z)] cos np +
r F n=1

+ [n(C" ™" = D)+ VZy ] sin ng} .

4. OKRAJOVE PODMINKY

Abychom si usnadnili feseni teplotniho pole mezikruhové oblasti, sloZené z libo-
volného poctu vrstev (centricky nebo cxcentricky uspofadanych), bude vyhodné se
nejprve zabyvat jednotlivymi typy vnéjSich okrajovych podminck na vnitinim a vngj-
gim poloméru mezikruhové oblasti. VypocCtové vztahy uvedeme pre vnitini a vndjsi
povrch spoleéné (pokud se ve vzorcich vyskytuji nad sebou dvé znaménka, plati horni
znaménko pro vng&jsi polomér a doini pro vnitini polomér). Vnitini (Stvrtd) okrajova
podminka se zabyva podminkami na rozhrani dvou prostiedi. V odstavei 5 pouZzijeme
odvozenych vztaht pro reseni teplotniho pole sloZené oblasti.

Zkoumejme nyni okrajové podminky na povrchu oblasti a na rozhrani mezi vrst-
vami o nestejnych teplotechnickych vlastnostech a hledejme zdvislosti, které pro in-
tegracni konstanty A4,, B,. C,, D, z téchto podminek vyplyvaji.

n»
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4.1. Proni okrajovd podminka (Dirichletova tiloha)
Prvni okrajova podminka vyZaduje splnéni rovnice
(6) (R, @) = *F (o)
na poloméru r = R, (vn¢jii polomér mezikruhové oblasti) a rovnice
: i
(Ri. @) ="Fp)
na poloméru » = R, {(vnitfni polomer mezikruhové oblatsti). Rozvineme-li funkci
2/"1(90) do Fourierovy fady. dostavame po dosazeni do (6) rovnici
"
Ay + Bylg Ry + “Zo + 5 [(A,RS + B,RI" + “Z,) cos np +

n=1
P

+(CRY + DRy +°Z,)sinng]| =3 (Ta, cos np + 1b, sin ne),

n=0
kterou miizeme (protoZe musi byt identicky splnéna) rozepsat do nckonedné sou-
stavy linearnich algebraickych rovnic pro jednotlivé lincarné nezavislé funkce pro-
ménné @, 1. pro 1, cos ¢, sin ¢. cos 2¢, sin 2¢, ... Soustavu rovnic miZeme v matj-
covém zpisu napsat takto:

(7a) M. C = IF,
lde
F = A -~ 2Z
a kde €, A, *Z jsou veklory a 7M obdéInikova matice tvaru
C=| Ay | 1A =] 2ay | 2Z = |“Zy(R,)
B, a, “Z(Ry)
Ay by “Zi(R,)
B, : :
le %Un CZH(R?)
l?l %hn VZII(RZ)
A, ) ' )
B
<,
Dfl
M=t 1éR 7
1 > 2
Ry, Ry!
R,, R,!
2 Ry"
Rg‘ ;n

356




Obdobné dostavame pre vnitini polomér

(76) MC = |F,
kde

tge 1 1

Fe= AT,
Resenim rovnic (7a) a (7 3.,
C,. D,, ... Podrobngji s¢ fedenim okrajovych tloh zabyva odstavee 5. (V odstavei 4.2
a 4.3 uvadime podminky tvaru (7a) a (7b) pro oba polomdry spoleni.)

b) je moZno urdit integraéni konstanty Ay, By, ... 4,. B
§

Pro kruh jsou konstanty B,, D, rovny nule, takze rovnice (7a) postaci k urdeni
zbyvajicich integracnich konstant.

4.2. Drulid okrajovd podminka (Neumannova itloha)
Druhy typ okrajové podminky poZaduje splnéni rovnice

_aor, )

ov

= Fz(k‘/’)

= R

na poloméru r = R (v je vn&j§i normala k povrchu, F4(¢) je dana funkee). Obdobnym
postupem jako u prvé okrajové podminky dostaneme
(8) .M. C = .F,
kde
F=F,6 - Z,
oA jc vektor Fourierovych koeficientit funkce Fz((p) a &' je derivace vektoru Z.

Matice ,M je tvaru

M =10, R 1.
I, -R™?
1, =R™?

IIR”MI, —”R_HWI
an—-l’ _”R_nAl

4.3. Treti okrajovd podmminka
Tieti okrajova podminka byva obvykle uvadéna ve tvaru

2 ’_(_‘f’) = o(p) [1(R 9) ~ 1o()]

r=R
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nebo po preskupeni ¢lent

2 200 e, gy = M0 ).

or r=R

kde (@) a 14(¢) jsou znamé funkcee nezavisle proménné ¢. Dosadime-li za 3i(r, @)/cn
a 1(R, @) zrovnic (5) a (4) aza «(¢)/ a 1o(¢p) Fourierovy fady téchto velicin, miZzeme
s pouZitim zndmych vztahl pro souciny trigonometrickych funkci odvodit rovnici
tvaru

(9) 3M . c = 3F’
kde
3M = KalM + 2M >

F=K(To-Z)F Z.

Vektor T, obsahuje Fouricrovy soucinitele rozvoje pro t, a matice K, je pouze funkci
Fouriecrovych koeficientit rozvoje pro of¢)/4,

K, =

2a, a b, as b, as by ay

2ay 2a4+a, b, ay+ay  b,+by a,+a, by,+b, az+as
2by b, 2a9—a, —by+b;y ay—a; —by,+by a,—a, —by+bs ...
2a, ay+ay —b,+bs 2a40+a, by aj+as by+bs atag ...
2b, bi+b;y a,—a, b, 209—ay —b +bs ay—as —b,+b, ...
2ay a,+a, —by+b, a+as —b+bs 2a,+a, by a;+a,
2by by+by, as—ay by+bs a,—as b 2ap—ag —b,+by ...

B [ —

4.4. Ctortd okrajovd podminka

Tato podminka popisuje podminky na styku dvou povrchit. Predpokladame-li, Ze
styk je dokonaly, musi byt spInéna podminka rovnosti teplot v misté styku a podmin-
ka rovnosti tepelnych tokd v bezprostfedni blizkosti styku obou vrstev. Ve skutec-
nosti klade styk dvou povrchii prochazejicimu teplu odpor (kontaktni odpor o),
takZe se teploty obou povrch( Lisi. Podminky Ize tedy napsat ve tvaru

H(R 9) = 4R, @) + 1 o) 2N
ar g
—~ 2, an(r, V‘p)_! = — L{Aﬂ[
ar  ag e

Dosadime do téchto rovnic Fady (4) a (5), rozvineme kontakini odpor do Fourierovy
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tady a vypodteme konstanty pasma 2 (vn&jsiho pasma) (4o, ,Bo, 241, 2By oy 244
,B,, ,C,s 1D,y ...) pomoci integraénich konstant pasma / (vnittniho pasma) (, A4,
Bor 141, 1By ooy 14ns 1By 1Cos 1D,y -..). Soustavu téchto rovnic mizeme v matico-
vém zapisu napsat takto:

(10) €, =.M.C, + F .,
kde ;
Mo =M, + LA,
WFia = 4F o+ 48 5.

Kvasidiagonalni matice ;M , a vektor 4F} , jsou tvaru

4|VI'1.2 = 7N0 , 4F,1.z = ; ”CGoi 5
N, ‘G,
N, ‘G,
N, ‘G,
N" SGII
kde
1 221gR I AR
NO = ) & ’ Nn = }R ’
7 0 A,/ AR A
or c )'l ot 24 crzr
(110 - zzn) - ;1“ 1Zo — 3Zo | RIgR
cG() = 2 ll J ,
(J 74 - ;‘za) R
A
R—nlillzn - ZIZH + B<Al 112:1 - ;Zrlx>:|
IG" - n /‘{2
R |{2,-,Z, - R4 iz, - 22y
- n\4,
a kde

1 yl 1 A
1= 1+, A=—-(1=-22), I =c5.
2 /12 2 '12

Matice 4A, , a vektor 48, , charakterisuji po obvodu proménny kontaktni odpor.
Jsou tvaru

i = ;/11@Kg .M,
D2 =1 40K, Z',

[9%]
w
o



Matice @ je funkci poloméru R,

O =|2

.R_n
R"
R——n
Rn

Matice K, je stejnd jako matice K, (_odsl. 4.3), obsahuje viak Fouricrovy souginitele
fady pro o(¢), tj. 0, a g, JestliZe je kontaktni odpor po obvodu konstantni, ziednodusi

se znaln¢ vyrazy pro A a é.
Mala excentricita

Zabyvejme se jeSté podminkami na styku dvou povrchil v pfipadé, kdy vrstvy jsou
viléi sobé excentricky umistény. Zvolime-li soufadnicové soustavy dle obr. 1 a za-

- T
. -

e
/
l’
_t, e

e
///
'/
| ‘447\\__,_4.‘«
1N
\

/
/
(

Obr. 1. OznaCeni rozméra a 0hla pri excentrickém uspofiadiani vrstev,
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nedbame-li pro jednoduchost kontaktni odpor, miZeme okrajové podminky napsat
ve tvaru

lz(Fa (P’) = I\(Rs QD) s

venr o) g o g, e
; Fooco ) or

r=R

Vztahy mezi thly v obou soufadnicovych soustavach a hodnotami r a R jsou tvaru

’ , cos @ — e ., sin ¢

n Cos @ = , SIN Q@ = e

(an V(1 = 2¢cos ¢ + &%) V(1 = 2ecos @ + ¢%)
F=RJ/(l —2ecoso + ¢?),

] —ecoso

. e Sin
, sineg = P -

J( = 2ecos g + ¢?)

Cos & =

V(1 = 2ecos @ + e?)
kde

e =

Pfedpokladejme, Ze excentricita je mala a rozvedme vyrazy (11} podle binomické
véty. Ponechame-li v rozvoji pouze linearni ¢leny excentricity e, dostaneme po upra-
vach pro pribéh teplot v pasmu 2 na poloméru ' = 7 vztah (omezime se na n £ 3)

1,(F, @) = 1:(R, @) =
=40 + 1Bo(lg R — ecos @) + 5Z, — ecos @ 5Z, +
+ Vicos @ + Xysing + e[(W, — V,) +
+ (W, + V)cos2p + (Y, + X,)sin2¢] +
+ Vycos 2 + X,ysin 29 + e[(Wy — Vy)cos @ + (Y, — X,)sine +
+ (W, + Vi) cos 3¢ + (Y, + X,)sin3p] +
+ Vycos 30 + Xysin 3¢ + e[ (W, — V3)cos 2¢ + (Y — X;)sin 2¢] .
kde
V, = ,A4,R" + ,B,R™" + ;Z,., X,=,C,R"+ ,D,R"+3Z,,

1 .. 1
VV” = - Z/tnR” + ZBnRi - ;:Z.‘l ’ y;x = ZCnR" + ZDnR - ?‘.Z
n n

a kde
Z‘le = R2Zn -
Po dosazeni do okrajovych podminek lze odvodit

(12) c,-E.C, +F,
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kde
E=,E'.E,

.»F = inl(Q‘l - QZ)'

Matice E. ,E a vektory Q, a Q, jsou tvaru

E, =|H,
H,
H,
H,
H,
kde
1. IgR R" .
H, 0’/:1 RV H, = “{.~1Rn«|, _
Ay A
Q, = 7 Zo | Q= ngu —e 12( ;zl + z‘zl)
by Z| |y
7 120 7, (437, + 52,) + 37,
iz, 324
. sz
/ 24
Pe 7!
7 iZ;
e Y
L1 sy
5 A 22,
. 17,
172 57,
41 ez i7',
1l 243
=, 32,
i 173
Ay sy N
174
42
iZs
e
,l' 123
o2
iz,
A1 s
117
3
kde

2Zy = R75,
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Pfi vypoétu jsme zanedbavali vy$§i mocniny e. V pfipadg, Ze excentricita je v&tsi, nebo
pii vétsich narocich na presnost, je moZno respektovat vice &lentl rozvoje podle moc-
nin e, aniz se samotny postup vypoctu zméni.

Vliv excentricity vice vrstev
a excentricita kombinovana s proménnou vnéjsi okrajovou
podminkou

Dosud jsme piedpokladali, 7e osa x je totoZna se spojnici stfedi O a O’ (viz obr. 1).
V piipadg, Zze nékteré dalsi pAsmo je opét excentrické, nutno nejprve soufadnicovou
soustavu oto€it o thel ff (viz obr. 1). Stejné
je moZno postupovat, je-li excentricita
jedné vrstvy kombinovand s okrajovou
podminkou, napf. typu 3, proménnou po
obvodu (obr. 2). Transformace je tvaru

(13) C=0.C +°F,
kde
- o =11 1. F=]0"
1 0
h, I
h, :
)
h, :
Obr. 2. Excentrickd oblast s proménnou okra- - =
jovou podminkou. a kde
h, = cos nf sin nf§ .
cos nf sin nff
—sin nff cos nf}
—sin nfl cos nfs
= /. R__\, - R . 7
). R~ (‘Zn + ‘Z”) (cosnff — 1) + ("LH - "l,’,) sin nf
n i )
/. R ) R 7
K" ((Zn - rln) (CUS ”ﬁ - l) + (l\zn - AZ,’,) Sin I1/f
n n
N R . , R.. 7
R (‘Z,, + —° 4,',> (cosnff — 1) — (‘Z,, + — ‘[,’,) sin nfy
n n
(/.. R, (e, R, 7
R" (‘Zn - — ‘SZ,’,) (cosnfp — 1) — ((Zn — ‘Z,’,) sin nfy
H i

V podsiate stejnym zplsobem miZeme postupovat v pripadé, kdy respektujeme ko-
taktni odpor jak konstantni, tak po obvodu proménny.
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5. RESENI OKRAJOVYCH ULOH

Zabyvejme se nyni feSenim teplotniho pole soustav, sloZenych z libovolného poétu
vrstev, centricky nebo excentricky uspofadanych.

Ukonéime-li matice a vektory, popisujici okrajové podminky, u N-té harmonické
slozky, dostavame pro jednu vrstvu 2 + 4N neznamych integraénich konstant. Pro
mezikruhovou oblast, skladajici se 7 Lvrstev, mame celkem

= (24 4N) L
integracnich konstant. Okrajové podminky na rozhranich representuyji
(L— 1)(2 + 4N)
rovnic, zatimco okrajové podminky na vaitinim a vinéj$im povrchu
2(1 + 2N)
roviic. Podet hledanych integracnich konstant souhlasi s poétem rovnic.

Vezmeme za zaklad vypoctu integracni konstanty nejbliZe ke stiedu poloZené zony,
1j. €, a vyloutime postupné ostatni integracni konstanty. Dostdvame

(]4) 01:4Mx,1c1 + .F (l=2-3,-~uL),
kde
M= MMMy 5 M,
aFp =M aMy My G My M M
caFo s+ My GF s AR
Dostaneme tedy tfi maticové rovnice tvaru
My = F,
M’_ . CL = mFL >
C, =M, C + F .

m

kde k, m = [, 2,3 charakterisuji prvou, druhou nebo tfeti okrajovou podminku.
Spojenim paoslednich dvou rovnic a pouZitim oznageni')

kMX
M = e 1,
.-HML . 4—M1,."
I\Fl
. E - N
mFl, - m“{il - 4F] 1

Yy Horni cist étvercové matice M fadu 2 1 4N tvofi obdélnikova matice BV typu (L 2N,
- 4Ny a dolni ¢ast matice
eni F,

2 M My typu (B8 2N, 2 + 4N). Obdobny vyznam mi ozna-
&
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milZeme soustavu prepsat do tvaru
(15) M.C, =F.
V pripad¢, Ze na obou povrchovych plochach neni okrajova podminka druhého typu
(m = k * 2), Ize feSeni rovnic (15) napsat ve tvaru /

C, =M. F.
Ostatni integracni konstanty uré¢ime zc vztaht (14). JestliZe se na obou rozhranich
R, a R, uplatiiuje druha okrajova podminka, ma matice M nulitu rovnou jedné. Jest-
lize je viak splnéna podminka

2 pPRL 2n (711
f g{r. @) rdrde = ROX,J\ —
(

) J Ro o Cr

2n

dg — Ri)‘LJ‘ ““4 do,
r=Ro C

y OF =

jsou prvky prvniho fadku matice M, a ,M, . ,M, | a také prvni slozky vektori ,F,
a  F, — .M, . F , sob& amérné. Soustava linearnich algebraickych rovnic, repre-
sentovana rovnici (15). neni tedy ve sporu. Skrtnutim prvniho sloupce matice M
(ktery je nulovy) a prvnf fadky bud matice ;M nebo ,M, . ,M, , a odpovidajici
slozky vektoru F odstranime nulitu matice M a rovnici {15) mGZeme bez obtiZi fesit.
Resent je oviem uréeno a7 na aditivni konstantu.

JestliZe je oblast sloZena z vice vrstev, navzajem excentricky umisténych, je vypocet
obdobny. Osu x poloZime do sméru prvé, v tiloze se vyskytujici excentricity (do spoj-
nice stfedd O a O'. viz obr. 1). Pfi pfechodu na excentricky umisténou vrstvu je tieba
pouzit transformace (12). Narazime-li v n¢které z dalsich vrstev opét na excentrickou
zonu, je nutno nejprve aplikovat transformaci (13), tj. pootogit soufadnicovou sou-
stavu a pak pouZit vztahu (J2). Obdobné je moZno postupovat v pfipadé, kdy po
obvodu proménna okrajova podminka je kombinovana s excentricitou. Podle kon-
krétniho tvaru okrajovych podminek a uspofadani vrstev maze byt vhodnéjsi vzit za
zaklad integratni konstanty nejdale od stiedu polo¥ené zény a postupovat smérem
dovnitf seskupeni.

6. PRIKLADY

Uvedeme pro ilustraci n€kolik uloh, vyskytujicich se pfi podrobném tepelném vy-
poctu palivovych ¢lankd jadernych reaktor(.

Zabyvejme se ty¢kovym palivovym ¢lankem. Maji-li tyéky v palivovém élanku maly
priumér, mohou nastat vlivem vyhofivani uranu takové deformace, Ze se dvé tycky
dotknou. Zménéné poméry prace ¢lanku vedou k nerovnomérnému ochlazovani a
k vzristu maximalnich teplot. Zvolme pro vypodet pribéh souginitele piestupu tepla
podle obr. 3 a pfedpokladejme, Ze zdroje tepla jsou po prifezu konstantni. Vyraz pro
a (v misté dotyku je o = 0) ma tvar »

[ 1 pro 0=

<
pro g =@ s,

“ |22 i-¢
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ProtoZe je iloha soumérna vzhledem k ose x, bude vzorec (4) obsahovat pouze cleny
s cos ng. Teplotni pole v palivu a povlaku je dano vyrazy

(16) 1, = Ay + Zy + > A" cosng, 0=r<Ry,
n=1
o= A +2Bolgr + 3 (A" + 2B~ "cosng, Ry =1 =R,
n=1
kde
(ZO — iiﬁ 1
47,

a kde Ry je polomér paliva, R, vngjsj
polomér povlaku, 4, soudinitel tepel-
né vodivosti paliva, 4, soucinitel te-
pelné vodivosti povlakového mate-
rialu.

Fourierova fada pro soucinitel 0

RiR —=

prestupu tepla je tvaru T
w v g0
o= oy Zoa" cos ne , % i st
n= e 4
kde O\
1 _
Go = - ( 1+ %),
2\ n
~ 2 1 1
a, = — - - |
2

nm— @ n |
n -
. [(7 ]) — COo8 ”(p] ' Obr. 3. Zvoleny prub&h soulinitele pFestupu tepla

pro dotyk dvou palivovych elementt tyckového

Fourierovy koeficienty funkcea(q;): Elanku jaderného reaktoru.

= o(p)/A, jsou dany vztahem

_

a, = d, )—Z y
Okrajovou podminku na rozhrani paliva a povlaku lze napsat ve tvaru (viz (10))
(17) Co = (oMo + 4A L) €+ 4Fls + 4850,

kde

C = ‘1Ao . Gy = mon

0 280
1Ay 24y
0 , B,



Piedpokladame-li 7e konstantni odpor na styku paliva a povlaku je po obvodu kon-
stantni (¢ = g, = const), dostavime pro matice ;M| , a 4A; , a vektory ,F}, a

41,2 vyrazy

WM, =1, 221gR,
0, ’1_1
Az
L AR7?
IR:, 7
I, AR*
ART, 1
—~1
a2 %Qo 82 21:;
R, —R;’
Ry, —Ri'
2R;Y, —2R7C
2R3 | —2R7!
Fro= Zy — );“‘Zle g R, |’ 4O = A00| "’
A
%1“25R,
4
0

0

Zh
0
0
0

i

Jestlize je teplota okoli po obvodu konstantni (poloZme 1, = 0), lze okrajovou pod-
minku na vngj§im poloméru povlaku napsat takto:

JMC, =0,

(18)

Wi = K

ay,

2ay + ay,
ay + ds,
as -+ dy,

a'lM o

i

d,,
ap + a;,
2ay + dy,

[1EW

Uy + ay, ...
ay + dg, ...

ay + as, 20y + ags ...

k de
a kde .
K, = ; 2a,,
2a,,
24,,
2a,
M=1T1 1gR,
R, R
R3,
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Obr. 4. Teplotni pole palivového elementu Elanku tyckového typu pri dotyku dvou tyéek. Horni
Gdst: bez uvazovani kontaktniho odporu. Dolni ¢ast: s respektovanim po obvodu konstantniho
kontaktniho odporu. (x = 4300 kcal/mzh”(?, Aty = 100°C, Ry -=2mm, R, =245 mm,
g += 53,108 keal/m*h, 2, = 282kcal/mh°C, 2, -- 138 keal/mh’C, o - 107+ m?h C/keal)

Obr. 5. Teplotni pole palivového ¢lanku pii excentriciteé poviaku (¢ - 0.1)
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Dosadime-li z rovnice (17) za vektor €, do (18), dostavame
3M(4M;,2 + 4A1,2) C1 = - 3M(4F'1,2 + 481.2) .

Resenim této rovnice (napiiklad postupnym vyludovanim neznamych) uréime slozky
vektoru €, a pomoci rovnice (17) integracni konstanty €,. Dosazenim do (16) uréime
teplotni pole ¢lanku.
Na horni poloviné obr. 4 je vyneseno teplotni pole pro ptipad, kdy zanedbame kon-
taktni odpor mezi palivem a povlakem. V dolni poloving je pribéh teplot pii respekto-
vani po obvodu konstantniho kon-
[ taktniho odperu (na obrazku jsou vy-
neseny rozdily teplot oproti teploté
chladiva).

Obr. 6. Teplotni pole trubkového palivového ¢lanku

se zdroji tepla proménnymi po poloméru i po obvo-

du. (x; = 3500 kecal/m?h"C, a, = 4500 kcal/m?h°C,

Ry = 39 mm, R, := 40 mm, Ry = 44 mm, R, =

= 45mm, g = 8,5. 1071 + 29r) (1 - 0,1 cos ¢)
keal/m*h.)

Pfi feSeni teplotniho pole palivového &lan-
ku s cxcentricky umisténym povlakem je
tieba na styku paliva a povlaku pouZit rov-
nici (12) misto rovnice (10). PH konkrét-

Oby. 7. Priibéh teplot ve valcovém pali-
vovém dlanku pro pfipad po obvodu
proménného kontaktniho odporu. (v ==

nim feSeni je v tomto pripadé vyhodndjsi 5
. ) L, . " == 4000 kcal/m“h°C, Ry = 10 mm, R, =~
. NV Anic ravnic 4 n e vye 2
opuﬁtz‘t maUcvovly zapis rovnic 'd nejprve Vy, = 115mm, g 92.107 kcal/r113h, PN
loucit integracni konstanty paliva. Na horni = 282 kcal/mh°C, 2, - 138 kcal/mh°C,

polovin¢ obr. 5 je ukézan vliv excentricity 0 = 107 * m*h"Cfkeal.)
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(e = 0,1) na teplotni pole €larnku; na dolni poloving je pro srovnani pribéh teplot
pfi centrickém uspotadani.

Tieti uloha se zabyva podrobnym tepelnym vypoétem ¢lanku, sloZeného z nékolika
koncentrickych trubek. Pro periferni trubku tohoto &lanku (ve &tvercové miiZi reak-
toru) bylo vypocteno teplotni pole pro piipad, kdy tepelné zdroje jsou funkci polo-
méru i azimutalniho Ghlu (obr. 6). Na polomérech R, a R, jsou okrajové podminky
tfetiho typu (viz rovnice (9)) a na polomérech R, a Ry podminky tvaru (10). Pro
jednoduchost byl uvazovan po obvodu konstantni soucinitel prestupu tepla a na styku
paliva a povlaku zanedban kontaktni odpor.

Posledni piiklad se tyka uréeni pribéhu teplot pro valcovy palivovy ¢&lanek s re-
spektovanim po obvodu proménného kontaktniho odporu mezi palivem a povlakem
(obr. 7). Takovy pfipad miiZe nastat pfi nedokonalém provedeni povlaku. Zvoleny
pribéh 1<ontaklniho; odporu na whlu ¢ je na dolni ¢asti obr. 7.

6. ZAVER

Uvedena metoda umoZiuje feSeni teplotniho pole ve valcové soumérnych télesech
s libovolnym pribéhem tepelnych zdroji a po obvodu proménnymi okrajovymi pod-
minkami. Uloha byla fe§ena rozvinutim zdrojit a okrajovych podminek do Fouriero-
vych fad. PouZiti maticového poCtu umoZnilo struény a pichledny zapis vypoétovych
vztahl a pomérné€ jednoduché zpracevani i numerické feSeni okrajovych tloh. Predlo-
zenou metodikou, pouZitou pii feSeni nékolika pfikladt z jaderné techniky, je mozno
Jisté resit celou fadu uloh z technické praxe a vyzkumu.

Autor povazuje za svou povinnost pecdékovat Ing. V. StacHovi C. Sc. za cenné
rady a naméty, které mu poskytl béhem vypracovani této prace.
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HHECH PEUICHUS TEMNECPATYPHOTO HOJISL NPH sobom pacipesieSICHHH NCTOYHITKOB
renia U NCPEMCHHBIX O OKPYKHOCTH KPACBBIX YCIIOBHSAX.

Peinenye ypasuenust [lyaccona B IHIMHAPUYECKOR I'COMETPHM

1 &%
)

I - A -
M r* dg

MOKHO Hanucars B (bOPMC

() t= Ay 4 Bolgr + Zg o+ 3 [(Ag" + Byr™" 4 Z,) cos np +
Wl
+ (Cy™ + Dy " 4 Z,) sin ng]
re

I

o J" ()2 H;“"’ G0 (YA dr | = {

ry

en=0,1,2..)
s(n=1,2,3,...)

It

3.(r) sBasmorca korpuumentamu dypuve ynkimn g(r, ¢)/4

g(r, o)

(F

_ (Gr) cos np + 5,(r) sin ng).

P n=0

1o OKPYIKHOCTH TIepeMEeHHbIC KPACBBIC YCII0BUsL OLIIM pasjiokenbl B psiii Dyphe,
11 PCLICHUE KPACBBIX 3aa4 ObIJIO OCYLIECTBIEHO € MIOMOLLBLIO MATPHYHOIO HCUHCTIC-
nis. Hapyskible Kkpacsbie ycaous (epBoc, BTOPOC, TPEThe) MOKHO HANHCATH
B (hopme
MC o= Foo(k=1,2,3),

I YCJIOBHE HA I'PAHMLE JBYX cpeji B (hopme
(3) C, = 4M1.2C1 +4Fis,

rac M — maipuuel, F — sektophl u € win €, — BEKTOPbI, COCTABIISIOLINE KOTO-
pLIX SBASIOTCS NocTOsiHHbIMI Ay, By, Ay, By, €, Dy, .... bplia Takke pelena 3ajia-
Y2 ¢ IKCLCHTPUUCCKH TIOMELUCHHBIMHU CIIOSIMU (UTs Mas10ii sketienTpuusocTh). Tpatic-
(opmauMs CABUra CHUCTEMbI KOOPAMHAT M TOBOPOT CHCTEMbI KOOPAMHAT HMEIOT
ananoruunyro Gopmy, kak ypasHenue (3).

[Mpu peleHuu TeMIIepatTypHoro o KoJabuesoi obaacru, cocrosied w3 L
C10¢B (HEHTPUYCCKM WM IKCLEHTPUYCCKH PACTIONOKEHHBIX) HCOOXOAMMO NPEkKIC
B2ErO UCK/TFOYNTH HHTEr PALMOHHBIE TIOCTOSIHHLIC IPOMEXKY TOUHBIX ITOJIOC € TOMOLILIO
COOTHOUICHUIT

C =M, C +,F

v aMy s My
thl.’ + -JMI-I.V"' 4MJ_¢-~

caFia o+ aFi g,

st aM




U 34TEM PEUINMTE CUCTEMY ypasncrmﬁ

kMICl = kFI 5
mMLCL - Fl. -
C = 4MI,I.C1 + 4F1.L'

Hocne oopmienus nosyuaem ypasHenuwe aas €,

MC, = F,
rame

M v,(- My } F - [ LT ]
,mMi. . 4M1,L mFI. - li‘ . 4F1,IA

(mns k = m = 2 peiienue onpeacaeto 10 ajUM THBHOH 110CTOSHHOM).

MeToa ObI mpPUMEHEH ISt PCWICHHS HECKOJILKHX 3a/1dU. TOABAIOUINXCS 11pI
pacdeTe 6€30MacHOCTH TENUIOBAIICISIIONCTO MIEMEHTa MPOTHE neperpesa, Marpuu-
Hasl 3a0MCL (OPMYIT JAET BOIMOKHOCTE HC TOJBKO CKOPOTO W 0030pHO1 0 06ilero
pacyeTa, HO U CPaBHUTCALHO HETPYAHOIO YHHCIACHHOIO BBIMHCICHNS.

Summary

THE TEMPERATURE FIELD OF A CYLINDRICALLY SYMMETRIC ME-
DIUM WITH ARBITRARY HEAT SOURCE DISTRIBUTION FOR VARYING
BOUNDARY CONDITIONS

JOSEE SCHMID

In some technical problems we need to know the temperature ficld for arbitrary
heat source distribution and boundary conditions varying along the perimeter. Such
a case is for example the extensive thermal calculation of nuclear reactor fucl clements,

The solution of the Poisson equation in cylindrical coordinates,

st | Ot 1 0% ,
(1) -4 ( R sy ) = g{r. o).

or ror 1t Qp?

may be written in the form
r

(2) t = Ag 4+ Bolar + Zy + Y [(A" + By ™" + Z,)cos np +
1

n=

+ (Cor™ + D" 2 sin ng

lzn - I'"Jﬂ—(r,)‘(z'” ”“)‘ lgu(r") ('.”)n-h-l dl'/, dl" . | = {C ((II = 0, 1, 2, ‘)

s (n=1,23,..))

rg Jr'a

s
T



where the 'g,(r) are the Fourier coefficients of the function g(r, @)/,

r, E em _ .

i(wipﬂ) =Y (“Gu(r) cos ng + *g,(r) sin ne) .
A n=0
The boundary conditions varying along the perimeter are expanded into a Fourier
series and the solution was found using matrix methods. External boundary condi-
tions (first, second, third) may be written in the form
MC = F (k=123

and the condition on the interface in the form

(3) C,=4,M, ,C +,F ,,

where the M are matrices, F vectors and €, or €, vectors whose components are
constants Ay, By, 4,. B, Cy, D, ... The problem was solved also for the axially
assymmetrical case {for a small excentricity). The transformation of the coordinate
system is of a form similar to equation (3).

When solving the temperature field of the annular region consisting of L annuli
{positioned centrically or excentrically) it is necessary first to eliminate the integration

constants of the intermediate annuli using the relations
C, =.M, C, + ,F,,

where
My =M 4M1~2,1A1 4M2,3 . 4M1,2 »

4F].I = 4Ml’ | Y A 4M2,3 : 4F1,2 + 4Ml“],l 4M3.4 - 4F2,3 + o+
+ 4M1—1,1 caFi_a- + 4F1—1,1
and then to solve the system of equations
WM Cy o= Fy,
wMLCp = Fp,
C,=4M,,C, +,F ..
After rearrangement we obtain the equation for C,
MC, = F,

Mz[ ,,,,, M ] F:[ __________ Fro J
mML . 4-M 1.L_| mFL - mML . 4FI L

{for k = m = 2 the solution is determined up to an additive constant).

where

The method was applied to some problems in calculations of hot-channel factors.
The matrix formulation makes possibie not only a rapid and compact general calcu-

lation but also a numerically simple one.

Adresa autora: Josef Schmid, Ustav jaderného vyzkumu CSAV, Rez, p. Klecany.
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