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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

NESTEJNE POCTY POZOROVANI PRI SROVNAVANI
NEKOLIKA SKUPIN S JEDNOU KONTROLNI

ZBYNEK SIDAK

(Doslo dne 6. kvétna 1961.)

Ukolem je zjistit, které¢ z nékolika experimentalnich skupin maji vyznamné
odlisny primér od kontrolni skupiny. V &lanku sc ukazuje, Ze znamych
tabulek pro stejné poty pozorovani ve skupindch lze vétSinou celkem uspo-
kojivé vyuzit i v pfipadé nestejnych poéti pozorovani. Praktické ndvody jsou
zaloZzeny hlavné na dvou teoretickych vétach, Fikajicich zhruba, ¢ urdité
pravdépodobnosti ve vicerozmérném normalnim resp. Studentové rozlozeni
jsou neklesajicimi funkcemi korelanich koeficienta.

1. UVOD

Clanek muze slouzit do jisté miry jako piehled testovacich postupll pro srovnavani
pramért vice skupin s jednou kontrolni; proto jsou postupy popisovany ponékud
podrobnéji, i pro informaci nestatistikim. Hlavnim obsahem v3ak jsou nové vysledky
o pfipadech, kdy skupiny obsahuji nestejny pocet pozorovani.

V aplikacich se &asto vyskytuje nasledujici problém: Je dano p experimentalnich
skupin, které mame porovnat s jednou skupinou kontrolni — mame testovanim zjistit,
u kterych experimentalnich skupin se jejich priméry vyznamné 1isi od praméru kon-
trolni skupiny.

Na ukazku uvedime tyto dva problémy, s nimiZ jsem se v posledni dobg setkal:
1. Pokusné mySi byly infikovany virem klistové encefalitidy a po 8 dni byl pak sle-
dovan jejich bily krevni obraz a pceéty nékterych bunék ve slezindch a v lymfatickych
uzlinich (ovéem pro kazdy den byla jina skupina mysi, coZ je nutné pro splnéni pred-
pokladu nezavislosti, potfebného pti statistickém hodnoceni). Mame tedy 8 experi-
mentalnich skupin po rliznych dobéch a je tieba zjistit, v kteryeh dobach sc nélezy
vyznamné lisi od kontrolnf skupiny zdravych mysi. 2. V druhém vyzkumu byla studo-
vana tvorba protilatek pfi infekei u kralikit. CtyFi experimentalni skupiny kralikd,
jimz byly podavany rtzné preparaty podnécujici tvorbu protilatek, bylo tieba po-
rovnat s jednou skupinou kontrolni (bez preparatit) a zjistit, kieré preparaty jsou
uéinné.

Formulujme nyni problém matematicky. Kontrolni skupina obsahuje n, pozoro-
VAT Xy, ..o Xop, PIVOE skupina ny pozorovani xyq, ..., Xq,, ..., p-1& skupina obsa-
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huje n, pozorovani x,i, ..., X, . Tyto skupiny maji po fadé populaini pramdry
Mg, My, ..., m, Mamc zjistit, kterd m,, i = 1,2, ..., p, se [i§i vyznamn¢ od m,,.
RozloZeni velidin x;; mohou byt rozliénd a v dalSim textu prace je budeme speci-
fikovat.

Uvedena situacce je obdobna jednoduchému tfidéni v analyse rozptylu; avSak ana-
lysou rozptylu mitZeme ziskat pouze zavér, 7e viechny priméry nemaji stejnou hod-
notu, To je tvrzeni piili§ vieobecné, nedava Zadnou informaci o jednotlivych pri-
mérech. Pongkud vice informace bychem dostali rozkladem na kontrasty; ale kon-
trasty X; — X, (takové bychom zhruba potiebovali pro feseni predlozeného problé-
mu) nejsou ortogonalni, takZe nelze rozloZit soudty étvercdt a tento postup nenf mozno
provést.

Klasicky test pomoci nermalniho rozloeni (pii znadmém rozptylu) nebo Studentova
rozloZeni (pFi neznamém rozntylu) fesi problém pro p = 1. Kdybychom viak pro-
vedli postupné p téchto klasickych testl pro X; — X, i = 1,2, ..., p, byly by testy
zavislé a p-nasobnym uZitim testl by se plivodni hladina vyznamnosti zhorsila.

Proto je nutno formulovat problim globalné a pouZivat p-rozmérnéhe normal-
niho, resp. Studentova rozloZeni. PFi testovani s pak pouZiva stejnych testovych sta-
tistik jako pro klasicky pfipad p = 1, tj. v podstaté ; — Xq. resp. {¥; — %,)/s; oviem
hladina vyznamnosti by byla ,,hordi* neZ pro odpovidajici problém dvou vybgra.
Mame-li tedy pfedepsanou pevnou hladinu vyznamnosti, je tfeba velit | piisngjsic
kritickou hodnotu. Kritické hodnoty vidy budeme brati pro vSech p skupin stejné.

Pro normalng rozloZené x;; problém fesil DUNNET [1] pfi neznamém rozptylu ¢*
a publikoval piisluiné tabulky pro stejn€ rozsahy vybérii ny = n; = ... = n,, pocel
skupin p = 1,2, ..., 9, hladinu vyznamnosti 5% a 1%, jednostranny i oboustranny
test a pro polet stupiil volnosti 5(1)20, 24, 30, 40, 60, 120, co. Po trivialni modifikaci
Ize jeho vysledkil samozicjmé uZit té¥ p¥i o® znamém, coz odpovida v tabulkach podtu
stupiii volnosti co. Pro libovolné rozlozené x;; problém fedil STERL [9] zobecnénim
Wilcoxonova pofadového neparametrického testu a publikoval tabulky s podobnym
obsahem pro stejné rozsahy vybérd n; = 4(1)20.

Jak je vidét, vSechny dosud publikované tabulky se tykaji pouze pFipadu stejného
rozsahu vybérii ng = ny = ... = n,. V naSem clanku je vénovana pozornost nestej-
nym rozsahlim a ukazuje se, jak je moZno i pro tyto pfipady vyuZzit znaAmych tabulek.
Z naSich numerickych Gdajt je vid&t, Ze vhodnym uzitim tabulek {(nékdy téZ ve spojeni
s vhodnym naplanovanim pokusu) je moZno v prevazné vét§ing praktickych ptipadi
dospét ke zeela uspokojivym vysledkim, tj. k dostate¢né Gzkym hranicim pro hla-
dinu vyznamnosti.

Nasledujici § 2 je vénovan tcoretickému odvozeni nékterych dilezitych vlastnosti
vicerozmérného normalniho a Studentova rozloZeni, na kterych jsou pak zaloZeny
témef vSechny Gvahy v dal3ich paragrafech. § 3 je vénovan ptipadu normalniho roz-
loZeni sc znamym rozptylem a® a jsou zde uvedeny nékleré tabulky, § 4 obdobnému
pripadu s nezndmym rozptylem. Dal3i§ 5 pojednava o neparametrickém testu (tj. pro
libovolné rozloZeni) pro velké rozsahy vyb&rl a je moZno zde uZiti tabulek z § 3.
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2. JEDNA VLASTNOST VICEROZMERNEHO NORMALNIHO
A STUDENTOVA ROZLOZEN]

Véta 1. Predpokldadejme, Ze ndhodné veliciny &, &,, ..., &, maji p-rozmérné
normdlini rozloZent, kaXdd &; md stFedni hodnotu 0 a rozptyl 1 a korelacéni koeficienty
mezi & a & majitvar gy = biby, i & jii,j=1,...,p,kde0 £ b, < l,k=1,....p
Pak pro libovelnd nezdpornd &isla dy, d,, ..., d, pravdépodobnosti
(1) P{& < dy, & < dy, o 8 < d)

(2) P&, < dy, & < dy, ..o, [E)] < d,,}
Jsou neklesajicimi funkcemi b, i =1,2,..., p.

Dikaz. Pismenem @ budeme oznacovat distribuéni funkci jednorozmérného nor-
malniho rozloZeni standardisovaného a ¢ jeho hustotu.

Zfejmé je moZno zaménit pofadi veli¢in a stadi tedy dokazat, Ze (1) a (2) jsou ne-
klesajicimi funkcemi b, pro 0 = b; < 1. RovnéZ je zfejmé, Ze toto tvrzeni stadi do-
kazat pro0 = b, = B, kde B je llbovolne pevné Cislo, 0 £ B < 1,

Podobné jako DUNNErT-SoBEL [3] vyjdeme od pomocnych nahodnych velicin
Nos N1» ---» U © nichZ piedpokladame, Ze jsou nezavislé, normalné rozlozené se stfed-
nimi hodnotami 0 a rozptyly 1. Jest pak ihned vidét, Ze velidiny

[V’/((] - biz)] = bime, i=12..,p,

maji p-rozmérné normalni rozloZeni se stfednimi hodnotami 0, rozptyly 1 a korelac-
nimi koeficienty ¢,; = b;b;, tedy stejné rozloZeni jako &y, &5, ..., &,

K vyrazu (1): Pravdepodobnost (1) Ize nyni upravit
(3) P{&, < dy, .., & < d,}
= P-{[\/ I —bi)]ny — byne < dy, .., [\/1 - bz)] Hp — bl < d,} =

{ dy + bino d, + b, ® d; + by
=P <. ey, < Pt = o(y)dy .
R A |l I L W ) ML

Sta&i dokézat, Ze derivace tohoto vyrazu (3) podle by je nezdporna. Piedné

o L1 (=) )

He( =) 0o (=) (T sm o m i) 3
=00 <%l{l ) : 11?%1)'?;/'(’?@' bf)) =

ol 4] d\B + B’|y|
(= )

o b

IIA
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Avsak posledni vyraz je ziejmé integrovatelnou majorantou v (— o0, o0), takZe jsou
spInény podminky pro derivovani integralu (3) za integraénim znamenim. Dostavame

tedy

o | e e -

aby ), i=1 /(1 — b?)

* d;, + by dy + b,y y
= Pl —— o - T +
j_ - ;Ijz <\/(1 — 17,-2)) (V/(I - b2)>( N

(a'l+b,) B
i (T;“b'j\/l_l ) o) dr =

Tl 52 1)

(1 — b7 + (dy + b,)‘) b, p
(1= 0Y) J(1 - b

© [+ b, 1 - 2d, ! 2
- Mot b YL - di + 2 1,,-?*;"2_+) )
etz \J(1 = b})) 2n 2(1 — b3)

Y+ db,

'(l — b)) V(1 — b))

L di — di ’71] T (d; + by
—— exp Adi + by
V(2n) ' [ 201 - b3) | ,HZ N A
_._1%“_ CXp[—- QL""’]IZ’])] ¥+ d b,

- dy
J(2n) 21 = b3) | (1= 67) J(1 - b))
Staci zfejmé dokézat nezapornost integralu v poslednim radku; zavedeme-li viak
substituci z = (y + d,b,) (1 — b)™"2, tento integral se rovna

f ‘l’([ : [)lbﬁ(l_iljzj?))* bidlbl) /(lzn) p[“ z] Ji-m®

Oznadime-li pro prehlednost jesté
d; — bd b, b1 = b))

(v R v T

mame nyni dokazat, Z¢

(4) J'm iljzd)(r,- + zs)p(z)zdz 2 0.

dy =

Il

=1

To v8ak lze pfepsat na nerovnost

(5) 'H D(r; + zs;) (p(:) zdz =z — jo f] cb(r‘- + zs)e(z) z dz.

0 — I=
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Jestlize v integralu na pravé strané (5) dosadime x = — z (zatim co na levé strané
pro lepsi srovnani piSeme x misto z), mame dokdzat nerovnost

~

(6) fm iflz o(r; + xs)) @(x) x dx 2 *J

0

) ﬁ ®(r; — xs;) o —x)(—x) dx =

o =2
o p
= D(r; — xs;) o(x) x dx .
o i=2
Ponévadz viak s; = 0 a pro x = 0 jest
O(r; + x5;) 2 D(r; — x5) 20,

jest skute€n& nerovnost (6) spravna.

K vyrazu (2): Pravdépodobnost (2) lze psat ve tvaru

(7) P{&,| < dy, .. |E] < dy} =
=P{—d, <[J(I = D)]ny = bine < dy, oo —d, < [J(1 = b2)]n, —
— by < d,} =
—d, + by d, + bne —d, + by, L[+bl]01
= P ! 70wy, <« 2L , A A T it A G
{ NUEH V(1= bY) N N ().

Dalsi postup ditkazu je zcela podobny jako ditkaz pro (1); je vidét, Ze integral v (7)
opét Ize derivovat za integraénim znamenim, tedy staci dokazat nezapornost

A R I d; + by oAt N g
O 1 K G ) R e
f= P d; + by —d;+ by dy + by y + dib,
= & SN o L T o vy 2 TR
J-mEHZ[ (v’(l - b?)) <\/(1 - b?))]P(v’(' - b%)>(!—bf)\/(1—b?)

—_ (1'1 —+ b1v y — dl[)]
B y oly)dy.
(p( \/(l - h%)> \/(1 — bf) \/(l — b%) P() )

Podobnymi ipravami jako pro (1), rozepsanim integralu v (8) na rozdil dvou integralt
a podobnymi substitucemi jako pro (1) dosp&eme k tomu, Ze mame dokazat nezépor-
nest vyrazu

() e () G 2):

v+ diby

aomdi-m

L]

296



- AL ()] e )

y — db,

(1 - b3 J(1 = b?)

‘Jf‘i[(d+b"ﬂﬁii% bl

B —d; + bz \/(l — b}) = b, b, of2) F 4,
? ( ) )] O T

[ ﬁ P d; + bz \,/(l. — b}) + bd b\
e i=2 V(U= b3)

_ —d; + bz J(1 = D) + bidyb,
dl N )] g

Zavedeme-li pro prehlednost oznadeni
d, o - bid, b, o bi /(1 = b})
Ja—wy T ey T -

mame pak dokazat nezapornost vyrazu

JW 'ﬁ [P(zs; — g; + p) — (zs; — q; — p))] @(2) zdz —

dy =

Pi =

— H [®(zs; + q; + pi) — Bzs; + g, — p)] 0(z) zdz =

= j ,f[z [®(zs; — g; + pi) — P(zs; — g, — p))] o(2) z dz
*f [T [#(z5 = 4+ p) = 95, = a0 = p)] 9(e) = 0=

[®(zsi + q; + p) — D(zs; + q; — p)] o(z) zdz —

2
14
o i=2

- JIO f:[ [D(zs; + q; + p) — P(zs; + g, — p)] p(z) z dz =

=1, 41,1, —1I,,

N

kdeI,, I, I, I, jsme oznalili postupné integraly v poslednim vyrazu.

Viimnéme si nyni integralt I, a I, priéemZ mé&me na paméti, Z¢ pro z v t&chto
integralech jest zs; 2 0, ¢; =20, p; = 0. Z toho predn vyplyva |zs,- - q,»| =
< |zs; + qi|. Lze pak dokazat

(9) @(zsi = q; + pi) ~ Pzsi — q; = p) 2 V(zs; + a4; + p) — Oz + i — pi)
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nebot (ndzorné, s piipadnym vyuZitim symetrie normalni hustoty) integral normalni
hustoty nad intervalem délky 2p; se stfedem zs; — g, je v&t3i nebo roven obdobnému
integralu délky 2p; se stfedem zs; + g, Vynasobenim nerovnosti v (9) pro i =
= 2, ..., p, nasobenim ¢(z) z = 0 a integrovanim dostaneme I, = I5. V integralech
I, a I, provedeme substituci x = — z a zcela obdobnym postupem (nebo vyuZitim
vztahu &(u) = 1 — @(— u)) dokazeme 1, =z I,. Tim je ditkaz v&ty 1 dokoncen.

Snadno se nyni dokaZi obdobna tvrzeni pro vicerozmé&rmé Studentovo rozloZeni
(o tomto rozloZeni viz [2], [3]).

Véta 2. Predpoklddejme, Ze ndhodné veli¢iny &y, &, ..., &, maji p-rozmérné nor-
mdlni rozloZeni se strednimi hodnotami 0, stejnym rozptylem a* a korelacnimi koefi-
cienty 9;; = b,bj, 0 £ b, < 1; ddle velidina s* je odhadem a® nezdvislym na &,
ns*je? md y* r(ulo:enl 0 n stupnich volnosti. Pak pro libovolnd nezdpornd &isla

dy. d,. ..., d, pravdépodobnosti

(1()) {61 <d,, 52 <d, .., gﬁ < (1,,} ,
s K s
4 | r

(11) plit < dy, S2) dy ..., (3 <d,

jsou neklesajicimi funkcemi b, i =1,2,..., p.

Dikaz. Pfedné je ziejmé, Ze véta 1 plati i pro obecny rozptyl a2. Vezmeme-li nyni
misto (10) podminénou pravdépedobnost pii pevném s, podle véty 1 je

P{Sl— <d, é < dpls} = P{& <dys, ., ¢, < d,,sls}
s s

neklesajici funkci b;. Proto té7 stiedni hodnota (zde y(s) znacime hustotu veliginy s)

j {61 <d‘,...,§‘<d [ } s)ds—PJ,e51 ...,§E<dp}
0 S l s

je neklesajici funkei b;. Zcela stejn€ se dokaze tvrzeni o pravdépodobnosti (11).
Pomoci véty 1 téZ snadno dokaZeme jesté nasledujici potfebné nerovnosti.

Véta 3. Pri stejnych oznacenich a predpokladech jako ve vété 2 plati

(12) P{Q<d1,.,.,§ﬁ<d’lgﬁP §"<d,},
N N J i=1 S

(13) IQ <d &) <d,} = ﬁ Pl <,
' 15 <=5 Sl P :i=l ;\ 1 .

Dukaz. Pro jednoduchost zapisu budeme hodnotu korelaénich koeficientit g;; vy-
znagovat v pravdépodobnostech za svislou ¢arou. V pfipadé podminénych pravdé-
podobnosti budeme prosté g,; a s psati vedle sebe za svislou ¢aru, ackoliv kaZzdy symbol
ma jiny vyznam: s zna&i podminku, Ze ndhodna veli¢ina s nabyla n&jaké pevné hod-
noty, kdezto ¢;; znaci parametr rozloZeni,
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Pouzijeme také nasledujici nerovnosti, dokazané v podstaté KiMBALLEM [5], viz
16z [3]: Jestlize F(x), i = 1,2, ..., p, jsou neklesajici omezené funkce nahodné veli-
Ciny x, pak

BT ) = [1E(F (),

kde E je symbol sttedni hodnoty. Pomoci véty 1 a citované Kimballovy nerovnosti pak
dostaneme

‘_'I'PK

P{é’ <d, ... 2 < d,,'@,-j} = E{P{é < dys, .., & < dys|ogsit 2
s

“

P
= E(P{¢, < dys, ... & < dys|oy; = 0,5} = E{][P{¢& < dis|s}} =
i=1

ﬁ E{P{é <di!s}} = f[ P{é < d,.},
i=1 & i=1 N

coZ je nerovnost (12). Zcela pocobné pak dostaneme (13).

Poznamenejme, Ze obou nerovnosti (12) i (13) se pouZiva v [1] s odkazem na [3];
tam vak je dokdzano pouze (12) a ditkaz tam uvedeny neni mozZno pievést ptimo na
dikaz (13), jelikoz pak piisluina F; nejsou monotonni, jak je tieba pro uZiti Kimbal-
lovy nerovnosti. N4§ diikaz nerovnosti (12) a (13) je zcela kratky a monotonie F, je zde
zfejma; proto jsme jej pro uplnost uvedli.

v

3. SROVNAVANI NORMALNICH ROZLOZENI PRI ZNAMEM ROZPTYLU

Jak bylo fefeno v vodu, pfedpokladejme, Ze mame n, pozorovani Xgq, ..., Xgp,
v kontrolni skupiné, ny pozorovani x,,, ..., x4,, v prvnf skuping, ..., n, pozorovani
Xp1s ++es Xpn, V p-té skupin€. Tyto skupiny necht maji po fadé populacni priméry
Mg, B2y, ..., 01, a nechf viechna x;; jsou nezdvisle normalné rozloZena a maji stejny
rozptyl o, ktery je znamy. Mame rozhodnout, kterd m;, i = 1, ..., p, sc li§i vyznamng
od my.

K testovani pouZijeme testovych statistik

(14) éi=Xi——xo~ Rolls , i=1L2..,p,
g Ho + R;

~kde X, k = 0,1, ..., p, znaci primér pozorovanych hodnot v k-té skupiné. P¥i plat-
" nosti nulové hypothesy my = m; = ... = m, tedy &, ¢&,, ..., ¢, maji p-rozmérné
normalni rozloZeni se stfednimi hodnotami 0, rozptyly 1 a snadno se vidi (ncbo je
uvedeno v [1]), Ze korelaéni koeficient mezi &;a &, i = J, je roven

s L mn; ’
(13) Gii <\/ (no + n)) (g + n,.))

Pro daldi postup naSich tvah si uvédomime nésledujici tii fakta. Piedné koreladni
koeficienty o;; maji strukturu ¢;; = b;b;, kde b; = \/[ni/(no + n,)] a zfejmé také
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< b; < 1, coz _]e pfedpokladem pro aphkacl véty 1 z§2. Za dmhc plati-li pro roz-
sahy n; £ ny, n; < ng, pak nyf(ng + n) = njl(ng + nj) = 5 a tedy b, = \/
b; = \/z, z cehoz vyplyva

nn; - /1 11
A —>—<i\/z‘-\/22'

(no + 1) (ng + 1))
Za t¥eti je-li n, = ng, n; = n,, pak ziejmé ¢;; = ; coZ je pravé piipad vySetfovany

a tabelovany Dunnettem [1].

A) Dolni hranice hiadiny vyznamnosti pevnd

Piedpokladejme, Ze pravé p* skupin ma rozsah mensi nebo roven rozsahu kontrolni
skupiny; po pfipadném vhodném predislovani lze predpokladat, Ze je to pravé p*

prvanich skupin, tedy ny < ny, ny < ng, ..., n,. £ ngy. Prozatim téZ pfedpokladejme,

Ze je alespoti jedna takova skupina, tj. p* = 1.

S pomoci véty 1 a naSich pfedchdzejicich uvah ziejmé& nyni dostaneme pro pevné
d=0

(16) PP{E, <d} = P{E <d, .., ¢ <d|o; =0, ) £

P Cvl <d é <deU: - n—n—’f' e P §
no+n)(nn+r
nn
P& <d, .., Ep<dloy »Lhj=1, =
{l ? ‘L »\/(no+n)(n(,+n> J }

SPE <d, .., E < dlgij = ;1! i,j=

IA

A

V daliim budeme jiz hodnotu o;; = (nn))""*/[(ne + n)) (ny + nj)]”2 vyznacovat
struéné pouhym symbolem g¢;; a hodnoty indexil i, j nebudeme vypisovat. JelikoZ
hladina vyznamnosti « jednostranného testu pro p-nasobné srovnani se dostane jako
dopln&k pravdépodobnosti v druhém Fadku (16) do jednitky, plati nerovnosti

(17) 1 - P&, <d, ... & <d|oy; =1} £
<1 —P{E < d, ..., £p<dlgi‘,.}_ <1 -P”{f, < d}.
Avsak vlevo v (17) je prave hladina vyznamnosti pro problém p* srovnani p¥i ¢;; = ;

(ti. jako pii stejnych rozsazich vybérd), takze zde miZeme uZiti DLlnnettovyéil ta-
bulek z [1].

Pro snadné pouZivani nerovnosti (17) a pro orientaci, jaké numerické vysiedky tyto
nerovnosti davaji, byly napo&itany tabulky. Pro podet skupin p* = 1,2,...,9 a pro
hladiny vyznamnosti 5%, resp. 1% (pFi stejnych rozsazich) byly z Dunnettovych ta-
bulek [1] nalezeny kritické hodnoty d (pro oo stupiifi volnosti), takZe levd strana (17)
je pak 5%, resp. 19. Pravd strana (17) pak byla vypoétena pro tato d pomoci JANKG-
VvYCH tabulek [4] pro p = 2, ..., 9, p = p*, a je tabelovdna v tab. 1.
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Tabulka 1

Horni hranice hladiny vyznamnosti pro jednostranny test
Horni fadky: 5% < hladina vyznamnosti « £ tabelované procento
Dolni Fadky: 194 == hladina vyznamnosti « = tabelované procento

|
’ d | p=2 | 3 ‘ 4 s 6 7 8 9
e | ,
1
pr=1 1 164 | 984 | 1440 | 1872 | 2282 2672 | 3042 | 3394 | 37,27
! 233 | 1,97 2,94 3,90 4,85 5,80 6,73 7,65 8,57
21192 | 541 8,01 ‘ 10,53 | 12,98 | 1537 | 17,69 | 19,95 | 22,14
2,56 | 1,04 1,56 | 2,08 2,59 3,10 3,61 411 4,61
3| 2,06 579 7,65 947 | 1125 | 13,00 | 1472 | 1640
2,68 1,10 1,46 1,83 | 2,19 2,55 2,91 3,26
4 | 216 602 7,46 l 8,89 | 10,29 | 11,67 13,03 |
2,71 L2 1,39 1 1,67 1,95 2,22 2,49
5 | 223 6,27 7,48 8,67 9,84 | 11,00
2,84 1 1,12 1,35 1,57 1,79 | 2,01
6 | 2,29 6,43 7,46 8,48 9,48
2,89 1,15 1,34 1,54 1,72
7 1 2,34 6,56 7.46 8,35
2,93 1,18 1,35 1,52
8 | 2,38 6,72 7,53
2,97 1,18 1,33
9 | 242 6,77
3,00 1,21 |
i t

Prakticky postup pro jednostranny test proti alternativé vétSich experimentdlnich
pramérd je tedy takovy: Zjistime pocet p* skupin s rozsahem mensim nebo rovnym
rozsahu kontrolni skupiny. V tab. 1 vyhleddme v fddku p* p¥islu$nou kritickou hod-
notu d. Ty skupiny, pro jejichZ &; ze vzorce (14) plati &; > d, prohldsime za odligné
(s vétsim primérem) od kontrolni. Hornf hranice hladiny vyznamnosti je tabelovdna
v fadku p* a sloupci p v tab. 1. Pfitom volime-li d v hornim ¥adku, odpovidd tomu
hladina vyznamnosti o lezici mezi 5% a procentem tabelovanym v tomto hornim
Fddku; volime-li d v dolnim tddku, leZi « mezi 19, a procentem tabelovanym v tomto
dolnim fddku. Chceme-li provést jednostranny test proti alternativé mensich priméri
~ v experimentdlnich skupindch neZ v kontrolni, sta¢i uvazovat — &, misto &;.

Pfi oboustranném testu je postup zcela obdobny a naznacime jej uZ jen strucné.
Pomoci véty | se dokdZe

(18) = P{l&] < d, .. | < d|e,; = 0=
S1 =Pl <d, .., [&| < d|ey} =a=1 = PrE] < d}.

Kritické hodnoty d a horni hranice hladiny vyznamnosti jsou tabelovany v tab. 2. Za
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vyznamné odli§né (co se ty¢e priaméru) od kontroly se nyni povaZuji ty skupiny, pro
n&z |&| > d.

Tabulka 2

Horni hranice hladiny v yznamnosti pro oboustranny test
Horni Fadky: (5% =) hladina vyznamnosti « =< tabelované procento
Dolni fadky: (195 =) hladina vyznamnosti @ = tabelované procento

|
d |p=2| 3 4 5 ’\ 6 i 7 t 8 & 9
p*=11] 19 | 9,75 14,26 | 18,55 | 22,62 | 2649 | 30,17 | 33,66 | 36,98
2,58 1,97 2,93 3,89 4,84 5,78 6,71 7,64 8,55
2| 221 5,35 7,91 10,41 12,84 | 1520 | 17,50 | 19,73 | 21,91
2,79 | 1,05 1,57 2,09 2,61 3,12 3,63 4,14 4,64
3 2,37 5,24 6,93 8,58 | 10,21 11,81 13,38 | 14,92
2,92 1,05 1,39 1,74 2,08 2,42 2,77 3,11
4 | 2,47 5,30 6,58 7,84 9,08 | 10,31 11,52
3,01 1,04 1,30 1,56 1,81 2,07 2,33
5 1 2,55 5,27 6,29 7,30 8,30 9,29 |
3,08 1,03 1,24 1,44 1,64 1,85 |
6 | 2,62 5,16 5,99 6,82 7,64 |
3,14 1,01 1,18 1,34 1,51 |
7 | 2,67 5,19 5,91 6,62 |
3,18 1,03 1,17 1,32 ‘
8 | 2,71 5,26 5,89 |
3,22 102 | 1,15 |
9 | 275 5,24 |
3,25 1,03

V tomto pfipadé oboustranného testu je vSak jedna odlisnost v tabulkach. V Dun-
nettovych tabulkach nenalezneme hodnoty d, pro n&Z leva strana (18) je rovna 5%,
resp. 1%, nybrz d, pro n&Z 1 — PP'/2{|¢)| < d, |&,] < d | ey, = 3} = 0,05, resp.
0,01. Je moZno pak dokazat

(18’) 1 — P{léll <d, ..., léptl <d l @ij = %} =
=1 - Pp‘/z{lfxl < d, Iézl =< ‘”012 = %} s1- PP{Iéil <dj,

aviak mezi prostiednimi vyrazy v (18) a (18") obecné mohou byt réizné nerovnosti.
V pfFipadg, Ze prvni z téchto vyrazd je vétsi nebo roven druhému, jest o = 5%, resp.
1%; miiZze viak nastat opaény piipad a pak o« < 5%, resp. 1%. Z tohoto divodu
v legend@ tab. 2 jsou dolni hranice 5% a 19} v zavorce, jelikoZ nejsou vzdy zaruceny.

Vratme se koncéné jestd k pripadu p* = 0. Je vidét, Ze v (16) ve ifetim Fadku
i v tomto pripadé mizeme psat P{¢; < d | o;;} a pfitom pro jednu veli¢inu &, vypiso-
vani korelace g;; ztraci smysl. Z toho vyplyva, ze zfejmé¢ v pfipadé p* = 0 mlizZeme

vidy postupovat, jako kdyby bylo p* = 1; totéZ plati i pro oboustranny test.
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B) Horni hranice hladiny vpznamnosti pevnd

Z tabulek 1 a 2 je vidét, 7Ze pro mnoho praktickych pfipadil postaéi vhodné vyuZiti
téchto tabulek a postupu z odstavee A). Jestlize viak bychom piece potiebovali omezit
hladinu vyznamnosti shora pfedem zvolenym c&islem, miiZzeme pouZit nasledujiciho
postupu. Obdobng jako (16) sc dostane

(19) Pp{‘atl<d}§P{§l<d"--7§p<d‘0ij}§’){él<d}7
tedy ‘
(20) 1 — P{¢, <d} =

21 =P <d, .. ¢, <d|e;} =a =1 —PP{E < d}.
PoZadujeme-li nyni, aby prava strana (20), tj. horni hranice hladiny vyznamnosti ,
byla rovna 5%, resp 1%, tedy ma byt PP{&, < d} = 0,95, resp. 0,99, tedy kone&ng
P{¢y < d} = 0,957, resp. 0,992, Tyto p-té odmocniny, p = 2, ..., 9, jsou uvedeny
v tab. 3, jelikoz jich bude téZ zapotiebi jesté v paragrafu 4. K témto odmocninam byly

Tabulka 3
p-té odmocniny z 0,93, resp. 0,99

E p=2 3 4 5 ! 6 ' 7 8 \ 9
l N
0,95 } 0,97468 | 0,98305 | 0,98726 | 0,98979 | 0,99149 | 0,99270 | 0,99361 | 0,99432
| 0,99 0,99499 | 0,99666 | 0,99749 | 0,9979%9 | 0,99833 | 0,99856 | 0,99874 | 0,99888
| | 1 l |
Tabulka 4
Dolni hranice hladiny vyznamnosti pro jednostranny test
Horni fadek: tabelované procento = hladina vyznamnosti a« < 5%
Dolni fadek: tabelované procento = hladina vyznamnosti « =< 1%
p=2 3 l 4 5 6 7 13 9
B I R D
{ {
d 1,95 2,12 . 2,23 2,32 2,39 2,44 l 2,49 ‘ 2,53
2,58 2,71 ’ 2,81 2,88 2,94 2,98 3,02 | 3,06
: I
doni | 256 | 170 | 129 | 102 | 08 | 073 | 0.4 | 057%
hranice | 049 | 034 | 025 | 020 | 016 | 014 | 003 | 011%
\ ] | | | |

v Jankovych tabulkach [4] pro normalni rozloZeni vyhledany ptislusné kritické hod-
noty d. Tato d a ptisluiné dolni hranice hladiny vyznamnosti z levé strany (20) jsou
tabelovany v tab. 4, pfi¢emZ opét hodnoty pro horni hranici 5% jsou v hornich fad-
cich, pro 19 v dolnich fadcich.
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Zcela obdobné pro oboustranny test mame

(21) I — P{&)| < d}
<= Plla] <d g <d]eg) =a 21— PYE] < d}.

Odpovidajici hodnoty pro oboustranny test se najdou v tab. 5.

Tabulka 5

Dolni hranice hladiny v&'znamnosti pro oboustranny test

Horni fadek: tabelované procento == hladina vyznamnosti a == 5%
Dolni fadek: tabelované procento =< hladina vyznamnosti o« = 1%
| \ | 1 l
p=2 3 | 4 5 6 | 7 s 9
o ] 1 , B L
1 \ l |
d ! 2,24 | 2,39 2,49 ! 2,57 2,63 2,68 2,73 { 2,77
| 2,80 I 2,94 ‘ 3,02 i 3,09 3,14 3,19 3,23 ! 3,26
dolni l 2,51 ! 1,68 i 1,27 1,02 0,85 0,74 0,63 ‘ 0,56%
hranice | 0.5 ‘ 0,33 ‘ 0,25 020 | 0,17 | 014 | 012 | 0%
| i
Tabulka 6
Data k piikladu
Xo ‘ x4 Xy X3 X4
|
1,76 2,90 3,43 4,31 3,05
2,91 2,63 5,32 3,70 3,45
3,28 3,07 2,74 2,88 2,76
2,22 3,29 4,62 2,78 1,20
3,16 5,00 1.31 5,28 1,35
0,03 2,47 4,16 2,29 3,86
2,65 3,67 4,50 2,93 3,50
1,90 3,32 2,76 2,53 3,15
3,65 2,72 4,02 3,66 1,96
2,14 2,79 4,73 2,58 4,61
1,47 2,88 4,00 5,26 3,76
2,06 2,65 3,49 2,05 2,54
1,93 2,39 2,95 1,43
3,91 3,23
1,61
- U e ]
ny = 13 ny =12 n, = 13 ny = 14 “ ng =15
|

Ptiklad. Abychom mohli pro tsporu mista ve viech paragrafech pouZiti stejnych
dat a abychom se nemuseli zabyvat pfipadnymi technickymi potiZemi pfi zpracovani
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dat ze skute¢ného pokusu, ukdZeme nazorné viechny postupy na pfikladu umélém.
Data v tab. 6 byla ziskana tak, Ze k zaokrouhlenym nahodnym &islim z normalniho
rozloZeni z [ 8], str. 271, tab. 11, bylo pfiéteno v nulté, kontrolni skuping 2,00 a po-
stupné v dalSich &tyfech skupinach 3,00; 3,90; 3,40; 2,80. Mame zde ¢ = | a vy-
poctem se zjisti

X = 224, X, =312, X, =365, X, =336, ¥, =276,
tedy dale
=218, &, =359, & =291, & = 1,37.

Mame p = 4, p* = 2. Podle odstavee A) a tab. 1 je kritickd hodnota jednostrann¢ho
testu d = 1,92, takZe skupiny 1, 2, 3 jsou vyznamné posunuty k vétSim hodnotam
vzhledem ke kontrole, pfi¢emZ pro hladinu vyznamnosti « plati 5%, < « < 10,53%,.
Pro mensi vyznamnost lze volit d = 2,56, takZe skupiny 2,3 jsou posunuty vpravo,
a ptitom 1‘7 < « £ 2,08%. Pro oboustranny test v tab. 2 najdeme d = 2,21 pfi
(5% g) o = 10,419, takZe prameéry skupin 2,3 jsou vyznamné odli§né od kontrol;
nebo d = 2,79 pfi (1% <)o < 2,09%, takZe opét zavér je stejny. Podle odstavee B)
a tab. 4 pfi jednostranném testu dostavame d = 2,23, takZe skupiny 2,3 jsou posunuty
vpravo pfi 1,29% < a < 5%; nebo d = 2,81, takZe zavér je stejny pii 0,25% < o <
< 19%. Pro oboustranny test podle tab. 5 d = 2,49, takZe skupiny 2,3 jsou odlisné
il 27/ < a = 5%; nebo d = 3,02, takZe pouze skupina 2 je odli§na pii 0,259, =
1%,

W\ B

4. SROVNAVANI NORMALNICH ROZLOZEN{ PRI NEZNAMEM ROZPTYLU

Uvahy tohoto paragrafu jsou zcela obdobné fivaham z § 3, proto budeme postu-
povat jiz struéngji.

Mame opét podobnou situaci, jako jsme uvedli na pocatku § 3, jen s tim rozdilem,
7¢ nyni nezname rozptyl ¢%. Podobng jako pii jednoduchém tfidéni analysy rozptylu
odhadujeme o2 pomoci residulniho souétu &tvercti, tj. bereme za odhad ¢? veli¢inu

,2:__1""
I P

n; 1 "

z”[ b= (X,

i=0 j=1 1;

\.\‘._

P
kde pocet stupiit volnosti f = Y (n; — 1) = Z n—p-—1
i=o i=0

K testovani uzivame testovych statistik

(23) = ST e (T Y oo,
s ng + n;

Pfi platnosti nulové hypothesy my, = m, = ... = m, maji 1,,..., 7, p-rozmérné
Studentovo rozloZeni se stejnymi koreladnimi koeficienty jako v (15).
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A) Dolni hranice hladiny v¥znamnosti pevnd

Postupujeme zcela obdobnym zpisobem jako v § 3; misto véty 1 nyni uZivame
véty 2. OznaCme p* opét podet skupin, pro jejichZ rozsahy n; plati n; £ n,. Jako
obdobu (17) dostavame nyni

(24) 1 =Pty <d, .., tm<d|oy=321-Plry<d, .., 1,<d|o;} =
=0l —Plty<d ..,t,<d|g;=0 21 -Pr, <d},

kde posledni nerovnost navic vyplyva z véty 3.

Tabulky pro nyngjsi p¥ipad Studentova rozloZen{ by byly pfili§ rozsahié, jeliko? jako
dal§i prom&nna by zde ptistoupil po&et stupiiil volnosti f; proto se spokojime pouze
popisem vyuZiti nerovnosti (24).

Dolni hranici hladiny vyznamnosti zvolime 5%, resp. 1%, a poloZime ji rovnou levé
strané (24). Pro poéet skupin p* a poSet stupii@ volnosti f vyhledame v Dunnettovych
tabulkéch [1] kritickou hodnotu d a v tabulkdch Studentova rozloZeni (viz napf.
Janko [4] nebo tabulky [10], které jsou patrn& nejpodrobnéjsi) hodnotu P{t, <d}.
Skuteéna hladina vyznamnosti pak leZi mezi 5%, resp. 1%, a hodnotou I — P?{r, <
< d}. Skupiny, pro néz t; > d, maji vyznamné vét$i priimér neZ kontrolni skupina.

P¥i oboustranném testu sc t; vude nahrazuje |7,| a jinak je postup zcela obdobny;
zajisté je jiZ zbyteGné uvadét jej podrobné.

Pfi p* = 0 opét postupujeme jako pfi p* = 1.

Viimnéme si je§té jednoho zpfesnéni pii jednostranném testu, jehoZ miZeme vy-
uZit, kdyZ jsou vSechny rozsahy n; = no, i = 1,2, ..., p. V tomto pfipadé ziejmé
0 = ;—a vyuZitim nerovnosti z Dunnett-Sobelova &lanku [3] dostavame:

pro sudé p = 2

(25) 1 — P{t, <d,...,rp.<d|gl,j=%}
:05§1—P{fl<d,...rp<d[gij=%}

1—Plr, <d,...1,<d|g;} =

<
<1 - P <d 1, <d|e,=13),

pro liché p = 3 je posledni vyraz v (25) nahrazen
(26) 1~ P{t, <d} PP V21, < d, 13 <d|oy =3}

Pfitom p* vzhledem k pfedpokladim je nyni pocet skupin, pro né€Z n; = n,. Horni
hranice v (25) a (26) jsou t&sné&jsi nez v (24). Prakticky tedy opét pro zvolenou hodnotu
levé strany (25) vyhledame v [1] p¥isluiné d, naeZ pak P{t, < d, 1, < d |0, = 3}
vyhledame v tabulkach dvojrozmérného Studentova rozloZeni v [2], resp. pro ob-
dobny vyraz (26) pouZijeme jesté tabulek obvyklého Studentova rozloZeni. Dosavadni
tabulky v [2] v3ak pro tyto Ggely pfili§ nevyhovuji; pfi hledani v nich mZe byt
patrné vainé ohroZena pfesnost, ponévad? téméf vidy bude nutno interpolovat a ta-
bulka v [2] ma p#ili§ hrubé kroky; je uvedena pro d = 0,00 (0,25) 2,50 (0,50) 3,50,
pro mala f do d = 10.
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V piipadé lichého p = 3any £ ny = n, = ... = n, je moZno misto (26) vzit jeite
t&snéjsi hranici

(27) 1= P21 <d, 1, <d|o, =13},

jak vyplyva z [3].

B) Horni hranice hladiny vyznamnosti peond

Zcela podobné jako (20) nyni mame

(28) 1 — P{r, <d} £

<1 -Plty<d.nt,<d]o} =as1— P, <d}.

Viechny tivahy jsou zcela obdobné jako v odstavei B) § 3; je mozno uZit tabulky 3
p-tych odmocnin z 0,95, resp. 0,99, a pak piisluSné d vyhledat z tabulek Studentova
rozloZeni. Obdobu (21) zajisté jiz nemusime vypisovat.

Viimnéme si vak jesté dvou tabulek, jichz by bylo mozno nékdy vyuZit pro nale-
zeni uZfich hranic pro « neZ jsou v (28).

S vyuzitim véty 2 zfejmé dostaneme

(29) = P{r, < d} <
<1 - Pt <d,...,r‘,<d|g,-_,-}=oc§ t—
- P{ty <d,....7, < d]|g; =0}

a zcela obdobné nerovnosti pro |1y, ..., |1,]-

V PILLAI-RAMACHANDRANOVYCH tabulkach v [ 7] Ize nyni nalézti d takové, Ze prava
strana (29) je rovna 5%, resp. obdobn& pro |7,; pfitom n v tabulkach je nase p a v
v tabulkach je nase f.

Druhou mozZnosti je pouZiti nerovnosti (25), resp. (26), (27) a tabulek v [2] za stej-
nych pfedpokladii jako v odstavei A). Napt. v ptipadg (25) zvolenou horni hranici
hladiny vyznamnosti poloZime rovnou pravé stran& (25), vypoéteme odmocnénim
P{t; <d, 7, <d|ey, =31} a k obdrzené hodnoté hledame v [2] kritickou hod-
notu d; vétSinou bude tieba interpolovat v tab. 3 v [2] nebo inversné interpolovat
v platnosti. MiiZe se oviem stat, Ze vysledky padnou mimo rozsah tabulek v [2] takze
této metody nelze pouzit. Pogitani d z (26) by vyZadovalo jeste pracn&jsiho numeric-
kého feSeni mista prostého odmocnéni. Ve viech prfipadech oviem pak bude tieba
levou stranu nerovnosti (25) (pro kterou nemame tabulky) nahradit vyrazem 1 —
— P{t, < d} podobné jako v (28).

Piiklad. PouZijeme opét dat z tab. 6, pfiCemZ viak nyni pfedpokladame, Ze jde
o0 vybéry z normalnich rozloZeni s neznamym spole¢nym rozptylem o2. Jako odhad o*
dostaneme s* = 0,962198, tedy s = 0,981. Dale

T, = 222, 1, = 3,66, 1,=297, t4=140,
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a poCet stupiit volnosti je f = 67 — 4 — 1 = 62. Mame opét p = 4, p* = 2. Postu-
pujeme nejdfive podle odstavee A). V Dunnettovych tabulkach [ 1] pro jednostranny
test vyhledame (pro pocet stupiitt volnosti 60, coZ je prakticky stejné jako 62) d =
= 1,95, takZe skupiny 1, 2, 3 maji vetsi primér neZ kontroly; dale z tabulek Studen-
tova rozloZeni [10] P{r, < 1,95} = 0,972149, takZe 5% < « < 10,68%. Pro mensi
vyznamnost volime d = 2,64, tak¥e skupiny 2, 3 maji v&t§i pramér pfi 19, < o <
< 2,089. Pro oboustranny test mame d = 2,27, tedy skupiny 2, 3 jsou odlisné od
kontrol pfi (5% <)« < 10,26%; nebo d = 2,90, takZe zavér je stejny pri (1% <)o <
< 2,05%.") Postupujeme-li podle odstavee B), vyhledame pfedng z tab. 3 &tvrtou
odmocninu z 0,95, resp. 0,99. Podle (28) pak najdeme pro jednostranny test d = 2,29,
tedy skupiny 2, 3 maji vyznamné vEétsi pramér pii 1,27% < o < 5%; nebo d = 2,91,
takZe plati stejny zavér pii 0,259 < o < 1%. Pro oboustranny test nalézame d =
= 2,57, takZe skupiny 2, 3 se Li§i svym pramérem od kontrol pfi 1,26% < o < 59;
nebo d = 3,15, takZe pouze skupina 2 se lisi pfi 0,25% = o < 19. Pouzijeme-li
Pillai-Ramachandranovych tabulek [7], mame pro jednostranny test d = 2,29, coZ
je stejny pfipad jako pfed chvili; pro oboustranny test d = 2,56 pfi 1,299, < o < 59,
tudiz hranice jsou ponékud tésné&jsi, oviem toto zlepSeni je prakticky bezvyznamné.

5. SROVNAVANI LIBOVOLNYCH ROZLOZENI — NEPARAMETRICKY TEST

Vime-li pouze, Ze zakladni populace ma rozlozeni spojité, blize neznamé, mazeme
pouZit zobecn&ni Wilcoxonova testu pro vice vybérii, popsaného Steelem [9].

Necht jsou dana pozorovani x;;, i = 0,1,..., p,j = 1, ..., n;, jak bylo uvedeno na
pocatku § 3. Pro kaZdou i-tou experimentalni skupinu, i = 1, 2, ..., p, v kombinaci
s kontrolni skupinou spoéteme obvyklou Wilcoxonovu statistiku T;, viz napf. [11]:
Uspotfadame pozorovani feéenych dvou skupin dohromady podle velikosti a v tomto
pofadi je pak ogislujeme pofadovymi &isly 1, 2, ..., (1, + n,). T; jest potom soudet
pofadi v kontrolni skuping. Jestlize se vyskytuji shody, tj. n&ktera pozorovani maji
stejnou hodnotu, pfifadime jim viem pramér pofadovych &isel, ktera by tato pozoro-
vani méla jinak postupné dostat.

Mame tedy p ndhodnych veli¢in Ty, Ty, ..., T,: Steel [9] ukazal, Ze stfedni hodnota
T; jest

(30 u; = %no(no + n; + 1),
rozptyl T; jest
(31) o? = Snonfng + n; + 1)

a korelatni koeficient mezi T; a T; (i + j) jest

o (e

1y vysvétleni zavorek viz v § 3 za vzorcem (18’).
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Predpokladejme nyni, Ze rozsahy ng, ny,...,n, jsou dostatecné veliké, takZe
Ty, ..., T, maji pfiblizné normalni p-rozmérné rozloZeni. Steel [9] uvadi, e jiz pro
rozsahy 4 a 5 je aproximace normalnim rozloZenim prakticky uspokojiva. Naproti
tomu WHITE [11] uZiva této aproximace pro Wilcoxonfiv test aZ zhruba pro rozsahy
15 pozorovani. Uvedme tedy zde jako praktickou smérnici zlatou stfedni cestu, kterou
doporucuji MANN-WHITNEY [ 6] pro Wilcoxonily test, Ze aproximace je dobra pro roz-
sahy aspoit 8 pozorovani. Pripomeime je$té oviem, Ze jakost aproximace je horsi
pro mensi hladiny vyznamnosti. Na druhé strané jakost aproximace normalnim roz-
loZenim se vieobecné zlepsi, kdy? veliiny T; zvétujeme o £, tj. presn&ji P{T; < z} =
= ®[(z + 1~ w)a)).

Dejme tomu tedy, Ze veliCiny

(33) 5-=1ﬂ, i=12,....p,

N ]
0;

maji pfiblizné normaini p-rozmérné rozlozeni se stfednimi hodnotami 0, rozptyly 1
a korelaénimi koeficienty ¢,; danymi (32). MiZeme pak zde pouZiti prakticky stejnych
postuptt a stejnych tabulek jako v § 3.

p* nyni viak znaci polet experimentalnich skupin s rozsahem n; < n, + 1; je totiz
vidét, Ze pro i, j z téchto p* skupin bude g;; < % coZ je potiebné pro dalsi avahy
v§3.

Pfi jednostranném testu je rozhodovani opacné nez v § 3: O skupinach, pro néz
{; > d, prohlasime, 7¢ maji men8i priimér neZ kontrolni skupina. Mame-li jedno-
stranny test proti alternativé vétSich priuméri, pak za skupiny s vétsim priimérem pro-
hlaSujeme ty, pro néZ {; < — d.

Vsechno ostatni je jiZ stejné.

Priklad. PouZijeme opét dat z tab. 6. Souéty pofadi v kontrolni skupiné jsou

T, =126,5, T,=118, T,=128, T, =165,

takZe dostivame

[po= =231, 0,=—295, (,=—262, {,=—108.

Ponévadz nyni p* = 3, najdeme z tab. 1 pro jednostranny test d = 2,06, takZe sku-
piny 1, 2,3 maji v&t3i primér pfi 5% < o £ 7,65%; nebo d = 2,68, takze pouze
wskupina 2 ma vetsi pramér pii 1% £ o £ 1,46%,. Pro oboustranny test z tab. 2 d =
= 2,37, tedy skupiny 2,3 jsou odli¥né od kontrol p¥i (5% <)« £ 6,93%; nebo
d =292, tedy pouze skupina 2 je odli¥na pfi (1% <)« < 1,39%,. UZijeme-li Gvah
z odstavce B) § 3, pak pro jednostranuy test z tab. 4 d = 2,23, takZc skupiny 1,2, 3
maji vétsi pramér pii 1,299 < a £ 5%; nebo d = 2,81, takie pouze skupiny 2 ma
vetsi pramér pii 0,259, < a < 1% Pro oboustranny test z tab. 5 d = 2,49, tedy sku-
piny 2, 3 jsou odli§né pii 1 27/ < o £ 5% nebo d = 3,02. tedy 7adna skupina se ne-
li§i vyznamné od kontrolni pfi 0,25% < o < 19%.

S0 =
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6. POZNAMKY K TABULKAM

Hodnoty d v tab. 1 a 2 byly pfevzaty z Dunnettovych tabulek [1], kde oviem jsou
uvadény pouze na 2 desetinna mista. V dalsich vypoctech jsme pak disledné pouzivali
t&chto hodnot (a proto také v tab. 4 a 5 z ditvodu jednotnosti uvadime d na 2 desetinna

mista). Aviak pouZitim takto zaokrouhlenych hodnot d vznikly v tabulkach nékteré
neshody a nedokonalosti, o kterych je nutno se zde zminit; nicméné z hiediska prak-
tického jsou tyto nedokonalosti bezvyznamneé.

Snadno se nahlédne, Ze procenta v fadcich p* = 1 by teoreticky méla byt stejna
v tab. 1 jako v tab. 2, a to rovna 1 — 0,957, resp. I — 0,99”. Neshody v tabulkach
vanikly tim, Ze P{&, < 1,64} = 0,94950 a P{|¢,| < 1,96} = 0,95000 misto poZado-
vanych 0,95 v obou piipadech, resp. P{¢; < 2,33} = 0,990097 a P{|¢,| < 2,58} =
= 0,990120 misto 0,99; dale pak bylo poditano se zaokrouhlenymi hodnotami d
a s t&mito presné&j§imi hodnotami pravdépodobnosti. Aby pojeti tabulek bylo zcela
jednotné, také v tab. 4, 5 byla d zaokrouhlena na 2 desetinna mista; proto dolni hra-
nice v téchto tabulkach nejsou presné rovny doplitkim hodnot z tab. 3 do jednicky,
jak by spravné mély byt. Teoreticky se téZ zda prabéh hodnot v tabulkach malo
,.hladky*; to bylo zplsobeno rovnéZ zaokrouhlovanim. V pfipadech pravé citovanych
viak vidime, Ze nepfesnosti v tabulkach dosahuji nejvyse nékolika desetin procenta;
Ize proto odekéavat, Z¢ i jiné nepfesnosti jsou nejvyse tohoto fadu, takZe prakticky jsou
skutedné bezvyznamné, jak jsme jiZ zdQraznili.

Z tabulek 1 a 2 je vidét, Ze pro p* blizké p je celkem pfijatelné uZivat Dunnettovych
kritickych hodnot d, jelikoZ hladina vyznamnosti ¢ se nemiiZe piili§ zvétsit; zv1asté pii
1% je zvétSeni prakticky zanedbatelné.

Z tohoto divodu je vhodné naplanovat pokus tak, aby kontrolni skupina méla nej-
vétsi polet pozorovani, tedy p* = p. (K tomuto poZadavku, je§té &iselng zpfesn&né-
mu, se dospéje 1 feSenim problému optimalniho rozmisténi pozorovani mezi experi-
mentéalni skupiny a kontrolu, viz napf. [1].) Nejjednodussi situace oviem nastava,
kdyz viechny skupiny maji stejny rozsah. Je v§ak mnoho pokusi, kdy této situace
prakticky nelze dosdhnout. Na pfiklad kdyZ pti biologickém pokusu urcita ¢ast zvifat
uhyne a neposkytne udaje, pak z pokusu pivodné planovaného se stejnymi rozsahy
skupin dostaneme pokus s nestejnymi rozsahy. V téchto pfipadech je proto vhodné
kontrolni skupinu vzit tak velkou, aby i pfi oéekavané amrtnosti stale je&té tato sku-
pina méla nejvétsi rozsah, tedy aby bylo p* = p nebo p* jen o malo mens§i neZ p.
V tomto pfipadé bude moZno presnéji zjistit spolehlivost statistickych zavéri.

Porovnejme jesté struéné tabulky 1, 2 a 4, 5; predpokladame pritom p* = p.
Vidime, 7e hodnoty d v odpovidajicich si tabulkach se malo 1i$i. Tento fakt je velmi
zajimavy a ndzorné jej lze vyjadfit asi takto: Bereme-li Dunnettovu kritickou hod-
notu d (tj. v tab. 1, 2), pak je hladina vyznamnosti obecng vEtsi nez 5%, resp. 19; ale
stadi toto d jen nepatrn& zvétsit, abychom dostali hladinu vyznamnosti jiz mensi nez
tato procenta; pfitom pro spravnost této Uivahy staéi pouze, aby rozsah kontrolni
skupiny nebyl mensi neZ rozsahy ostatnich skupin.
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Pestome

HEPABHBIE UUCJA HABJIFOOAEHWN 1P CPABHEHUUN
HECKOJIEKUX TPVIII C OJHON KOHTPOJLHOMN

3BBIHEK IMMIAK (Zbynék Siddk)

Bcnen 3a nepBoil BBOOHOM 4acThbiO JOKA3aHbl B YACTH 2 HEKOTOPBIE TEOPEMBI Clie-
JYIOLIETO TUHA:

Teopema 1. ITycmo cayuaiineie seauvuunol &y, ..., &, uMelon: p-MepHoe HOpmAibHoe
pacnpedeaeiie co cpedHumu 3Hauenuamu 0, Qucnepcuamu 1 u xodpduyuenmamu
koppeasyuy muna Q; = bby, i j; i, j=1,..,p, 20e 0= b, <1, k=1,..p.
Toz0a 04a aw00biX HeompuyamesnolX dy, ..., d, seposmuocmu P{& < dy, ..
&, < d,} uP{lE) < d,, .., |E] < d,} aasomes neybrisaowunsu Gynkyusmu om
b,i=1,..,p

*

AHAOTHYHAS TeopeMa BEpHA M JUIT MHOTOMEPHBIX pacnpenciieHnii CTbrOIEHTA.
Mpl 3aHUMaeMCs TCTephb Crelyroleil ctaTucTudeckoi npobnemoit: Hamo cpas-
HUTB P IKCIIEPHMEHTAJIbHbBIX [PYIIT C OJIHON KOHTPOJBHOHU ' pynnoil. B xouTponbroi
rPynie Mbl MMeeM ng HAGMIONEHHUE Xoy, ..., Xo,, B i-TOH (i = 1,..., p) akcnepu-
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MeHTanbHOH rpynme s; HAOMOOEHUi Xy, ..., X;,,. TlycTh rpynnsl umeroT cpeine
3HAUCHUSL Mg, My, ..., M, W NYCTh BCE X;; PACMPEAESICHBI HE3ABHCHMO HOPMAJILHO
¢ O/IMHAKOBOH mucrepcueii 2. MBI A0MXKHBI NIPOBEPUTH, KOTOPBIC M ni=1...,p
OTAMYAIOTCS 3HAYUTENBLHO OT My. B uacTn 3 npeanonaraercs o U3BECTHOM, U K IPO-
BEpKe yroTpebIsitoTCst M3BECTHBIC KJIACCUYECKME CTATHCTURKY

(14) &= a 0/ Rolli i=1,..,p.
nyg + n

Ho 3TH cTaTUCTUKY 3aBUCUMBI, OHY HMCIOT p-MEpPHOE HOPMAJIbLHOE PACIIPCACIICHHE
¢ koxbduLHeHTaMH KOppeJISLnK (15). Hast ng = n; = ... = n, npobjemMa peiiena
Haunstrom [17, # umeroTest Tabanubl KPUTUUECKUX 3HAYeHuiA. HacTosas ctaths
3aHuMaetcs Npobnemoii B ciyyae HepaBHBIX 7, C TOMOLIBIO TEOPETHYECKHX TeopeM
BBIBOASTCS J1J1s1 (DAKTUYECKOTO YPOBHS 3HAYMMOCTH ¢ B OHHOCTOPOHHEM KPHUTEpUM
HEPABCHCTBA

(17) L= P& <d,..n,lpw<dlo;=5Sas 1 —PE <d},

rae p* — uMc/Io 3KCNEPUMEHTANBHBIX TPYMI ¢ KoJimdecTBOM HabmofeHuit n; < n,
(11 MOXHO NpPeAnoNaraTh, 4To 9TO HMEHHO p* NEPBbIX IPYIIL), U BHIpaXeHHe B JIEBON
yactu (17) — 3TO MMEHHO YPOBEHL 3HAYMMOCTH ciydas JIaHH3TTa. DTOT Npuem
BeJET K HEPABEHCTBAM C PA3HBIMM BEPXHUMM TPAHULAMH, Hanp., 5% < o < 5,419
(nast p = p* = 2) u 1. 1. Eciivt MBI XOTUM NMOJIYYUTh TTOCTOSHHYEO BEPXHIOIO FPAHULLY,
TO MOXEM HOJIb30BATHCS HEPABEHCTBOM

(20) 1 —P{é, <d} 2ag1-P{E < d}.

AHAJOTMYHBIC HEPABEHCTBA BEPHBI M [IJIA CILyYas NBYCTOPOHHETO KPUTEPHSL.

B wactu 4 npeanoJaraercs fucnepeus o

HCU3BECTHOU, YMOTPeOISIOTCSA KiaccH-
yeckue cratucruku CroiofienTa (23) u aHAJIOTUYHEIE HCPABCHCTBA ISl ¢, KAK B Ipe-
ABIYIICH yacTH. Bosee Toro, MpeiaraioTcst 31ech HEKOTOPHIE JIYHIINCE HEPaBCHCTRA.

B vacTn 5 mpejnonaragTcs, 4To X;; MMCIOT IIPOM3BOJILHOE HENMPEPbIBHOE pacrnpe-
JlesieHHe, U ynoTpelIsitoTest HenapaMeTpruyueckue ctaTucTuku Busikokcona T, Econ n;
JIOCTATOYHO BEJIMKH, To T; pacnpeieneHbl NpubIM3HTEIbHO HOPMAJIBHO, U BEPHBI
AHAJIOIMYHBIC HEPABEHCTBA, Kak B yacTu 3. Oxnako 37eck ko3hQuuneHTh KOppens-
LMK UMEROT Apyrue 3HaueHust (32), i nosToMy B KadecTBe p* GepeTes UHCIIo JKCIepH-
MEHTAJIBHBIX IpynI ¢ n; < ny + 1.

B crartbe mpuBesieHBl TalJMubl TpaHWl U o JUIS Cydas 4acTu 3; HEKOTopble
NpakTHYeCKUE MpUMeuaHus K Tabiuuam cogepxarcs B yactu 0,
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Summary

UNEQUAL NUMBERS OF OBSERVATIONS IN COMPARING
SEVERAL TREATMENTS WITH ONE CONTROL

ZBYNEK SIDAK

After the introductory section 1, in section 2 some theorems of the following type
are proved.

Theorem 1. Let random variables &, ..., &, have p-dimensional normal distri-
bution with means 0, variances 1 and correlation coefficients of the type ¢;; = b;b;,
i j=1,..,p,and 0 £ b, < 1, k= 1,...,p. Then for arbitrary non-nega-
tive dy, ..., d,, the probabilities P{&, < dy,.... ¢, < d,} and P{l§1{ < dyy . [él,l <
1, ....p.

An analogous theorem holds for the multidimensional Student’s distribution.

< d,} are non-decreasing functions of b, i =

The following statistical problem is then studied: To compare p experimental
groups with one control group. In the control group there are ny observations xq, ...,
Xony, in the i-th (i = 1, 2, ..., p) experimental group n; observations x;, ..., x;,,. Let
the groups have population mean values ni,, m,, ..., m, respectively, and let all x;; be
independent normal variables with the same variance 6%. We are to test which of m,,
i =1,..., p,differ significantly from m,. In section 3, 62 is assumed known, and for
testing, the well-known classical statistics

(14) &= i ;9 Mol , i=1..,p,
o g + n;

are used. However, here these statistics are dependent, and have the p-dimensional
normal distribution with correlation coefficients (15). For no = ny = ... = n, this
problem was solved and tables of critical values were published by Dunnett [ 1]. This
paper is concerned with the problem for unequal n; and shows that this case can often
be reduced to that of Dunnctt’s tables. Using theorems from section 2, it is found that
for the actual significance level o in the one-sided test, the inequalities

(17) L= P& <d . éu<dloy =3 Sasl =P <d)

hold; here p* denotes the number of experimental groups with sizes n; < n, (and we
may suppose that these groups are precisely the first p* ones) and the expression on
the left side of (17) is just the significance level of Dunnett’s casc. By this method in-
equalitics with different upper bounds are obtained, ¢. g. 5% = o« £ 5,41% (for p =

= p* = 2), efc. If we insist upon a fixed upper bound, we can use the inequality
(20) Il — P <df2ast— PrE <d}.

Analogous inequalities hold for the two-sided test.
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In section 4, the variance ¢* is assumed unknown, testing is performed by means of
the classical Student’s statistics (23) and inequalities for « similar to those of the pre-
vious section are used. Furthermore, some sharper inequalities are proposed for this
case but only a small number of values from necessary relevant tables are available at
present.

In section 5 it is assumed that x;; have an arbitrary continuous distribution and
Wilcoxon’s nonparametric statistics T; are used. If n; are sufficiently large then T; have
an approximately normal distribution, and there hold inequalities similar to those of
scction 3, However, the corrclation coefficients now have different values, namely (32),
and therefore we must take for p* the number of experimental groups with sizes
n; = ng + L.

For the case of section 3 some tables of bounds for « are included. Section 6 adds
several practical remarks concerning these tables.

Adresa autora: Zbynék Sidak C. Sc., Matematicky ustav CSAV, Zitna 25, Praha 1.
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