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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

PLANIMETRY JAKO NEHOLONOMNI MECHANICKE SOUSTAVY

ZDENEK HorAK

(Doslo dne 1. Cervna 1961.)

Autor ukazuje, Ze planimetry jsou neholonomni mechanické soustavy s kon-
figuraci uréenou dvéma soufadnicemi bodu na uzaviené k¥ivce, jejiz plosny
obsah méfime, a dal§im parametrem, jehoZ pfirGstek je neintegrabilni linedrni
formou diferencialit zminénych soufadnic. Nenulovy bilinedrni kovariant
této formy je umérny elementu méfené plochy a jeho matematickym vyjadfenim
se v Clanku odvozuji znamé vzorce pro bézné planimetry (Prytziv, Sandenuv,
linearni a pélovy).

Planimetr je obecné soustava tuhych téles o dvou stupnich volnosti, ktera kona
rovinny pohyb, pfi ¢emZ jeden bod soustavy opisuje kfivku v roving. Pohyb tohoto
bodu, ktery nazveme saimad (je to bod dotyku hrotu nebo sklenéné cocky s rovinou).
urcuje jednoznacné pohyb celé soustavy. Kdyby tato soustava byla holonomni, vra-
tila by se po obchu snimace po uzaviené ¢are celd soustava do plivodni polohy , bez
ohledu na velikost plochy ob&hnuté snimacem. Holonomni soustavy o dvou stupnich
volnosti nelze tedy uzit k méfeni velikosti rovinné plochy. Je-li vSak aspofi jeden
parametr urdujici polohu soustavy vazan se soutadnicemi snimade neintegrabil-
nim vztahem, je soustava neholonomni a zminény parametr je neholonomni
Junkei") soufadnic snimade. Neholonomni funkce n proménnych x* se lisi od ,,0by-
Zejné‘’ funkce (holono_mni) tim, Ze jeji diferencial de¢ je linearni formou diferencialli
dx*

(1) dp =@ dx*, k=1,2,..,n,

jejiz koeficienty nespliuji podminky integrability, takze

O, 09
2 - 0.

0x 0x
Pfitom jsme ve vyraze (1) vynechali s¢itaci znatku Y ve smyslu znamé tensorové
sumacni konvence Einsteinovy, podle niZ se bez vyznaceni s¢ita podle kazdého indexu,
ktery se opakuje v témZe ¢lenu. Tuto dohodu dodrZime v celém Clanku.

') Tento nazev zavedl autor v r. 1927 v praci [1].
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Neholonomni funkee @ proménnych x* (k = 1, 2, ..., n) je pak definovana rovnici

() (xk) .
©) (p~wo=f dqo—f ¢ dx’,

(x0*) (x0*)
kde x§ a @, jsou pevn€ zvolené stalé veliginy. Hodnota integralu (3) je oviem jedno-
znaéné urcena integraéni cestou a proto neni nelogické pokladat ¢ za ,funkci®
bodu (x*) v 8ir¥im smyslu, i kdy? zména ¢ zavisi nejen na jeho pofateéni a konegné
poloze, ale obecné také na viech polohéach, kterymi bod (x*) prosel.
Z toho vyplyva, Ze integral d¢ po uzaviené cesté je obecné riizny od nuly

édq) + 0

a jeho hodnotu miZeme vypocitat z bilinearniho kovariantu diferencialni formy (1)

‘g, O
4) dyp = (dyd; — dyd,) @ = (—;E-]-; — lﬂi) d;x*d,x!,
ox JOx

ktery je rovagZ obeend nenulovy [2]. Operace (4) dava zménu hodnoty ¢ pfi obshu
infinitesimalniho uzavieného &tyFthelnika o stranich d;x*, d,x’, ktera je pro holo-
nomni funkci rovna nule. Pro neholonomni funket viak je zména d,,¢ =+ 0 a proto
miZe ¢ v kazdém bod& (x*) nabyt nekoneéné mnoha rGznych hodnot podle toho,
po jaké uzaviené draze se do vychoziho bodu vratime.

V nékterych piipadech miZe zavislost ¢ na integraéni cesté byt zvlast jednoducha,
jak je tomu pravé u planimetrd. U nich je konfigurace soustavy uréena dvéma sou-
fadnicemi snimace a jednim dalsim parametrem, ktery je jejich neholonomni funkci.
Jeho zména pri obchu uzaviené kfivky v rovin¢ zavisi tu jen na plo$ném obsahu
obéhnuté kiivky a je nezavisla na jejim tvaru.

Na této typické vlastnosti neholonomnich soustav jsou skute¢né zaloZeny vSechny
zndmé mechanické planimetry. Neholonomni vazbova podminka je fysikalné reali-
sovana plsobenim tieni, jak uké&Zeme na jednoduchych prikladech planimetru
Prytzova, Sandenova, pfimkového a pdlového.

PrytzQv neboli sekyrkovy &i noZovy planimetr (ktery je moZno improvisovat
kapesnim noZem s pootevienymi iclizky) je v podstaté ty¢ tvaru sekyrky opatiena
na jednom konci ostfim s konvexni hranou a na druhém konci hrotem, kterym
objizdime méfenou rovinnou plochu, udrZujice osu AC hrotu kolmou k roviné
objizdéné plochy. Predpokladame-li, 7e konstrukci je zaru€eno, Ze ostif leZi v roving
ABC, je podle obr. 1

E—x=1lcosy, n-—y=Isinyg.

ProtoZe ostra hrana sekyrky nedovoluje pri¢ny posuv dotykového bodu B, klouZe
konec B po papite v kazdém okamziku ve sméru ostii, tedy ve sméru spojnice AB.
Bod B o soufadnicich &, n opisuje tedy kiivku se smérnici

dn
= =tgy.
a gy
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Dosadime-li sem za d¢, dy diferencialy vypoétené z hofejSich rovnic, dostaneme

dy + lcos ydy

tg x
dx — I'sin y dy
a po Upravé
(5) sinydx —cosydy — [dy =0.
y B(fi)
{
|
| |
c { |
< )
J T
I |
4 |
i
{ |
| |
| |
X
A 8 0

Obr. 1. Prytz(iv planimetr.

Tato podminka, kterou spliiuje rovinny pohyb tyée, je neintegrabilni, takZe mu-
Zeme pokladat thel y za neholonomni funkci proménnych x' = x, x> = y a psat

(6) dy = ML gt — CBX g2
l [
Jestlize se zietelem k (1) ozna&ime
oy siny  dy cos x
(7) PO D Bl £ B R >
O0x l 0x !

pak skutecné vyrazy (2) jsou rizné od nuly a podle (4)

ox! ox*

0 0;
(8) dyy = (JQ‘ - f-ék> doxkdyx!, kl=1,2,
kde d,x* a d,x' jsou dva libovoiné délkové prvky v roving Oxy. Zvolime-li
(9) dix! =dx, dix?=0; dyx' =0, d,x*=dy,

bude v souctu (8) razny od nuly jediny &len, ktery dostaneme kladouce k = 1,
[ = 2, azména y pfi ob&hu v zaporném smyslu obvyklém u planimetrii

diy = —dyx = (‘_72 — ?_Zl) d1x1 d,x? .

ox'  ox?
Avsak
Do _Ora O _ 0t . Ot _ O
ax‘_al'axl*ax b rf’xzh(?x 2
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a podle (7)

Oy, sin?y Oy cos? y

ox? ? ox? ?

takZe vzhledem k (9)
siny  cos?y . ,
dyyx = (7 + ) d;x'd,x* = I dxdy.

]Z

P¥i obéhu elementarniho obdélni¢ku o plose

dS = dxdy
nevratime se do vychoziho bodu s plvodni hodnotou thlu , ale s hodnotou zvétse-
nou o

[

Zménu Uhlu y pii objeti konecné asti roviny plosného obsahu S pak dostaneme secte-
nim zmén pfi ob&zich kolem vsech elementarnich obdélnicki dx dy obsaZenych
uvniti rovinné plochy S, takze

(10) S = (1 = 1o) -

znadi-li y, potate¢ni sklon planimetu k ose Ox. Tak jsme z vlastnosti neholonomni
funkce dosli k rovnici, které se skutedn# pro Prytziv planimetr v praxi uziva({3], rovn.
(12) na str. 900).

Primitivni konstrukci Prytzova planimetru zdokonalil Sanden tim, Ze nahradil
ostii sekyrky dvéma stejnymi ostrymi kolecky voIné ota€ivymi kolem osy kolmé k I
a soumérné poloZenymi vzhledem k AB.

Pak lze misto zmény thlu y &ist vzajemné

pootoceni kolecek, ktera se pfi zméné y y
otaci proti sobé. Snadno zjistime, Ze toto
pootodeni je tmérné zméné y. [Srovn. [3],
¢l. 623,3) a podle (10) také velikosti objeté
plochy, kterou vsak timto zafizenim zmé-
fime presnéji neZ planimetrem Prytzovym.

Sandenova Uprava Prytzova planimetru,
jehoz uhel sklonu je pfimo hledanou
neholonomni funkci soufadnic snimace,
ukazuje, Ze také pootoceni kolecka kolem
vhodné volené osy je moZno uZit k méfeni

i
i
|
|
|
{
|
i
|
|
|
|
|
1
X

ploch, jak je tomu u planimetru pfimko- 0 f

vého a podlového. Obr. 2. Piimkovy planimetr.
Piimkovy (linedrni, vozikovy) plani-

metr je v podstaté ty¢ délky [, na jejimz jednom konci je snima¢ A4 a jejiz druhy

konec B je vazan na pevnou piimku (pojizdi na voziku po pravitku), kterou volime

za osu Ox. (Obr. 2). Poloha tyCe je zcela uréena polohou snimage (Ghel y je tu
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holonomni funkci soufadnic x, y). Pfipevnime-li vSak k ty&i v mist¢ K ,inte-
graéni koleCko se zaoblenou hranou, otacivé kolem osy rovnobézné se spojnici
AB, je jeho odvaleni, vyjadiené poétem n setin obvodu kolecka,

2nr
11 g=—n,
( ) 100
kde r je polomér koleka. Odvaleni ¢ méfi kolmé posunuti tySe v bodé K(&, 1)
a piSeme-li X = OB, plati podle obr. 2 vztahy

(12) x—X=1lcosy, y=Isiny,
do = — sin y d¢ + cos y dn,

takZe

(13) da:—%dé%—zcwxdn.

Dale

(14 (x-XP+y*'= = (x-X)dx—(x— X)dX + ydy =0,

¢ili
(15) dX = dx + -2 dy.
x—X
Oznatime-li A = BK, bude podle obr. 2
A 2
(16) §=X+;(X‘X)s "I:'}'.V,

dg = l—édX—i—&dx.
1 l
Z (15) a (16) plyne

2 y 2
dé=dx+(1 -~} dy, dgp=-d
(1-7) 25 an=qo

a podle (13)

2 —
do = — 2 dx — l——} ——y—dy+£—x.—;“d
l 1) (x - X) ! [

takZe vzhledem k (14)
y 1

do=—2de + ———[(x — X)22 = (I = 2)y*]dy =
1 12(x—x)[( VL= (1= 2)y*]dy
22y (1 _ 2
v AP =g,
1 Jz\lz_yz
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Piseme-li tedy

2
(17) do=—2dx 4+ 27 = —dy = o.dx + o,dy,

l [\/V_v

dostaneme podle (4)

-
(18) d,,o = (%% _ 99 d»cdy——d\dy
Jx dy

dS = dxdy = [ dj,0,
19 S=Ilc~—~a ——Hn —n
(19 (0= o0) = 2ot (0 = o)

kde n — ny je zména &teni na kole€ku p¥i obéhu plochy S vyjadiena v dilcich rovnych
seting obvodu koletka (viz napk. [4], &. 34).

Obdobnym postupem plyne, Ze stejny
vzorec plati i pro planimetr pélovy WV
(poldrni), oviem za piedpokladu, Ze mé-
fenou plochu Ize vytvofit jako soucet ele-
mentarnich plosek, z nichZ kazdou je
mozno snimafem skutecné objet. Vzorec
(19) plati tedy jen pro plochy, vzhledem
k nimZ je pol P planimetru vng&sim
bodem.

V obecném pFipadé je odvozeni vzorce
(19) dosti pracné a proto se omezime na
jednoduchy pfipad, kdy I = R (L‘()?Vt zhruba Obr. 3. Polovy planimetr.
odpovida skutegnosti) a kdy kromé& toho
A = 1. Této posledni volby se sice pfi konstrukci neuZiva, ale 1 stejné€ ve vysledném
vzorei ani v obeecném piipadé nevystupuje (pokud leZi pol vn& méfené plochy).
Podle obr. 3 je sloZka do posuvu ds hrotu A4, ktery objizdi m&fenou plochu, kolmé
k ty¢i AB a mé velikost

(20) do =cos(y + n/2)dx + cos xdy = — siny dx + cos z dy,

kde y je Ghel sevieny ty¢i délky [ s osou Px. Jsou-li X, Y soufadnice kioubu B, spo-
~ jeného s pevnym pdlem P planimetru tyéi délky R = [, plati vztahy

(21) x—X=1Icosy, y-—Y=lIsing,
(22) X*+Y*=R*=1,

(3) (=X (P =E,
odkud

(24) AxX + yY)=xF + y2 =12,
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Dosazenim za Y podle (22) dostaneme

XX + 2y /1P — X2 =2

r

a po upravé
4r2X? — 4r%xX + 1t~ 4?17 =0,
takze
(25)
Podle (22) tedy
4Y? = 417 — 4x* = 41 —
— yZ _ xZ + 4[2x2/r2
=y 4+ X242 — 1) F 2xy JaH? — 1 =
= (y + x \/m_‘zj)z .
ProtoZe pak pro r = 2/ musi byt ¥ = + %y, je tfeba poloZit
(26) 2Y =y F xJ4P? — 1.
Dosadime-li do (20) z (21), (25) a (26), ziskame vztah

2X

=x £y a4 - 1.

2ldo = 2(Y — y)dx + 2(x — X)dy =
=(-yTFx \//W/rzj) dx + (x F y \/Zlgi/rT——l) dy .
PoloZime-li jako diive
do = o,dx 4 o,dy,
bude

26, = — yF x \/Zﬁ/ﬁ 2le, =x F y\/412/r2 -1,
A 2 ——
20%% - xS Jamr o
ay or dy
da 0 ;55— Or
272 =1 F y— Jal i — 1%
0x ar 0x
Ponévadz pak
or _y or _x
ay r ox r’
dostaneme
R
51 (9% _ 90\ _
Ox dy
a podle (4)
go, do, 1 1
di,o=(-~-L)dxdy =-dxdy =-dS.
0x ay l l
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Za udinénych predpokladt plati tedy i pro pdlovy planimetr vzorec (18) a oviem
i vzorec (19), ktery jak znamo, dava velikost libovolné plochy, kterd neobsahuje
pol P planimetru, i kdyZ nejsou splnény podminky R = A = [ (srovn. [4], ¢l. 34).

VSechny uvedené planimetry jsou neholonomnj dynamické systémy, jejichZ kon-
figuraéni prostor je neholonomni dvojrozmérny Riemanniiv prostor V3 vymezeny
v trojrozmérném holonomnim Riemannové prostoru V5 jednou neintegrabilni pod-
minkou. V kazdém okamZiku ma planimetr jen dva stupné volnosti, miZe vak za-
ujmout libovolnou konfiguraci v trojrozmérném holonomnim prostoru V;. To je
charakteristicka vlastnost neholonomnich prostori. Obecny neholonomni prostor
Vi ma m(< n) stupiiii volnosti, ale jeho body jsou rozptyleny po celém n-rozmérném
holonomnim prostoru V,, v némzZ je prostor V' vymezen n — m neintegrabilnimi
podminkami.

Zav&rem piipomenime, Ze béZné pozemni dopravni prostfedky (kromé& kolejovych
vozidel) od Prytzovy ,.brusle, trakafe a Sandenovy ,,dvojkolky* aZ po motocykl
a automobil jsou neholonomni mechanické soustavy, které mohou zaujmout libo-
volnou orientaci v roving, ackoli maji pfi jizdé (beze smyku) jen dva stupné volnosti.
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Pesrome

IMJIAHUMETPbl KAK HEIOJIOHOMHBIE MEXAHWYECKWE CUCTEMBbI

3IEHEK I'OPAK (Zdenék Horak)

ABTOp MOKA3bIBACT, YTO IMJIAHUMCTPbl MPEACTABASIOT COBON HErOJIOHOMHEBIE Me-
XaHMYECKHE CUCTCMBI ¢ JIBYMSA CTemeHsMu ¢BoOoabl. Koudurypauuss 5TMX cucTeMm
onpeneneia JABYMsA KOOPAWHATAMH .\"‘(k = 1,2) TOukM Ha 3aMKMYTOH ILJIOCKOI
KPUBOH, OrPAHMYMBAIOLICH M3MEPSEMYIO [JIOCKOCTb, M TPETBUM MAPAMETPOM Y,
nnddepeHian KOToporo ABJISETCs HEMHTET PUPYEMOi HHeHo#i hopmoit

(D dy = y; dx! + ¥, dx?

nuddepentpasos KoopAMHAT TOYKH Ha 3ITOH KpuBO#. CieioBaTeNbHO, OHIMHEHHbLIT
kosapuaut Gopmst (1)

0 o kda!
2 dy = [-2 — 2 Vdx"dx', k{1=12
@) 211 (Oxl X 2
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oTauraeTcd OT HYJA W JAaCT U3MCHCHHE 3HAUCHUA TapaMerpa y Mpd BPamICHUHA 10

KOHTYpE 3aMKHYTOro mapajjieienunea ¢ rpamsimut dx®, dx'. 3waucnne 6umuneiiHoro
12

KOBapuaHTa (2) NponopuHoHaIbHO HOBEPXHOCTH Mapauiejienunena, u ¢akrop npo-
MIOPUHOHANBHOCTH M3BECTHBIX IUIAHUMETPOB SBJIIETCH NMOCTOsHHBIM. [loaTtomy
H OKOHYATCJbHOE W3MEHEHME MapamMeTpa y HPOMOPUUOHATIBHO M3MepseMoi IIoc-
KOCTH.

Hns ninannmerpa [peit3a u Canjena mapaMeTp y MPEACTABIISET Yoyl MEX/ITY OChI0
npuGopa U NOCTOAHHBIM HANPaBJICHHEM.

HAng JimHelHOro uau mosspHOrO TUIAHMMETpPa POJib NapaMeTpa y MIPaeT yroja
BPSILUEHHS] HHTETPUPYIOIETrO POJINKA,

IIpy MOMOLIM KOHKPETHOIO MATEMATHYECKOro BbIpakeHus GUIMHEHHOro Kosa-
pHanTa (2) IPUXOAUT aBTOP K M3BECTHBEIM (POpMYJIaM, KOTOPBIMH MOXHO IMO0JIb30-
BATKCST JUTSL BBILIE YKA3AHHBIX YEeTbIPEX TUIMOB IJIaHAMETpA.

Résumé

LES PLANIMETRES COMME SYSTEMES MECANIQUES
NON HOLONOMES

ZDENEK HorAx

L’auteur montre que les planimetres sont des systémes mécaniques non-holonomes
a deux degrés de liberté. Leur configuration est déterminée par les deux coordonnées
x*(k = 1, 2) d’un point de la courbe plane fermée, limitant I’aire mesurée, et par un
troisiéme paramétre y dont la différentielle est une forme linéaire

(1) dy =y, dx! + y, dx?

non intégrable des différentielles des coordonnées du point de la courbe. Le cova-
riant bilinéaire de la forme (1)

Ox 0
) dy = (dd — dd) 5 = (S = L) qxk dx!
21 21 12 oxt X/ 2
est donc différent de zéro et donne le changement du paramétre y, causé par
la circulation autour d’un parallélogramme fermé engrendré par les deux éléments

linéaires dx*, dx'. La valeur du covariant bilinéaire est proportionnelle & la surface
12
du dit parallélogramme élémentaire, le facteur de proportionnalité étant constant

pour les planimétres connus, de sorte que cette proportionnalité se conserve encore
pour les surfaces finies.

Pour les planimeétres de Prytz et de Sanden, le paramétre y est égal a 'angle d’écart
de I'axe de 'appareil par rapport a sa direction initiale.
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Dans le cas des planimétres linéaire et polaire, c’est Pangle de déroulement de la
roulette d’intégration qui joue le réle du paramétre y.

Partant de I'expression (2) du covariant bilinéaire et poussant les calculs jusqu’au
bout, I'auteur arrive aux formules bien connues dont on se sert pour les quatre
types de planimétres mentionnés plus haut.

Adresa autora: Prof. dr. Zdenék Hordk, Katedra fysiky strojni fakulty CVUT, Praha 2, Kar-
lovo nam, 13,
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