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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY (CisLo 3

VYPOCTOVA METODA KRITICKYCH OTACEK
ZALOZENA NA POSTUPNEM PRIPOJOVANI POLI

Lupvik Janos
(Doslo dne 26. listopadu 1960.)

V praci je odvozen zakon skladani frekvenénich spekter htideld, odpovi-
dajici jejich spojeni ve spole¢ném loZzisku.

uvoD

V predloZené praci se budeme zabyvat uréenim frekvenéniho spektra hridele
uloZeného v libovolném poctu tuhych loZisek. Frekvenénim spektrem rozumime
soustavu viech kritickych Ghlovych rychlosti w, htidele. Z davodi &isté pocetnich
v8ak budeme pracovati s veli¢inami 1, oznaenymi vziahem 4, = I/U)f, a=1,2,3,...
Veli¢inam 1, budeme Fikat viastni ¢isla h¥idele, a soustavé viech {4,} prosté spektrum
hiidele. Zakladni problém, ktery je v praci Fefen, je tento: BudteZ dany dva hiidele
o spektrech {172} resp. {#24,}. Oba hiidcle spojime v misté spoledného loZiska, ¢imz
vznikne novy hiidel, jehoZ spektrum {2,} mame urcit. Uloha tedy spodiva v tom,
odvoditi zakon skladani spekter hiideld pfi jejich spojovani ve spoledném lozisku.
Lze snadno nahlédnout, Ze k urleni vlastnich &isel {4,} spojeného hiidele nestadi
pouhé znalost vlastnich &sel {V2,} a {¥4,}. Spekirum tedy samo necharakterisuje
plné hfidel. Jsou proto zavedeny veliciny ¢f;, i,j= 0,1, « =0,1,2,3,..., tak
zvané vlastni ohybové poddajnosti hifdele, které spolu se spektrem {4,} jiz htidel
uruji. Veliciny @7, jsou uréeny vztahy (2.3), (2.4).

Hridel je tedy charakterisovan soustavou &isel {4,, ¢}

Jsou-li dané dva hiidele charakterisovany soustavami {1, V¢i} resp.
{2, Pl je spektrum {4,} spojeného hridele dano juko soustava viech kofendt
rovnice (3.15). Vlastni poddajnosti ¢7; spojené¢ho hiidele jsou pak dény formulemi
(3.11), (3.13), coZ je Fefeni zakladniho problému.

Postupnym uZivanim odvozeného zakona skladani sc vypodet spektra celého
hiidele redukuje na stanoveni vlastnich ¢isel a vlastnich poddajnosti jeho jednotli-
vych poli, to jest Useki mezi sousednimi lozisky, z nichZ se cely hiidel postupnym
pfipojovanim da sloZit.
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1. POMOCNE UVAHY

V praci se budeme zabyvat uréenim soustavy vlastnich frekvenci o, hfidele rotu-
jiciho obecné v n + 1 loZiskach, jejichZz polohy oznafime x, < x; < ... < X,
To vede na problém nalezeni dvou funkci u(x), y(x), které¢ by spliiovaly nasledujici
podminky:

(1.1) 1. u"(x) + w? y(x) m(x) = 0,
V'(x) +  u(x) p(x) =0
pro xe(x, X;aq) i =0,1,2,..,n — 1.

2. Funkee u(x), y(x), y'(x) jsou spojité na {x,, x,» a kromé& toho je

(1.2) Wx)=0, i=0,1,2,...,1,

(1.3) u(xe) = u(x,) = 0.

Ka?dé hodnoté o, pfi které existuje netrividlni feSeni tohoto problému, budeme
fikat vlastni neboli kriticka thlova rychlost hiidele. Vsechny takové hodnoty uspo-
fadané podle velikosti @, < w, < ... tvofi frekvendni spektrum {w,}. Rady kritic-
kych hodnot budeme oznaCovat feckym indexem «, f, nebof latinskymi indexy

oznalujeme loZiska.

Pri tom znaci:

x;, 1=0,1,2,..., n, polohu i-tého loZiska,

y(x) prihyb v mists (x),

u(x) ohybovy moment v mist& (x),

m(x) hustotu hmoty v misté (x),

p(x) hustotu poddajnosti v misté (x),
definovanou vztahem
p(x) = 1/EI(x),

E modul elasticity,

I(x) moment setrvagnosti priifezu v misté x,

)

« thlovou rychlost.

Definice 1.1. Funkce K(x, 1) je definovand vztahy

IIA
=
A

=X

1
7(7( - x) (x, — 1), xq
Jﬁ(xﬁ !) =

Xn s

il

“{t = x)(x,— X)), xo=StZx
/ v

kde | = x, — x, (délka hr"fdele) je strunové jadro pro interval {xg, X,»-
Definice 1.2. Budi# A(x, 1) libovolnd funkce dvou proménnych x, t e <a, b).
Budtéz nyni

X1y Xgyeuny Xy Byl .. t,€<a, b).
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Xy Xgsees Xy

Symbolem A ( > oznadime determinant matice sestavend z cisel A(x,, tj),

tista sy ooty
tedy

A (Xl; Xayeens x> = det. |A(x, )]} .

t1 s tz s s by
Definice 1.3. Funkei G(x, t) definovanou

Xy X1 Xg0ees, x,,l)

<I Xis Xgy ey Xy g

G(x, [) — 3 2 n
F(xl,xz, ...,x,,_1>

X1 X025 evey X5 g

Ix, 1) = ij(A s) K(1, 5) p(s) ds,

X0

>

kde

budeme nazyvat pri¢inkovou nebo Greenovou funkci hiidele.
V knize [1], &ast 11 je ukazano, Ze krajovy problém (1.1), (1.2), (1.3) je ekvi-
valentni homogenni integralni rovnici

(1.4) w? J‘:HG(X, 1) y(t) m(r) dt = y(x).

Obecendji, piseme-li v rovnicich (1.1) miste w?® m(x) y(x) libovolnou funkei g(x),
majici vyznam hustoty sily plsobici na hfidel v bodé x, dostaneme z problému
(1.1), (1.2), (1.3) obecny nehomogenni problém, jehoZ feleni je dano vzorcem

w(x) = f G(x, 1) q(t) dt .

O funkei p(x) budeme predpokladat, Ze je spojitd, omezend a kladna na kaXdém
intervalu (x;, X;4,), i = 0,1,2,...,n — 1. Z kladnosti funkce p(x) plyne positivni
definitnost jadra G(x, t) ([ 1], str. 242).

O funkci m(x) budeme piedpokladat, 7e je spojita, omezena a nezdporna na kazdém
intervalu (x;, x;4+,), i =1,2,..., n — 1. Z toho pak plyne, Je je-li m(x) alespont
v jednom z intervali (x,, x,, ) alespofi v jednom jeho bodé riizna od nuly, obsahuje
frekvenéni spektrum nekoneéné mnoho hodnot:

Wy < Wy < ..o < w, < ...

Zavedeme-li nyni funkci M(x) vztahem

(1.5) M(x) = f fm(r) ar,

Xo

ma rovnice (1.4) tvar

(1.6) o? J "G, 1) 9(1) AM() = ¥(x) -

BT
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Tento tvar nabizi zobecnéni. Za funkci M(x) miZeme totiz vzit libovolnou neklesajici
funkei na intervalu {x,, x,» (obecnd nezdporné mira na {(x, x,).

Definice 1.4. BudiZ M(x) neklesajici funkce na {xo, x,y. Zavedeme mnoZinu
Iy © {xg, X, jako mnoZinu téch x € {xo, X,>, v jejichi Zddném okoli neni funkce
M(x) konstantni.

V [1], IV je uké4zano, 7e kazda charakteristicka hodnota o> rovnice (1.6) je ne-
degenerovana a Ye frekvenéni spektrum {®,} je nekoneéné tehdy a jen tehdy, je-li
mnoZina Iy N (x;, x;+1) nekonedna alespoil pro jedno i =0,1,2,...,a — 1.

V piipadé opaéném obsahuje mnoZina {w,} pravé tolik prvkil jako mnoZina

n—1
QO[IM N (xia Xipy)] -

V dal§im se budeme zabyvat otazkou nalézti prihyb y(x) hfidele, vyvolany momenty
ug, Uy, priloZzenymi k ob&ma konciim hridele, je-li hiidel ve stavu rotace uhlovou
rychlosti @. To vede na fedeni soustavy (1.1) s podminkou (1.2), a misto podminky
(1.3) bude podminka
(1.7) u(xo) = ug, ux,) = u,.
Reseni tohoto problému bude zaviset na tfech parametrech ug, u;, @

u(x, w, ug, uy),

y(x, o, ug, tq) .
Reseni pro @ = 0 budeme psat

U(x, ug, uy), Jx, up, uy)

Pro funkee u(x, uq, u,), J(X, uq, u;) lze snadno nalézt explicitni vyjadfeni, my viak
je v dalsim nebudeme nikde potfebovat, proto je neuvadime. O funkeich @(x, ug, u,),
F(x, uq, uy) stadi védet, Ze jsou spojité na {x,, x,> a funkce j(x, u,, u,) ma dokonce
spojitou derivaci. Pro hfidel na dvou loZiskach v bodech 0, [ je zfejmé

ﬁ(x! Ug, ul) = Uy (1 - —JIE) + Uy zlc“

Funkee y(x, o, ug, u,) je zfejmé& FeSenim nehomogenni rovnice

(1.8)  ¥(x, @, ug, uy) = J(x, ug, uy) + wzj "G(x, 1) y(t, o, ug, uy) dM(r)

Xo
5

Zavedeme nyni veli¢inu A vztahem

(1.9) 1=t
1)

a analogicky

(1.10) A==
)

Veli¢inam 1, budeme Fikat vlastni ¢isla hiidele a soustavé {Aa} prosté spektrum.
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Regime-li rovnici (1.8) rozvojem podle vlastnich funkei rovnice (1.6), dostaneme
pro funkci y(x, @, u, ) vyjadieni

(L.11) y(x, @, ug, ty) = Fx, ug, uy) + Y
a=1

;@l.f}mumuodeMwyxw,

- M
kde funkce y,(x), y,(x), ... tvoii ortogonalni soustavu vlastnich funkci rovnice (1.6),
normovanych podminkou

(1.12) j "y2(x) dM(x) =
X0
Konvergence pravé strany rovnice (1.11) je stejnomérna.

Véta 1.1. Rozvoj pro funkci y(x, o, uq, u,), dany rovnici (1.11), lze formdlné
derivovat, tedy plati

» i Py J F(t, o, ur) yor) dM(1) yi(x) .

Dukaz. Funkci ﬁ(x, uo, U1) je mozno jakozto spojitou funkei rozvinout v fadu

F(x, tgyuy) = Y a, yx),

a=1

konvergujici ve smyslu normy v I¥. Pro &isla a, dostaneme vyjadfeni
g 2 a ]

a, = J‘x"y(x, Ugs 1y) Yo(x) dM(x) .

X0

V(x, 0, ug, uy) = §'(x, ug, u

Derivujme nyni rovnici (1.8). Podle povahy jadra G(x, ) mGZeme derivovat za zna-
menim integralu, ¢imZ dostaneme vztah

Xn
Y(x, 0, ug, uy) = §(x, ug, uy) + »? J. G,(x, 1) (1, o, ug, uy) dM(z),

X0

kde

0
Gl(x, If) = EM G(x, I) .

Dosadime-li sem za y(1, o, g, u,) r0zvoj

y(t W, Uy, 141) = yt u()vul) + z /’{ aya(t)

dostaneme

V(% 0, g, uy) = §'(x, ug, uy) + wzj‘ Gi(x, 1) 3(t, ug, uy) dM(t) +
X0
0? Y —2oa, |7 Gy(x, 1) vlt) M) = F(x, gy u,) +
a=1 /1. — /’Ld Xo
f W’y aaf"cl(x, ) yud) AM() + o Y 1‘_1 an. "G4, 1) yat) AM(1).
1 X0 a=1 - Aq Xo
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Nyni v8ak je podle definice

rG(x, 1) y,(t) dM(1) = 2, y,(1)

a tedy derivaci
f G (%, 1) yudd) AM(1) = 4y y1(x)
Vyraz pro y'(x, w, g, u,) lze tedy psat

V(% @, up, uy) = §(x, ug, uy) + @* Y a4, yix) [1 + - A“) ] =

a=1 Ay

= o ;“a ’
= ' (x, g, ) + a, yix),
a=1 A. — /1».

a

nebof w?4 = 1, coZ bylo dokéazati.

Véta 1.2, Je-li y,(x), u(x) Fefeni homogenniho problému (1.1), (1.2), (1.3), plati
vztah

o’ anj,(x, Ug, Uy) Vo(x) dM(x) = rng(x, Ug, ;) u,(x) dP(x),

X X0

kde dP(x) = p(x)dx proa =1,2,3, ...
Dikaz. Podle definice funkce i(x, ug, uy), y(x, ug, uy) splituji vztahy
4"(x, ug, uy) = 0,
7, tgs ty) + (%, ug, ) p(x) = 0, xe(xpxi4y), i=0,1,2,..,n—1.
Nasobenim rovnice
ug(x) + oF y(x) m(x) =0, xe(x;,x;41)
funkei y(x, ug, uy) a integraci per partes v mezich x,, x;., dostaneme

Xi+

F(x, oy u13) ya(x) AM(x) =

J‘ ug(x) p(x, ug, uy) dx + w2 f

Xi X

X4 1
= luy(x) §(x, ug, ug )5t ~ f u(x) y'(x, ug, uyg) dx +

Xi

+ o f I, o, 1y) ya(x) dM(x) = 0,
7z ¢ehoz

J uy(x) y'(x, ug, uy) dx = wf‘[ F(x, ug, uy) y(x) dM(x) ,

X Xi
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nebot J(x, ug, ;) splituje podminku (1.2). Dal3i integraci per partes levé strany
dostaneme

Xi+1 Xi+1
J ug(x) 7'(x, g, uq) dx = Ju, (x) 7'(x, o, uq)[517" — j u(x) 7'(x, ug, uy) dx =
Xq

Xi
Xi+1

= fus(x) (e wgn )50 + j 0a(3) (x, g, y) AP(S)

X
z ¢ehoz

Xi+1 Xi+1
w‘fj F(x, ugs ty) yo(x) dM(x) = J i(x, g, ty) u,(x) dP(x) +
X

xXi
+ Jul(x) §'(x, ug, ug )3

Souctem téchto rovnic pfes i = 0,1,2,...,n — 1 dostaneme

w? J:")—I(X’ oy 1) y(x) dM(x) = r"ﬁ(x, Ug, ty) Uy(x) dP(x) +

X0 L v X0
n—
+ Z |lla(,\') y’(x’ an ul)l;+l M
i=0

Posledni vyraz je v§ak roven nule, nebof u,(xo) = u,(x,) = 0, z &hoZ plyne nae
tvrzeni.
Véta 1.3. Plat! vztah

J e, ttos 1,) () AP(x) = g ¥(xo) — s Vx,) -

X0

Dikaz. Pro kaZdé i = 0,1,2,...,n — 1 plati

f I ii(x, ug, uy) u(x) dP(x) = — J " i(x, ug, uq) ya(x) dx =

Xi

= — la(x, uo, uy) yy(x)i5i +j '(x, ug, uy) yux) dx =

Xi

= — (x, o, ug) YN + 1@ (x, ug, uy) y(X)I5 —

Xi+1
- ( @"(x, ug, uy) y(x)dx = — [a(x, ug, uy) yyx)F+1,
nebot posledni dva vyrazy jsou rovny nule. Souétem pfes i =0,1,2,...,n — 1
dostaneme
j U(x, g, uy) u,(x) dP(x) = uy yiXo) — uy yilxn),
coz bylo dokazati.
Ze vztahu (1.11) a z v&t 1.1, 1.2, 1.3 plyne koneény tvar vyrazu pro funkci

V(x, o, ug, uy)
2

! =/ od /‘{q " = ’ ’
(112) y (X, w, Ugp, ul) =Yy (X, Ugp, ut) + Z /1 /1 I_uO yu(x()) - Uy ya(xn)] ya(x) .
a=1

a
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2. OHYBOVE FUNKCE HRIDELE

Definice 2.1. Funkcim a;(3), i, j = 0, 1, definovanym vztahy
ago(A) = y'(x0, @, 1,0), a,o(4) = y'(x,, 0, —1,0),
aOl('&) = y’(x()s , 09 1) ) a]l(j') = y’(xm , 05 —1) >

kde . = 1/w?, budeme Fikat ohybovd funkce hiidele.

Ziejmé plati vztahy

(2.1 V' (%0, 0, o, y) = ugaoo(A) + uya0s(4),
V' (X @, ug, ug) = — [uo, ayo(A) + uyay,(4)]

Véta 2.1. Budte? ug, u, uy, u libovolnd &isla. Plati vztah

u: y/(xo’ @, Up, ul) - uT y’(xm , Ug, ul) =

Xn Xn
= f u(x, o, ug, u,) u(x, o, uy, uy) dP(x) - cozj y(x, o, tg, uy) .

Xo X0

(%, @, ug, ul) dM(x) .
Didkaz. Nasobenim rovnic
V'(x, w, tg, uy) + u(x, , ug, uy) p(x) =0, xe(x;,x14q)
funkei u(x, w, u§, u), integraci per partes ptes intervaly (x;, X;44),i = 0, 1,...,n—1,
dostaneme Zadany vztah.
Véta 2.2.
ao1(2) = ao(4).

Ditkaz. Vyraz ug y'(xo, o, tg, u;) — u y'(x,, ©, up, u;) je podle (2.1) roven
vyrazu

up[tooo(A) + uyaei(A)] + uiluoa,o(2) + uyay(2)].

Podle vty 2.1 je viak tento vyraz soumérny vzhledem k zAméné u, za ul a u, za u?,
z CehoZ plyne

[a01(2) — ayo(A)] (uouy — uyuy) =0,

a tedy vzhledem k libovolnosti ug, u; ug, u}

agy(A) = ayo(2).
Z véty 2.1 plyne pro w = 0 vztah

22) 5 (xor oy t1g) — u? §(xn oy 113) = j ", woutty) ii(x, ut, u) dP(x)

xo

pro libovolna ug, u, ug, uj.
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Z definice 2.1 a vztaht (1.12) a (2.2) plynou pro a--(i) vztahy

aoo(A) = J %(x, 1, 0) dP(x) + z i" [ya(xo)]?,

0

amn=ﬂﬂauwmmoww 350 ¥ (s,

m®=r(NUWM+Z D&W

xa

PoloZime-li nyni

(23) 930 = J "2(x, 1,0) dP(x) ,
00, = j "i(x, 1,0) i(x, 0, 1) dP(x),

0%, = j "#2(x, 0, 1) dP(x) ,

(2.4) Poo = Aq Y;2(x0) >
. SPoy = — }“ay'(xo) YL(xn) »
05 =2, y.(x), a=12,..,

mlZeme psat strucng

(2.5) a ij(l) @? o

0%, i,j=0,1.
a=1 A — ) j

P¥i diikazech naSich tvrzeni jsme predpokladali existenci funkce m(x) = M'(x),
nebot jsme uZivali prvni ze soustavy rovnic (1.1), totiZ rovnice

u'(x) + o® Yx)m(x) =0, xe(x; X;4,)-

Pro ptipad, Z¢ by funkce m(x) neexistovala, musili bychom ditkazy modifikovat
vychazejice z rovnice jednou integrované, totiz

w(x) — w(x) + w? J "y(t) dM(f) = 0, xe€(x; Xisy)-

V ptipadg, Ze mnoZina U I 0 (x;, X, ) obsahuje jen konetny podet r bodfi, ma téz
i=0

spektrum 2, pravé r hodnot A; > 1, > ... > 1, a tedy téZ vlastnich funkci je ko-
nedny podet, y,(x), y5(x), ..., ¥(x). V tom pfipad& ve viech rozvojich s¢ nekone&ny
soulet zaméni koneénym souctem. Pro ten piipad jsou definovany jen veli¢iny

(P?’jl i,j:O,l, asO,l,Z,...,r
Abychom nemusili oba ptipady rozlifovat, budeme psat disledn& } , &mzZ se rozumi

a

soudet pfes viechny indexy, pro které jsou indexované veli¢iny definovany.
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Poznamka. Na zéklad® oscilatnich v&t o vlastnich funkcich y,(x) ([1], 1IV)
plyne, Ze y,(x,), yix,) * 0, a tedy podle (2.4) plyne

2.6 Poos 051 > 0,
( ) p:() P11 proo =1,2,3,...
®o1 ¥ 0,

A viimnéme si jeité, Ze podle Schwarzovy nerovnosti z (2.3) plyne
[@81]2 = @80@0?1
az(24)
[06:]* = 0500, a=1,2,...

3. PRINCIP SKLADANI POLI, GRUPOID HRIDELU

Jak bylo uz fedeno, hiidel je uréen zadanim polohy loZisek x, < x, < ... < X,
a dvéma funkcemi m(x), p(x), které spliiuji podminky m(x) = 0, p(x) > 0, x €
€ {Xg, X,». Jak bylo v odd. 2 ukazano, kaZzdému hiideli p¥islusi trojice funkci aij(xl),
jejichZ poly jsou pravé vlastni &isla hiidele. Z povahy problému je patrno, Ze tyto
funkce se nezméni posunutim celého hiidele o urcitou délku d, tedy transformaci
danou vztahy

X=x+4d,

m(x) = ’"(x)} Felxg + d,x, + dY.
B(%) = p(x)
Hiidele vzniklé posunutim o libovolnou délku d budeme pokladat proto za ekvi-
valentni. MnozZinu t¥id sobé ekvivalentnich hiideltt oznadime G. Je nasnadé zavést
do mnoZiny G operaci skladani . timto zptisobem:

BudteZ g,, g, € G. Nechf g, je representovan hiidelem, uréenym

Wxe < Wxy < o< Wx,, Om(x), Op(x), xedPxq, Px

Vg
Ve tiidé sobé ekvivalentnich h¥ideld, representujicich g, nalezneme takovy, pro né&jz
zadatek P)x, splyne s koncem Vx, prvého, tedy Px, = (x, . Pak element g, < g,
pfedstavuje tfidu, representovanou hfidelem uréenym

Wy < My <o« Wy, = Pxg < Py <, < @

m(x), p(x), m(x) = Pm(x
pgx; = “)p(x; } xe(Pxo D)
m(x) (2)}17()() } xe <(2)X03 @)y > .
p(x) = “p(x) "

V dal§im pdjde o to uréit funkce al-j(/i) prislusné k g, - g,

ny 2

Il

grod2 aij()') 5

zname-li funkce Va;; (1), @a; (1) piisluiné k g, a g,
g, (l)aij(j') y g2 (Zjaij(}')~
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Budte? tedy Vxo < Px; < ... < My, Pxy < Px; < ... < Px,, polohy lozisek
dvou danych htideld, a nech( je ‘x, = ®x,. Politejme pro spojeny hiidel
Wxy < Wxy <0< Wy, < P <0< Px) funked y'(x, o, ug, uy). Podle de-
finice je
1 1),
ago(A) = ¥'(Vx, 0, 1,0), ayy(2) = y'(‘Vxp, ,0,1),
2 2

(111(,1) = y,(( )X”Z. w, Oa —1) > A= ]/CO
Nyni viak funkce u(x, o, 4, u;) ma urditou hodnotu v bod¢ x, = *)x,, kterou
oznalime u. Pak ale je

(1)y(x7 W, Ug, U) = ,V(X, @, Up, ul) pro x € <(1)X()a (1)x111> bl
Py(x, w, u, uy) = y(x, 0, ug, uy) pro x e {Pxq, Px> .

Abychom ur&ili neznamou hodnotu u, vypoGitime z obou hofejdich rovnic
17(1)
V' (P, o, ug, uy)

V(X 0, ug, uy) = Dy (Vx, o, uy, u) =
= up "y (Px,,, 0, 1,0) + u Dy (Mx,, 0,0,1) = — uy™Mayo(d) - u' Ya,(4),
V(% @, ug, uy) = Py (Bxg, 0, u, uy) = uPage(2) + uy Pagy(R),
z ¢ehoZ porovnanim
_ - uoVayo(2) ~ uyPag(4)
Wa () + Page(r)

Abychom nyni vypogitali aoe(4), musime poloZit u,

i

Lu, =0
ago(4) = ¥'(Pxq, @, 1,0) = Op(Dxg 0,1, u) = Page(d) + u Pagy(4) ;
veliina u mé pro tento pfipad hodnotu

Da, (%)

T Wa () + Page(d)

z &ehoZ pro age(4) plyne

- a — (g _ ¢ amU‘)]
(3.9) 0o(4) 0ol) — - Day(2) + Paagg()

nebot podle véty 2.2 plati Mag,(1) = “a,,(2). Obdobng bychom nasli

Way (1) Pag, (A
(3.2) ag:(%) = — o) (2,01() )
ay(A) + Page(2)

(3.3) ap(2) = Payy(2) - (h, [((j;(:(é)’]az (A)

Tim je odvozen zakon skladani trojic ohybovych funkei hiideld Va;(4), Pa;;(2),
korespondujici zakonu jejich spojovani.
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Pro funkce Va;;(2), (z)a,-j(,l) a,;(A) mame podle (2.5) rozvoje

n
A @
W, (1) = Dol + Z . (1)/1 Wz, @g (1) = DY + Z. (2)} @pz,
au(i) ¢,1+Zlﬁ} 0, i,j=0,1.

Nyni ndm pijde predeviim o to urgit spektrum {4,} sloZeného hfidele ze znalosti
funkci Va,(2), Pa; (1), a na zakladé toho urdit téz veliciny ¢F;.
Ze vztaht (2.5) plyne
(3.4) lima () = o0 <> g {A}.
A—2dp
Tato implikace plati pro libovolna i, j = 0, 1, tedy napf. proi =0, j = 1.
Podle (3.4) plyne z (3.2)

639 i) el
’ Ao g (1)a11().) + (z)aoo(l)

Pro lepsi pfehled zavedeme toto oznaceni:

= o0 <> Ay e {Ag}.

Definice 3.1. Zavedeme mnoZinu A vztahem
Wa () + Pagg(d) =0« 1ed.

DokéZeme nyni vétu:

Véta 3.1, {MA)} ~ {PA) = {4}, kde {4}, resp. {PA,}, resp. {4,} znadi spekira
prvého, druhého a sloZeného hridele.

Diikaz. BudiZ tedy pro n&jaka a, f: V4, = @1, PoloZime-li

) .
Da;(2) = 2 — My Dol + Prd), Lj=01,
a podobné
@g, () = Pl o o (2
ai;j @ @i+ ru( )’
A=,

nabyvaji funkce Vr, (1), Pr,(4) v bod& 1 = V), = P2, konetné hodnoty. Podi-
tejme limitu

W, (1) Pag, (1)
im0, Da () + Page(h)

(”) (1) (1) (Z)Aﬁ (2) 8 (2)
iy ®o + Pro 1(4) — by + Proy(2)
PRENCYY 7

A=, a (1), ) by v p 2. (7
I‘ il),{ Pyt r,l(/l) + ‘——(zﬁ;’ Qoo T+ rOO(A)
(1 1 2
. 7, ( )<P @ph, "

2y A — D], Mgt 4 @b
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nebot podle (2.6) jsou Vb, P, + 0. Podle (3.5) to viak znadi, e V1, € {4},
coZ bylo dokazat.

Véta 3.2,
[{”u’a} Y {(Z)Aa} ™~ {(‘)Aa} N {(Z)'la}] n {'{a} =0.
Dikaz. Mame ukéazat, Ze napt. kdyz V2, € {{"'4,}, avsak pii tom (DA, € {P4,},
e plati V2, € {4,}. Poditejme opét limitu
(S35
(1), ) @y, (3
e 05, + Pro (4 ag (4
Wg0,() Pagy(d) ; [/1 _ o1 o1 )] 01(4)

m0n, Da (A + Page(d)  a-oa, VI,
L — Wy,
_ g, @ay,(D2,) .
oty
nebot Pa,,(V4,) je podle predpokladu konedné &islo. Z toho viak podle (3.5)
plyne, Zze M1, € {4}, co¥ bylo ukazati.

Véta 3.3

Doty + Dry(4) + Pag()

L,

A< {4}
Dikaz. BudiZ tedy Ae A, coZ zna&, ¢ 1 je kofenem rovnice Ma, (1) +
+ @ay4(2) = 0. Necht prvy hiidel g, je dan opét loZisky
My < Wy <0< Wy,
a druhy hfidel g, loZisky
@y < Pxp <o < Px

ny?
pfi ¢emz je (Vx,, = Px,. Pak sloZeny htidel g = g, o g, je dan loZisky
Wxp < Dy <o < Wy, = By« Py <0< Py

poloZme nyni w® = 1/4 a uvaZujme pro hiidel g, funkci ‘Vy(x, w, 0, 1) a pro hiidel
g, funkci @y(x, w, 1, 0) a polozme

y(x) = Py(x, 0,0,1), Px,<x g Px

2 2

y(x) = Py(x, 0,1,0), Px, <x=Px, .

Funkee y(x) viak predstavuje FeSeni homogenniho problému pro cely hiidel
xo = Wxy < Pxp < .o < Wy, = Pxy <. < Px,, = x,,

ny

A I

nebot podle definice funkci y(x, @, ug, u,) spliiuje soustavu rovnic (1.1) i homogenni
podminky (1.2) a (1.3). Zbyva jen dokazat spojitost y’(x) na celém intervalu {x,, x,,
to znamena i v bod& spojeni obou hiideli (Vx,, = Px,. Derivace zleva funkce
y(x) vtomto bodg je Vy'(‘Vx,,, w, 0, 1), coZ je podle definice 2.1 rovno — Ma, (7).
Derivace zprava ?y'(®x,, o, 1, 0) je rovna Page(4). Tato dvé &sla jsou si rovna,
&imZ je spojitost y'(x) na {xo, x,»> prokazéna. Refeni y(x) je jisté netrividlni, nebot
jemu pFislugna funkce u(x) nabyva v bodé Mx, hodnoty u(x,,) = 1. Je tedy hodno-
ta A vlastnim g&islem spojeného hiidele g, coZ bylo ukazati.
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Z vE&t 3.1, 3.2, 3.3 plyne dileZity vztah pro spektrum spojeného hfidele
(3.6) (L} = (V4G n {P2] v 4.

Z uvedenych vét totiZ plyne [{{V4,} n {P4,}]w 4 = {4,}. Kdyby viak bylo
LE A, L {MA,} U {PA,}, pak ze vztahu (3.2) a (3.4) plyne 4 € {4,}, &imZ je vztah (3.6)
dokazan. Kromé toho je vidét, ze mnoZiny {{V4,} n {¥'4,}, a 4 jsou disjunktni, ne-
bof plati
(3.7) (MY AA=0, {P21nA=0.

Obratme nyni pozornost ke stanoveni vlastnich poddajnosti ¢7;. Podle definice je
afd) = o + T oy,

4

z CehoZ plyne

(3.8) ol = lim a(2),
Ao
(3.9) A L tim (= 2) ai (%),
Ag A= 2y

x=1,2,., i, j=0,1
Ze vztahti (3.1), (3.2), (3.3) a pravé feSeného plyne ihned

1,0 72
(3.10) 900 = V000 ~ oo [O "’0‘(1) S
@1+ Qoo
PR
P11+ T Poo
2),,0 [(Z)Q’gx]z

4]
P11 Py — (_—_1)(0(1)1 n (2)(,030‘
To je zdkon sklddani veli¢in ¢9;.

Veli¢iny ¢7; maji zakon skladani razny podle toho, je-li prisluiné 2, v mnoZing
{2} 0 {P1,} nebo v mnozing A. Nechi tedy A,e{V}n{@1}, tedy

by = WP, = P, a potitejme podle (3.9) @h:

« 1 ..
@ho = — lim (L — 4,) age(4) ,

Ay A= i

coz podle (3.1) je

1 im (= A) [‘”am(l) - M@]Zﬁ] -

Ay 2o A Wa,,(2) + a

(1)2 )

1 ) 1y, Yo
= lim (A = 4) | ——— Wt — — -
Ay Ak ol a— iy 00 €9)) 21
T ¢ — i+ f_ @i,
A— My, A= @),
_ g _ [Pl
Poo ~ (13

« (2),a
Poo T ' Poo




Analogickym vypoétem pro viechny ¢f; dostaneme v tomto ptipadé vztahy

e [Veb]*

(3'“) Po0 =" Pgo
Dot + Db,
1) a
e TR T
Po1 )« (2)
P11+ <P00
(2)(0: 2
x ' o£ P
P11 = (2)(1)11 BTN [ 01]

@11 + Db
Tento zakon skladani veli¢in ¢3; plati tedy pro ten piipad, Ze A, € {{V2,} n {P4,}.
Poznamka. Index o na pravé strand vzorci (3.11) nemusi Ciselné souhlasit s in-
dexem « na strané pravé, nebol uspofddanim vysledného spektra {1,} se zméni
pofadi.
Budiz nyni 4, € A a pocitejme opét podle (3.9) velicinu @5,

%0:; n @—/)[ aga(l) — - LoD ,]_

i Day(7) + Pago(l)

~ ! im l:(/l — 1) Dago() - (2 ~ 1) = [Pag,(4)]?

D A= ag (A + Page(4) N

1[‘”(101(/1 ol liT Ty (’1) +/}2)”00(/1)’
a tedy podle 'Hospitalova pravidla koneéng
_ [Paoi(2)]* !
Ay [“)a“(la)]' + [(7‘)(100(2,)_]'
_ [Pao()]

A Z hi)i_ (1)1011 + Z Jlﬁ___ (2)‘#’30
7, — (V1) (he — @2,)?

nebot jmenovatel je podle (2.6) kladny.

a

)

Podobnym vypodétem pro ¢f,, ¢7, dostaneme formule

1) (Ullf (1) .8 :
[( Q(’o +Z )P 1:|

“)2

(3.12) Poo = (1)/1/; o (2')/% o >
A | 20— O+ Y s e
[t e P iy
Wl + % W1, Wt | @0, + 3 - P
a @01 Ly, o P01 2 gy o6
Por = — >

) (“’1/} 1 2 Ap 2y f
Aq LZ - vl )@11 P — ¢ )(Poo:l

7 (e — WA 7 — 21,
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/1 2
[‘”fp + }:l — i (2’4051]

o (2),1[3

1=
(1)
;/,'

2
o | ¥ E— ‘”qo L Do ]
B (e = Oy T ;(% )

¢imZ je dan zakon skladani veli¢in ¢f; pro piipad, Ze 1, € A.

Souhrné mizZeme tedy rici:

Jsou-li dany dva hfidele g, g,, charakterisované spektry {1}, {¥'4,} a sou-
stavou velicin {{Vg}, {Pgi}, je spektrum slofeného hiidele g = g, o g, dano
sjednocenim praniku {{4,} n {¥’4,} a mnoZiny A viech kofend rovnice
(3.13) Wa, (7)) + Page(d) = 0.

Soustavu viech isel {¢%,} urime takto: Pfedng uréime ¢f; ze vzorci (3.10).

Pfi uréovani ¢3; musime rozliSovat dva pfipady podle toho, jestli pfisluina hodnota
A, patti do {V4,} n {¥A,} nebo do A.

I Jestli 4, € {P2,} n {P'4,}, pak ¢f; uréime ze vzorcd (3.11).

I Jestlize A, € A, pak ¢f%; urlime podle (3.12).

Viimné&me si blize rovnice (313) Rozepsanim podle (2.5) ji uvedeme na tvar

(3.]4) (1)(/,(1)1 + (2)(1’80 + Z (1) z 4 Z Aa ’2)/’%0 -0.

P w — @y,

Vezméme si nyni mnozinu {2} u {¥4,}, kterou oznacime {1,}, &isla 1, si mys-
leme usporadany
IL>1,>1 >
PoloZme nyni
7 = Vol + ot
Je-li
1 = (2
Z:z = ¢ )’1[}’ Ize{( )Aa{}y
poloZme @* = Mok .
Je-li
_ To=D2, Z,e{Vi},
poloZme ¢* = Pgh .
Je-li
1 2
T, =M, = @4,

polozme ¢* = Vol + Ppi,

Pii této transkripci bude mit rovnice (3.14) tvar

(3.15)

/1—,’{
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Nyni je vidét, Ze kofeny rovnice (3.15) jsou posloupnosti I, > 1, > 1, ... separovany.
Plati totiZ, jak okamZité plyne z kladnosti &isel * (derivace

d -0 Ir:t - Ia —a
- + l= — e )
dz["’ Zz_za"’] G-y

je na viech intervalech (7, ,, A,) podle (2.6) zaporna)

L>l>X>0h>A>...

Tato okolnost je pfizniva k numerickému feseni rovnice (3.15) metodou Newto-
novou nebo tzv. regula falsi. Mame-li stanovit kofen 1,, miZeme jej aproximovat
kofenem kvadratické rovnice
Ay — A — —

a (Pzz + 5.0 T (Pzz+1 + [PO —
A— 'Za A — Iaz+1

leZicim v intervalu (1, 1, ).

Obratme nyni svou pozornost na sklddani ndkolika hiideld. Podle toho, jak byl
grupoid G zaveden, plati v G zdkon asociativni. BudteZ g, g, g5 € G, pak
(91°92) 093 = g10(g2093)-

Toho s vyhodou milZeme uZit pii skladani vétsiho poltu hiideld. BudteZ g4, g,,
g3 ---s gy € G. Pak k hfideli g;0gy0...0g, miZeme dojit riznymi postupy pfi-
pojovani, tak napf. postupy danymi schématy

g1591°92: 910Gz 09G3s ---
nebo

J1092:9309a: 91092093940
atd.

Mnohdy se vyskytne Wiloha spojit n&kolik identickych h¥ideld, tedy utvofit jejich
,mocninu®. BudiZ napf. g € G, a m&me urdit g° € G. Postup dany schématem
g:90g,9ogod, ...
je numericky pracnéjsi neZ postup
9,9% (%),
‘nebot zde se maximaln& uplatni okolnost, Ze vzorce (3.11) pro skladani veliCin @f;
jsou znaéng jednodusi neZ vzorce (3.12), coZ snadno nahlédneme z tohoto schématu

9 = {At, {0},
g* - {&}, {eii}s
pti éemy ziejmé {4,} = {AF}, a tedy pro viechny @7, pro n&z je 47 = A, plati jedno-

duché formule (3.11).
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Upozornéme jesté na dtleZity zvlastni piipad soumérného h¥idele. To je htidel,
o v v . - 1 ¥ P .
majici stfed soumérnosti rovny x, = E(x,, + xo), coZ znamena, Ze plati

xi+ X-) =x,, i=0,1,2,..,n,
kde x; jsou polohy loZisek
m(x, — x) = m(x, + x), p(x, — x) = p(x, + x).
Pro tento hfidel je zfejmé @5y = @7, @ = 0, 1,2, ... Pro piipad mocniny soumér-
ného hiidele mé tedy rovnice (3.13) tvar
ago(4) =0,

z ¢ehoZ podle (3,6) plyne, Ze spektrum druhé mocniny soumérného hiidele je rovno
sjednoceni ptvodniho spektra a soustavy kofentl rovnice ago(4) = 0.

Zavérem jesté dame pokyn pro vypodet spektra {1,} htidele g rotujictho v n + 1
loziskach x, < x; < x, < ... < x,. Jednotlivé jeho vuscky mezi sousednimi loZisky
oznaéime ¢, g,. ..., g, @ nazveme pole hridele. Zname-li nyni pro kaZdé pole g,
piisluiné veliciny {¥4,}, {Wef;}, miZeme po n — 1 opakovaném uZiti vzorci pro
skladani A,, ¢f, dojit k velicindm 4,, ¢7; celého hiidele g. ProtoZe viak veli¢iny ¢f;
hiidele g jiZ nepotiebujeme, stadi vzorce pro skladani ¢f; pouzit jen n — 2kréat.

ProtoZe pfi vypottu vychazime ze znalosti veli¢in 4,, ¢7; pro jednotliva pole, je
nutné tyto veliiny nejdiive uréit. Mé&me tedy pole, to je hiidel o dvou loziskach
v bodech 0, /, kde [ znagi délku pole. Pro veli¢iny ¢f; tohoto pole vychézi podle (2.3)
pfimo vzorce

(3.16) Poo = ﬂ(l - 3;) dP(x),

08 =+ rlx (1 ~ i;) dP(x),

‘ LJo
0%, = 112'[ x?dP(x), kde dP(x) = p(x)dx.
0

To plyne z toho, Ze funkce @(x, 1, 0) je ziejm& rovna 1 — x/I a funkce i(x, 0, 1)
je rovna (1/1) x. Ur&eni vlastnich ¢isel 1, pole a veliGin ¢f;, o = 1, 2, ..., je otizkou
samostatnou. Veli¢iny 1,, ¢f; jsou zavislé na rozloZeni hmoty M a poddajnosti P.
Jsou to obecné tedy funkcionaly 2,[ M, P], ¢%[ M, P]. O jejich pEiblizném stanoveni
pojedna nase pristi prace. '

4. PRIKLADY

V praxi se Casto vyskytuji htidele sestavené z poli, pro které dovedeme veli¢iny
%, a @7, snadno urcit. Uvedeme 3 druhy takovych typickych poli:
a) Pole prismatické s rovnomérné rozlozenou hmotou.
m(x) = m = konst. ,
p(x) = p=konst., xe<0,1)>.
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Resenim ulohy (1.1), (1.2), (1.3) dostaneme pro tento piipad vzorce pro 2,, ¢%

4
mpl* 1
A.,, =" n=1,273 ...,
4 4
T n

90 = @1: = 3pl, 95, = gpl,
Poo = 2—’;’ 12 , on=1,2,3,...,
e on
Qoo = P11, @hy = (71)”“ Poo -
b) Pole prismatické s jedinou koncentrovanou hmotou (kotoué) uprostied

p(x) = p=konst., xedl0, ),

M(xy=0, 0=x< »l/, M(x) =M, I

I
-
iIA

Spektrum tohoto pole ma jen jediny prvek A, = I?pi /48,
(Pgo = ‘P?l = ;'Dl, (/’81 = :;Pl’
1 o1 1 _ 3
Poo = Por = @11 = (¢Pl.
¢}y Nehmotné pole (S])ajlccz) libovolné osazené.
Pole md prazdné spektrum, jeho ohybové funkce a,(2) jsou dany

a'-()) = <p(,-)_,- B

[ANS

! 1?2 1 ! 1!
Poo = t——)dP(x), o =-| x{T=2), o}, = | x*dP(x).
o { lJo [ [

PoloZme napk. p(x) = konst. a dostaneme opét
©00 = 3pl, @iy =pl. @5y = ¢pl.

Propoditame nyni nékolik ptfikladt hridellt vzniklych sloZenim poli uvedenych

tH typl. Vypocet provedeme v technickych jednotkich kg cm sec.

V piipadé prvém polcime m = lkgem 2sec 2 p=1kg 'em 2, | = nmcm;

pole oznadime g,. Jeho spektrum 7, a veliciny @3; jsou

o= -[~ n=1213 ... [Sﬁcfz]

0 0 1 0 1 R
Poo = P11 =37, Por = (N, [kg cm ]
Pho =", n=123 ..

n

Ol = Qoo Por = (_1)"+I‘Poo-
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V ptipadé druhém poloZme I = 1em, p = 1kg ™' em™2, M = 48 kgem™ ! sec™2;
h¥idel oznaéme g¢,. Prlslusne Vehcmy JSOU (speknum obmhuje jedinou hodnotu
A= 1) ‘/’00 = ”’?1 = w (Pm = é’ ‘Poo = (P01 = (Pn = fy
Koneéné v piipadé tietim poloyme | = 1cm, p = 1 kgem ™2, Spektrum je mno-
Zina prazdna, ¢, = @, = 3, @o; = 3. pole oznadime g3
Priklad 4.1. Vypocet g, « g,:
Zde se jedna o vypocet spektra ,

,druhé mocniny* dvou soumérnych poli a plati
tedy pravidlo uvedené na konci ¢asti tfeti: Vysledné spektrum se sklada z ptivodniho
a z kofentl rovnice ayo(A) = 0

V nasem piipadé tedy je

1
T 22 AR |
wl) = [T+ 2% MLy

3 wast 1 n?

A - =

”4

Vysledné spektrum oznadime {1.}. Je tedy
T= 2 ks = Ay oo Ry = Ay e

a hodnoty 1,, 1,

vy Aamr -+ JsOU kofeny hofiej§i rovnice. Tak nap¥. hodnotu 1,
aproximujenic kofenem kvadratické rovnice

P

7 i i i
—_ + — + [ — =
3 nA—1 21 164 — |
atd.

Kdybychom chtéli za ucelem dal§iho pfipojovani pocitat piislusné veli¢iny ¢73;,
uzijeme piedné vzorcl (3.10) a dostaneme

TCZ
o 7 36 1 1] _ 7n
Py S S [
poo n 3 24| 24
2
3
70 = n 2% = ¢}
Q0 24 s 11 00

Pro lichd « uzijeme vzorcii (3.11), nebot odpovidaji hodnotam 4, pavodniho spektra

2
—2n—1 __ n I:(POI] _— 1l 1 ..1
Poo = Poo — P 2 = 30
2000 nn® wn T
~—2n—1 —2n—1
Po1 = Q1
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Pro suda o uZijeme vzorei (3.12), za pfedpokladu, Ze uz zname 1,,

o0 l 2
(045 % ]

—an n=1} A, n ).,,
(ng = 0 2/{ 5
21 n _%_ (Pn
’ ; ( 2n )'n)z o0
?51 = — ¢35 = @it -

Priklad 4.2. V¥poiet g, o g, o gs:

Nejdfive vypoCteme veliciny 7,, ¢?; hiidele g,  g,, nageZ spektrum 1, vysledného
hitdele g, « g, - 92: g2 je opét soumérné pole a je proto 4, = 1, = 1 a 1, je kofenem
vovnice 5 + /2 — 1 % =0, z ¢ehoz I, = %. Podle (3.10) dostaneme

P00 = @11 =35> Do =35
Podle (3.11)

~t _ =t _ -1 _ 3
Poo = Por T P11 = 33
a konetné podle (3.12) na zdkladg znalosti 1, = (= dostaneme
-2 —3 2 _ 3
Poo = P11 = —Po1 < 36
Spektrum hiidele g, o g, je mnozina dvou ¢isel {I1,,1,} = {1, L} a spektrum
pole g, sestdva jen z Cisla 1 : {1}. ProtoZe je {1, ;) n {1} = {1}, je &islo 1 vlastnim
¢islem hiidele g, o g, o g,. Ostatni vlastni &isla d ostaneme FeSenim rovnice (3.14)

- I, - A
(P(;1+TI“Z“(P111+) 21'97%1'*‘/’804"71—2(!’30:0-

1 =, AT Ay
Upravou podle (3.15) dostaneme

T J

0 P 51 -1 2 s
kde

@0 = @11 + Poo = §’§ @1 = Qi1 F Poo =355 @2 = @11 = 333'-
Rovnice ma tedy tvar
I

5 1 9 16 3

~ e+ ==

8 1 —-132 P 7 56

C16

jeji kofeny jsou 4, = 0,58, Ay = 0,049. Spektrum hiidele g, o g, o g, je tedy

Ay =1, 2, =058, 13 =0,049.
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Ptiklad 4.3. Vypodet spektra {47} hiidele g, o g5 « g5 0 g2

Mohli bychom postupovat prosté tak, Ze bychom ke htideli g, o g5 0 g5, pro-
pocitanému v prikladé 2, p¥ipojili pole g,. K tomu bychom vsak potiebovali veli¢iny
@7, prisludné k J,. S vyhodou proto budeme postupovat tak, Ze spojime dva exem-
plafe hiidele g, - ¢,. To je v8ak hfidel soumérny a tedy spektrum hiidele g, - g5 -
o gy ey, ¢ sklada ze spektra hiidele g, » g, a kofen rovnice (oznaéeni jako v pri-
kladu 2)

_ i — I,
@00 + P _l}‘l Poo + - j 7 Poo = 0.
které jsou
AE =05, AF =029,
Spektrum htidele g; o gs 0 g3 o g, sestava tedy z &isel {A,. 2%, 25, 45}, tedy z &isel:
1; 0,75; 0,436; 0,294.

Piiklad 4.4. Vypocet spektra hiidele g, o g5 0 g; (dvé pole spojena spojkovym
polem):

Nejdiive vypoéitame veliciny 1,. %, piisluiné h¥ideli g, « g5 (oznaéeni jiné nez
v piikladech 2 a 3).

Spektrum hiidele g, « g5 je dano kofeny rovnice (3.14), kterd v nafem piipadé je

300
+ T - =0,
3

“ v

z &eho? 1, = 23 = 0,72. Veliginy @}; dostaneme podle (3.10)

-0 _ -0 _ 7 -0 1
Poo = P11 = 354 Por < 37 -

Z veli¢in @}, budeme potfebovat pouze ¢, kicrou dostaneme podle (3.12)

()
T AV 0,016 .

;L 3
"I, - 116

ProtoZe spektra hiidele g, » g3 a pole g, jsou disjunktni, je spektrum hfidele
gs < g3 » g, dano soustavou kofenti rovnice (3.14), ktera v nadem piipadg je

_ 23 1 1
L (p},+§+“z —— =

—0
Q1+ =
-4 ma=1 n*tl— 1 a?



Pesrome

METO/1 BBIYUCJIIEHUS KPUTUUECKUX OBOPOTOB,
OCHOBAHHbIM HA [OCTENEHHOM IIPUCOE/IMHEHWH
MTPOJIETOB

JIHOABUK AHOL (Ludvik Janos)

Toj criek1pom vacToT {m,)} Bana MBI IOHUMACM CHCTCMY TeX 3HA¥CHMil YTITOBBIX
CKOPOCTEH M, NPU KOTOPBIX CYUICCTBYET HCHYJIEBOE PEILICHME YPaBHEHNS
u'(x) + w’y(x) m(x) = 0,
y'(x) + u(x) p(x) =0, xe(x;Xiey)
Ha Beex mnrepsamax (x;, x;4), i =0,1,2,...,n — |, Npu BBINONHCHUU YCIOBUIA:
1. y(xi) =0, i=0,1,2,..,nm;
2. u(xe) = u(x,) = 0;
3. dynxunn p(x), y'(x), u(x) HenpeppIBHBL Bo BeceM uuTepsane (X, X,».
IIpu 3Ttom o3Hauaer

x,i=0,1,2,..., n, TOJOXEcHUE (-0} OMOPHI,

y(x) nporu6 B mecte X,

u{x) u3ruGaronIMii MOMEHT B MeCTe X,

m(X) NIOTHOCTb MACCHl B MECTE X,

p(X) NIOTHOCTH MOMATIMBOCTH B MECTE X, ONPENENEHHYIO COOTHOLICHHEM

p(x) = 1EI(x),

E MO/1yJib 3JIACTHYHOCTH,

I(X) MOMEeHT MHEpUMH CeucHUst B MECTE X,

@  YIIOBYIO CKOPOCTb.

Kax10My Basly, onpeieNeHHOMY TTOJ0KeHHeM oTop x; 1 hynkimsmu m(x) n p(x),
nocrasnekbl B cootserctsue Tpu (ynkunn a(A), i, j = 0.1, a,o(d) = ag,(4),
KOTOpbIe MBI Ha3biBaeM (DYHKUMSIMU M3THOA Basia. 3Hauenue QyHKIUMH a,-j(l) TAKOBO!
dgo(A) = 2TO NOBOPOT BaNA B TOUKE X,, BLI3BAHHOEC COMHUYHBIM MOMEHTOM, MpH-
JOKEHHBIM B TOUKE Xo, B COCTOSHMM BPALUCHIA YIOBOH ckopocTsio @ = 1/i/7,
W aHAJIOTMYHO JUISt dgq(2) 1 ayq(4).

Oost pywxunit a;;(2) cywecTByIOT passiokeHus

. i
ai () = o + Y —
a A — Ay

0%, i=ij=01.

Besinuunet ;.a HAXOAATCS B CBA3U ¢ KPUTHUECKUMH YIJIOBBIMH CKOPOCTIAMHU i, NO-
CPEeACTBOM COOTHOLIEHWS



Uucria A, MBI Ha3bIBAEM cOOCTBEHHBIMM YMCIAMIL BaJla, M MHOXECTBO BCeX A, Oymem

Ha3bIBATL CNEKTPOM M nWCaTh B BUIe {A,}. Benmuuubl ¢@f; Mbi OyaeM Has3bBaTh
coBCTBEHHBIMH NMOAAATIUBOCTIAMM Basa.

Iycthb TENnEph ¢4, g, O3HAYAIOT 1Ba BAJA, ONPEACACHHBIE TakK:
.oy (D, 1 1), (0 Doy -
g;: Xoo Pxpycn Mx,, Pm(x), Op(x);
. @, @, (2) 2) @
g20 Pxo, Pxy, o Px,, . Pmlx), Pp(x).

BanonpoBoesioM g4 o g, MBI OyaeM pa3yMeTh BaJi, BO3HUKILNUHA coequHeHHeM 000ux
BANOB gy, g, B onope Py, = Px,.
Iycts (”a,-j(i), (z)a,-j(l) O3HAYAOT, COOTBETCTBEHHO, PYHKIMK K3rinba BaJIOB g,
g;. PyHKumMn u3ruda aij(/l) BAJIOMPOBOIA ¢ o g, ONPEACJICHBI TOIAa COOTHOIUCHMSIMHA
1), (3.2), (3.3). TCHeps 3HE HOXECTBO BCEX KOPHCH
3.1), (3.2), (3.3). Ilyctb Te A o3HavacT m pHEH ypaBHEHUS

Mgy (1) + Page(d) = 0=l A.

Criekrp Bana gy o g,, {4,} Torma oupedencH oobeuMHeHnCM MHOXeCTBA A U nepe-
CEUEHMS CICKTPOB 00OHX BaNOB

{} = AV [{"Vi} 0 (P41,

Bennmauepl xe @f; BaJomposoja ONpene/eHbl A & = 0 COOTHOUWIECHHAMU (3.10).
Ecnu xe tenmeps A, € {V2,} n {1}, To ¢f; onpesenenst coornomennsmu (3.11),
u ecmu A, € A, TO OHM onpeiesienbl cooTHoweamu (3.12), mast oo = 1,2, ... Ipu-
BeeHHbIC GOPMYIBI O3BOJIAIOT, CACAOBATEbHO, ONPCACIIMTE BEIUYUHBL {4, (pfj},
COOTBETCTBYIOINHE BAJOTIPOBOAY ¢y o ¢, Ba ocrosanuu Bemmuun { VA, Vel} u
{22, @3}, cooTBeTCTRYIOIMX O OUEPEH BATAM ¢, ¢,. TlpuMensit mocteneuso
3TH OPMYJIBI, MOKEM ONpeAeauTh cnekTp {A,} mannoro sana c¢ (n + 1) omopoit
B TOYKAX Xg, X1, .., X,, CCTTH HaM u3secTHbL Besiwuunbl {F1,, Wi}, coorsercrsy-
I0IIME €ro MPOJETAM, T. €. YYacTKaM BAJA MCKJY COCEHUMU OMOPAMH (X4 Xt 1)
k=012,....,n—1

Summary

CALCULATION OF CRITICAL SPEEDS OF MULTI-SPAN SHAFTS BY THE
METHOD OF SUCCESSIVE ADDITION OF SPANS

Lupvik Ja~nos

By the frequency spectrum {w,} of a shaft we shall understand the sct of those
values w of circular velocity for which there exist non-zero solutions of
u'(x) + w® y(x) m(x) = 0,
Y(x) + u(x) p(x) = 0, xe(xy,xipi), i=0,1,..,n—1
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on all the intervals (x;, x; v1)s i =0,1,...,n — 1, which also satisfy these conditions:
y(x,») =0,i=0,1,..,n
u(xo) = u(x,) =0

the functions p(x), y'(x), u(x) are continuous on the complete interval (xg, x,».

WD

In this notation

x;  (i=0,1,...,n)is the abscissa of the i-th bearing,

¥(x) deflection at x,

u(x) bending moment at x,

m(x) density (of mass) at x,

p(x) density of flexibility at x; this is defined by p(x) = 1/EI(x),
L module of elasticity

I(x) moment of inertia of cross-section at x,

w circular velocity.

To each shaft, determined by the position of its bearings x; and by the functions
m(x) and p(x), there correspond three functions a;(A) (i, j = 0. 1, ag{4) = a;(4))
which we will term the bending functions of the shaft. They have the following mean-
ing: ago(4) is the deflection of the shaft at x, which ariscs on applying a unit bending
moment at x, when the value of circular velocity is w = 1/\/2; and similarly for the
functions aq(4) and a,(1).

These functions a; )) may be dweloped into series of the following form
as(i) = o + X2 gy, =01

The quantities A, are related to the critical circular velocities thus

The numbers 4, will be called the proper values of the shaft; the set of all these 4,
will be termed the spectrum and denoted by {1,}
proper flexibilities of the shalft.

the numbers ¢7; will be called the

s>

Now, let g, and ¢, be two shafts determined by
Y. 1 1 (1), 1 - 1 )
gir Uxe, Uxp, o, P, Min(x), Vp(x),

g '2’."(0, Dy, Px,, (2),”( ), 2 'p(x ).

By the connected shaft g, o g, we will understand the shaft which results from the
given shaf(s y;, g, by connecting them at the bearing Vx, = Px,.

Next, let (Va, (1) and Pa,(4) be the bending functions of the shafts g, and ¢,, res-
pectively. The bending functions a, (1) of the connccted shaft are then given by
the relations (3.1), (3.2), (3.3). Let 4 be the set of all roots of the equation

Doy () + Page(d) =
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The spectrum {1,} of the connected shaft is then the union of 4 with the intersection
of spectra of the two given shafts,

A =AU {1V}~ {P2)].

The ¢f; of the connected shaft, for o = 0, are given in (3.10). If A, € {2} n {P4,},
then the @7, are given by (3.11), and if 4, € A, they are given by (3.12) (fora = 1,2, ...).
These formulae, then, enable us to determine the values {4,, (p“,-’j} corresponding
to the connected shaft g, . g, when the values {{"'4,, Vo};} and {*'4,, Pe}}, cor-
responding to g, and g,, respectively, are known. By repeated use of these formu-
lac we may determine the spectrum of shaft with »n + 1 bearings at xg, x{, ..., X,
if the values {71, Mg} corresponding to its spans between consecutive bearings
(x4 Xg4 1) are known,

Adresa autora: Dr. Ludvik Janos C. Sc., Statni vyzkumny ustav tepelné techniky, Praha I,
Husova 8.
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