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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY , &isto 2

ZAVEDEN{ SOURADNEHO SYSTEMU POZOROVATELE A ODVOZEN{
LORENTZOVYCH TRANSFORMACI

ILsa CERNY

(Doslo dne 10. kvétna 1961,)

Je podano dvanact postuldti, které staci K sestrojeni soutadného systému
pozorovatelt a k odvozeni Lorentzovych transformaci.

Specialni teorie relativity s sebou pfinesla nové nazory na prostor a ¢as, nové zasady
méfeni prostorovych vzdalenosti a Casovych intervalii a nové vztahy mezi popisy
.prostorotasovych udaldsti v soufadnych systémech, kterych uZivaji jednotlivi
s,pozorovatelé®. ’ IR -

Zd4 se mi nutné stavét teorii, kterd tak hluboko zasahla do tradidnich predstav
o prostoru a asu, zcela od zacatku, bez logickych mezer, bez definic kruhem a také
bez neodivodnénych matematickych pfedpokladd. Je tfeba popsat, jakym zplsobem
zavadi ,,pozorovatel sviij ,,soufadny systém®, vytknout, které fysikalni predpoklady
¢ini a na zéklade jakych fysikalnich postulatt dojdou pozorovatelé k transformadnim
rovnicim, umoZiiujicim prechod od poplsu v jednomy soufadném systému k popisu
ve druhém soufadném systému.

Pokud je mi znamo, neni to v literatufe nikde uspokoyve provedeno. Zavedeni
soufadného systému pozorovatele se obycejné picjde velmi rychle nejasnymi a kusymi
poznamkami, ackoli se jedna o nutny zaklad dalsiho vySetiovani. Casto se jests pred
zavedenim soufadnic mluvi o tom, Ze rychlost svétla je konstantni, ackoli pojem rych-
losti je zavisly na prostoroasovych méfenich, tj. na konstrukci a na vlastnostech
soufadného systému. Takovy postup,.v némZ jsou obsaZeny definice kruhem, je
piirozené pro kritického Ctenafe z logického hlediska nepfijatelny.

Dalsi potiZe se potkavaji pfi ditkazu, Ze transformacni rovnice jednoho soufadného
systému na druhy jsou za urditych pfedpokladil linearni. Bud ml¢ky nebo vyslovng
se Cini zbyte¢ng silné matematické pfedpoklady; i v dobrych uéebnicich se leckdy
najdou hrubé matematické chyby (tj. nejen Ze se obfas zaml&i nekteré predpoklady,
ale uZiva se dokonce i nespravnych tvrzeni).

V ¢lanku jsem se pokusil o vybudovani téchto zakladd specialni teorie relativity,
které by uvedené nedostatky nemélo. NesnaZil jsem se dosdhnout formalni dokona-
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losti, kterou by vyZadoval odbornik v matematické logice. Mym cilem bylo zachytit
podstatné véci ve formé, ktera by byla prlstupna kazdcmu kdo se o tuto ¢ast védy
zajimal,

Pro vétsi pichled a srozumitelnost jsem k vlastnimu textu prlpO]ll vysvetlivky, které
maji v& pribliZit k ndzoru; k samé logické vystavbé nejsou potiebné a také se jich
nikde neuZivd. Nékdy v nich pfedbiham logické vystavbé, abych ukazal, k éemu
sméfuji. Tyto vysvétlivky jsou obsaZeny v lomenych zavorkach. Postulaty, které
povaZzuji za potiebné k vystavbé zakladd teorie, jsou &islovany fimskymi éislicemi.

Pfistoupime nyni k vlastni latce. Zakladnimi pojmy, které nedefinujeme, jsou:
pozorovatel, signdl, vysldni signdlu pozorovatelem, pFijeti signdlu pozorovatelem.

1. Predpokladame, Ze systém I viech pozmovatelu je nepraLdny, pFifemz kazdému
pozorovateli Pel je pFifazena:

1) mnoZina viech redlnych czsel E (P)

2) mno%ina U(P) = E, x {—3m,in>, v niz je zavedeno ztotoZnéni dvojic (¢, 9)
takto: (91, 8,) = (@2, 9,), je-li bud 9; = 9, = + 3m nebo je-li @y — @, celym
ndsobkem 2r; :

3) kladnd konstanta ¢ (nezdvisld na pozorovmelt) ‘

MnoZinu E,(P) nazyvame Zasovou Skdlou pozorovatele P, jeji body okamZiky;
mnoZinu U(P) mZeme nazvat nap¥. skdlou dhli. ‘

[U n&kterych z uvedenych pojmi je jistd patrné, jaké nazorné predstavy s nimi
spojime: pozorovatel je opatfen ,,hodinami*, které zaznamenavaji &as od — oo do
4+ oo0; kazdy pozorovatel rozeznava v bodég, ktery je jeho stanovistém, sméry v pro-
storu. Tyto sméry lze matematicky popsat dvojicemi (¢, 9) € U(P); piedstavujeme-li
si (¢, 9) jako polarni soufadnice bodii na jednotkové kouli v Es, vidime piiciny zto-
tornéni nékterych dvojic z U(P). ,,Vyslani signalu je idealisaci vyslani kratkého
elektromagnetického signalu v uréitém sméru.

Pozdéji — aZ pozorovatelé zkonstruuji své soufadné systémy — se ukaZe, 7e kon-
stanta ¢ je rychlost signalii v jejich systémech. Systém I je systém pozorovateld,
jejichZ soufadné systémy budou ,,inercialni*; jednim: ze ‘zakladnich predpoklad®
specialni teorie relativity je, e pro vSechny takové pozorovatele je rychlost signalt
(rovna rychlosti svétla) ta7. ,,Pozorovatel neni vlastn& nitim jinym neZ pocatkem
pfislusného inercialniho soufadného systému. Lo

Zatim — pfed zkonstruovanim soufadnych systémi — vSak nelze formulovat ant
co je rychlost ani co je inercidlni systém soufadny; v disledku toho je ¢ zatim pouhym
Cislem bez viditelného fysikalniho vyznamu, ktcre je jednim z prostiedk@ ke konstruk-
ci soufadnych systémi. ]

II. Predpokladejme dale, Ze kaZdému .&[Jn(llll S, vyslanemu resp. pFijatému pozo-
rovatelem P, je jednoznacné pFifazena trojice (t, @, 9), kde t € E,(P), (¢, 9) € U(P):
okamzik t vysldni resp. pFijeti signdlu a smér (@, 9) signdlu.

Signal S, ktery bud vysila nebo pfijima pozorovatel P a jemuZ je pfifazena trojice
(1, ¢, 8), ozna&ime podrobngji S*(t, ¢, 9).



IIl. Kazdému t € E,(P) bud prifazen systém vyslanych signdlii

{SP(I! (P’ 9)}((0,3)50(}’) .

[ Tento predpoklad odpovida tomu, Z¢ P ma moZnost vyslat v libovolném okamziku
signaly ,,na viechny strany*.]

IV. Ptedpokladejme, Ze je-li Pel dalsi pozorovatel, je kaZdému systému
{S™(T. ¢, 9)}(p.09eupy v¥slanych signdliz (T probihd E,(P)) pfifazen prdvé jeden
pFijaty signdl S¥(T), —*(T), —9*(T)), kde T < oT) e E,(P), (o*(T), 9%(T)) €
e U(P).

[Tento signal miZeme nazvat ozvénou signali {S*(T, @, )}, sct(p)- ]

V. Ptedpokladejme, Ze funkce o (z4visla na pozorovatelich P, P a definovana na
celé asové $kile E(P)) je spojitd a rostouci v E(P).

Definujeme-li pak t vztahem
) t = (T) = 3(T+ «T)),
je t ziejmé spojita a rostouci funkce, zobrazujici E,(P) na sebe; t tedy urtuje jedno-
znadné piisluiné T = T(7). (Oznadeni t a T ponechame aZ do konce.)

Definujme dale:
o) r(r) = ;(a(T) = T), o) = oXT), () =MT).

Budeme fikat, e trojice funkei (r(t), o(t), 3(1)) (kde t probiha E(P)) popisuje
svétoédru P vzhledem k P v poldrnich souradnicich.

Bud koneéné

(3) x4(t) = r(f) cos ¢(t) cos I(1) ,

x,(t) = r(f) sin @(t) cos §(¥),

x3(1) = r(f) sin §(r) ;
budeme fikat, Ze trojice funkei (x(t), x,(t), x1(t)) popisuje svétocdru P vzhledem
k P v kartézskych soufadnicich. Misto trojice realnych funkei x (f) budeme &asto psat
vektorovou funkci x(2).

Svétodarou pozorovatele P rozumime mnoZinu viech bodl z E, tvaru (1, x,(1),
x,5(1), x5(1)), kde t € E(P).

[Pozorovatel P zjidfuje polohu pozorovatele P zpisobem, ktery miiZeme nazvat
radiolokaci. Nepotfebuje k tomu nic jiného neZ ,,hodiny*‘ na svém stanovisti, rozezna-
vani smér (také pouze na svém stanoviiti) a aparaturu, kterd zachycuje ,,0zvény*
vyslanych signald, které vznikly odrazem vyslanych signald od P. Na zikladg& &aso-
vého intervalu, ktery uplyne mezi vyslanim signld a pfijeti ozvény a na zakladé
konstanty ¢ definuje P vzdalenost P.

V tom je matematicky zahrnut i pfipad, Ze P splyva v jistém okamZiku T's P — pak
jeoT) = Tar =0, na ¢, I nezaleZi.
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Spojitost funkce o ma zhruba Feeno tento nazorny vyznam: vysle-li P signaly
,.rychle za sebou*, nalezne vzdalenost P ,,témé&f nezmé&nénou®. Hlubsim pfedpokla-
dem jest, Ze u je rostouci funkei; pozdéji se ukaze, Ze tento pfedpoklad znamena, Ze
kaZdy pozorovatel P ma vzhledem k P skalarni rychlost mensi neZ c.

Terminy ,,polarni soufadnice a ,,kartézské soufadnice je tfeba na tomto misté
z logického hlediska chépat jako pouhé nazvy. Ukazuje se oviem, Ze poZadavky,
které budeme v dal§im klast, odpovidaji poznatkim, ke kterym se do$lo pokusy
a méfenimi a které ukazuji, e prostor, v némz# Zijeme, ma geometrické vlastnosti
eukleidovského prostoru. Platnost cukleidovské geometrie ve ,,skuteéném** prostoru je
tfeba chapat jako zkuSenostmi ovéfenou pracovni hypothesu, kterd umoZziiuje prevést
n&které poznatky fysikalni do matematické reci. Zavedenim jest€ dalSich postulatid,
formulovanych pomoci fysikdlnich pojmii, vytvofime matematicky obraz ,,skutec-
ného** prostoru; v tomto prostoru budou zavedené soufadnice skutecné ,,polarnimi‘
resp. ,.kartézskymi soufadnicemi. (M4m oviem na mysli prostor, v némZ pracuje
specidlni teorie relativity, tj. prostor bez gravitace. Prostor, v némZ je rozloZena
hmota, nema patrné vlastnosti eukleidovského prostoru a specialni teorii relativity
je tfeba chapat jako pouhou aproximaci skuteéného stavu — aproximaci ovSem
v mnoha smérech lep3i neZ je aproximace zaloZen4 na predrelativistickych idedch.)]

Primérnou rychlost pozorovatele P vzhledem k P v intervalu {t,, t,> definujme
jako vektor

@) x(t;) = x(ty) _ (xl(’z) — x4(ty) ) X5(t2) = xa(ty) ) x5(ts) "xs(’l)) i

t, — t, =1 t, —t t, — 1

okamzitou rychlost (v Zase f) jako vektor
() x'(1) = (xi(8), x2(1), x3(9) »
existuji-li ovSem napsané derivace. Skaldrni rychlost necht je norma pfislu$né vekto-

rové rychlosti, tj. odmocnina ze souétu étvercti jednotlivych sloZek vektorové rych-
losti.

VI. Piedpokladejme, Ze signdly se pohybuji rovnomérné a pFimodafe se skaldrni
rychlosti nezdavislou na sméru a na pozorovateli (takZe svétocdra signdlu je popsdna
linedrnimi funkcemi x,(1), x,(f), x3(t)). Pfedpokladejme dale, Ze pFifazeni signdlu
SH(AT), —@*(T), —9%(T)) systému {S*(T, @, 9)}(o.0rcup)y © NéMZ se jednd v postu-
latu 1V, se uskutediiuje takto: Prdvé jeden ze signdli systému dospéje v urditém
okam¥iku t' do bodu x(t) (v némz je P v dase t) a md za ndsledek vysldni signdlu
v tém¥e okamZiku t' (vzhledem k P), ktery P pFijme v okamZiku o(T).

Vzhledem k tomu, Ze podle pfedpokladu je rychlost signilu vyslaného i pfijatého
taz, je t' = 3(T + «(T)) = t. Rychlost signalu je pak rovna podilu vzdalenosti
r(t) = 3c(e(T) — T) pozorovateld P, P a piisluiného Casu 3(a(T) — T), tedy c.

[Tim je formulovan jeden ze zakladnich postulatt speciaini teorie relativity: pfimo-
&arost §ifeni se signalt a jejich konstantni rychlost, nezévisla na inercialnim pozoro-
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vateli. Jak 'jsém jiZ poznamenal, nelze tento postulat formulovat pred zavedenim
soufadného systému a pied zavedenim rychlosti. |

Oznadeni: Pi§me Pe K(P), jestliZe rychlost pozorovatele P yvzhledem k pozoro-
vateli P je vektor identicky rovny nule (tj. jestlize P je v klidu vzhledem k P).
Pisme P e R(P), jestliZe rychlost pozorovatele P vzhledem k pozorovateli P je
vektor konstantni (tj. jestliZe P se'vzhledem k P pohybuje roviomérné a pfimocafe).
' VIL Piedpokladejme, Ze je-li P e K(P), md kaZdy pozorovatel Q € R(P) tou? ska-
ldrni rychlost vzhledem k P i vzhledem k P.

[Kazdy pozorovatel ma sviij zpisob mé&feni prostorovych vzdalenosti a Casovych
intervalil. Je tieba ovSem mezi nimi zavést néjaké vztahy, a to takové, které by odpo-
vidaly zku$enostem. Prvnim z nich byla nezéavislost skalarni rychlosti signalii na pozo-
rovatelia pfimocarost jejich pohybu. Postulat VII formuluje dalsi vztah mezi prostoro-
vyrm a Casovymi méfitky riznych pozorovatelii. Spolu s postulaty, které jesté v dal-
§imvyslovime, povedou tyto’ poadavky jednozna&ng k transformaénim rovnicim
mezi soufadnymi systémy libovolnych dvou pozorovateli z I.]

“' Dokazme toto tvrzeni: Skaldrni rychlost kazdého pozorovatele Q € R(P) vzhledem
k pozorovatell P je mensz nez c.

Dﬁkaz ProtoZe skalarm rychlost pozorovatele Q je taZ pro vSechny pozorovatele
z K(P) 1ze ‘bez jmy ‘obecnosti predpokladat Ze svétodary pozorovateld P a Q se
protinaji, t. j. Ze svéto¢ara Q vzhledem k P je v polarnich soufadnicich popsana trojici
funkei r(t), o(f} = konst., 9(1) = konst.

UZivame oviem . také fohoto. postulatu: Je-li t predepsany okamzik z E,(P),
(x4, X3, x3) pFedepsand poloha v E;, existuje pozorovatel P € K(P), jeho¥ kartézské
souradnice vzhledem k P v case t jsou x4, x5, X5. ‘

Bud t, < t,; Ctverec prﬁm‘éfné skalarni rychlosti Q vzhledem k P v intervalu
{t1y 12> je pak roven : ;

(6)"" o (x1(12) - xx(‘n)) (xz(iz) - xz(t1)> (xs(tz) - x3(t1)>2
t, — 1 t, — t t, — t;

TRCRIRE B (r(tz) - ,r,(tl))? & ((O‘(T'z) —oAT) = (T, = ° 1)>2

o\ =) (D) - oT) + (T - T))
piitom T;, T, souvisi s't{, t, tak; jak jsme popsali u vztahu (1) ProtoZe t; < 15, je
Ty <. T, tedy i o(T;) < a(T3). ProtoZe v poslednim zlomku je v &itateli rozdil dvou
Kladnych &isel, ve jmenovateli jejich soudet, je tento zlomek v absolutni hodnoté
mensi nez 1; skalarni rychlost @ vzhledem k P je tedy skuteén€ mensi neZ c.

RERARE

Poznamka. Predchazejici tvrzeni je disledkem pfedpokladu, Ze o je rostouct
funkci. Pomoci stejné avahy dokafeme, 7e kdyby existovaly okamiky T, < T,
pto &% by bylo oz(Tl) 2 «Ty), byla by skalarni rychlost Q vzhledem k P v p¥islu$ném
intervalu <ty, t,> vé&t3i nebo rovna ¢ — pokud by ovSem posledni zlomek v (6) mél
viibec smysl (tj. pokud by v jeho ]menovateh nebyla nula). Odtud je vidét fys1kalm
vyznam postulatu V.
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Postulat vysloveny a uZity v diikazu pfedeslého tvrzeni zobecnime takto:

VIIL Piedpokladejine, Ze je-li t pFedepsany okamzik z E(P), (scl, X1, X3) pFede-
psand poloha v E, (vy, vy, v3) pFedepsand rychlost s podminkou v} + vy + v5 < c?,
existuje pozorovatel P € R(P), ktery md v ¢ase t vzhledem k P polohu (x4, X2, x3)

a (konstantni) rychlost (v,, v, v3).

Z posledniho postulatu (dokonce jiz zpostulatu formulovaného v diikazu posled-
niho tvrzeni) plyne, Z¢ mnoZina vSech Ctveric (t. xq, x5,-x3), k nimz kazdy pozoro-
vatel P dojde svpmi méfenimi, je cely aritmeticky prostor E,; oznaéme jej podrob-
n&ji E,(P). Body z E,(P) nazyvejme uddlostmi.

Dalsi dva postulaty budou tyto:

IX. Pro kazdého pozorovatele P el necht je I = R(P).

X. Pro kazdé dva pozorovatele P, P z I nechf existuje prosté zobrazeni F*P
prostoru E,(P) na E,(P) tak, Ze je-li M svétoédra libovolného pozorovatele Q e I
v systému soufadnic pozorovatele P, je FPP(M) svétoédra Q v systému wuradmc
pozorovatele P, ’

[Prostota zobrazeni F'F ma ten vyznam, e pojem ,,riizné udalosti* (a oviem také
Htotozné udalosti) je nezavisly na pozorovateli Pel. Podminka F'P(E,(P)) =
= E,(P) znamen4, Ze mnoZiny udalosti, které mohou popsat pozorovatele Pa P'
jsou identické.] : ‘

Postulaty VIII a IX ukazuji mimo jiné, Ze mnoZina svetocar viech pozorovateli
P e1 v kartézskych soufadnicich libovolného pozorovatele P €I je identickd s mnoZi-
nou M(P) viech primek v E4(P) s popisem _— , '
(7) x;=vjt+ A4; pro j=12,3, teE(P),
kde 02 + 02 + 02 < c? a kde radiusvektor (A,, A;, A3) pozorovatele P vzhledem
k P v gase t =0 je libovolny. ~ ~ o

V danku [5] je dokéazana véta, ktera je zobecn&nim tohoto tvrzeni:

Je-li F prosté zobrazeni E, na E4, které prevddi kaZdou prrmku z M(P) opet
v pFimku, je F linedrni. .~ |

Podle dosud vyslovenych postulatﬁ F? 7 tyto predpoklady splnuje ta.kze je linedrni.
Necht je tato transformace dana vztahy: S D ,

®) i 3

agot + Y agiXy + bo s
k=1

3
X; = ajt + Zajkxk’ +b; pro j=1,23,
k=1 :

kde aj, b; jsou realna Lisla. "
Zdvedme pro ZJednodusem pomocneho pozorovatcle p, ]ehoz soutadnice 7, X; j JSOU
se soufadnicemi i, X pozorovatele B vazany vztahy
() f=i—by, X;=%—b; po j=1,2,3.
Pak je zfejm& P € K(P) a pocatky E,(P)a E,(P) si pti transformaci F** odpovidaji.
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Oznaéme

(10) o(t, X1, X3, X3) = 2?2 — xT — x2 — x5,
(]1) (’b(;, ;Cb iz, ;Cg) = CZEZ - ;C’% - ;’i . .;Cg .

Svétodary signall vyslanych v dase t = 7 = 0 z bodu (0, 0, 0) (ktery je v tomto oka-
mZiku tyZ pro oba pozorovatele P, P) jsou popsany vztahy

(12) o(t, X1, X3, X3) = 0 resp. (1, X1, X2, X3) = 0,

které jsou v disledku toho logicky ekvivalentni.

Dosadme za t a x; do formy (11) podle (9) a (8) a vzniklou formu oznadme
¥(t, xy, X3, X3). Z toho, co jsme fekli, plyne, Ze obs formy ¢, ¥ se anuluji soudasng;
protoZe maji netrividlni realné kofeny (body svétodar signali prochazejicich potatkem
E(P) a E,(P)), jsou umérné (viz k tomu napf. [2], str. 107 a 127).

Dosadime-li do (10) a (11) za x; resp. x; funkce ¢ resp. ¢ popisujici svétodaru nikte-
rého pozorovatele Q, ktera prochazi spoleénym pocitkem E,(P) a E,(P), a délime-li
t2 resp. 12, je vysledek v obou ptipadech kladné &islo (rozdil ¢? a &tverce rychlosti Q
vzhledem k P resp. P). Odtud plyne, Ze kocficient A v identité y = A¢ je &slo kladné.

Identita = Ap je ekvivalentni s rovnosti odpovidajicich si koeficientd obou

forem:
2.2 2 2 2 9.2
(13) c"age — Ayp — A3 — A3 = Ac”,
2 — 22 2 .
C*aga0, — 1Ay — Azjdy; — A3;a3 = — Opd pro j* + k* > 0;
&, je Kroneckerovo delta.

Zavedme pro zjednoduseni dalfich vypocti tato oznadeni:

(1) xo=ict, Ro=-L, X, =3 (j=1,273).

Ji JA
Oznagime-li (b;) matici transformace, pfevad&jici x, (k =0,1,2,3) v X; (j =
=0,1,2,3), 4. jeli

3

(15) X;=Ybupx pro j=0,1,23,
K=o

snadno zjistime pomoci (8), (9) a (14), Ze

Ggo  icdgy  icdgy  icag |

JiJi oy i

G0 G 4 4y

(16) (b-)= ic\/z \/;1 \/i \/;1
" a0 Ga Az gy |

i/l Ji J2 1

430 431 A3z 43

3

NN AN




Rovnosti (13) znamenaji, e sloupce matice (by) tvofi Stvefici ortonormalnich
vektorl; matice (b;) je tedy ortogonalni a také jeji Fadky tvoii &tveici ortonormal-
nich vektoril. Inversni matici k ni je matice transponovana, tj. (b, j), inversni transfor-

mace je dana rovnicemi
3
(17) x; =Y byX, pro j=0,1,23.
k=0

Stanovime nyni koeficienty b. Bud V = (¥, V,, V) rychlost P (tj. i P) vzhledem
k P,V = (Vy,V,,V3) rychlost P vzhledem k P. Dosadime-li vpravo v (17) X, =
=X, = X, = 0, vlevo odpovidajici tomu x; = V;t, dostaneme:

~

(18) Xo = booXo, tedy t=—— by,
VA
(19) Vit = bo;Xo = bo;‘% = "C—bo—jt pro j=1,2,3;
A 00

koeficient by # 0, nebot jinak by transformace (17) pfevadéla viechny body tvaru
(X6, 0,0, 0) e E,(P) na bod (0, 0, 0, 0) € E,(P) a nebyla by tedy prosta. Utifime tento
predpoklad:

XI. Roste-li t, roste i t.

Pak je nutné

(20) beo > 0.

Z (19) plyne, Ze by; = byoV;fic pro j = 1,2, 3; z toho a z podminky, Ze nulty fadek
matice (16) je jednotkovy vektor, plyne vztah

Vi+ Vi + V3 145

(21) bgr)(l——“*—“l c; ] 3>=b50( “72[)'*'1
(kde | V| znamena normu vektoru V). Porovnanim (20), (21) a (19) dostavame:

1
(22) boo =,

v

-

(23) Boy = ——A——— pro j=1,2,3.

T2
ic l—m-
CZ

Analogicky dostdvame z rovnic (15) dosazenim x, = x, = x; = 0 a odpovidaji-
cich hodnot X; = ¥t za prvé rovnost

1

1258
Wiz

boo =
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z ni¥'a z (22) ihned plyne, Ze [V1? = |V|?, za druhé vztahy

(24) : bo; = %—V_J__“, pro j=1,2,3.

Z ortogonality nultého a j-tého fadku (j = 1, 2, 3) matice (by) a ze vztahd (23),
(24) plyne, Ze

(25) booV; + bjsVy + bV, + bysVy =0 pro j=1,2,3; -
analogicky pro sloupce:
(26) booV; + byj¥y + by¥y + by V3 =0 pro j=1,2,3.

Z ortogonality a normality ostatnich sloupcl vyplyva, Ze

A2

VP pro j# 0# k.

(27) byjbyy + bybyy + byjbyy = Op +

PoloZzme

bjObOk : . VI/k
20070k — b g (bgo — 1) 2
boo +1 (boo = 1) V|2

pak je podle (22), (26), (27), (28)
Z o = i (blu' + (boo — 1) —V"—I:!> (bn (boo

Matiee(cy) (j, k =1, 2, 3) je tedy ériogondlni.

(28) cjk = bjk +

pro j, k=1, 2,‘3;“‘: '

JAAYN
|V|2 o

V dal§im uzwejme pro kratkost vektorového- oznadeni: bud X = (xl,xz, xs)
= (X,, X3, X,); (Vy x) necht znamen4 skalarni soucin V a x atd. Podle (25) a (28)
Je(pr01—123) : .
3., M ¥, 3

(29) R ETIIE "Zl Z Vbj,, + (boo |V|

a analogicky
(30)

Rovnosti (29) umoZiiuji odstranit ze vzorci (24) slozky V: -

17,,c,,j = —V,

j
1

M

(31) b = : ZVc,, pro j=1,23;
[T o \/C _|V12" ! .
dosadime-li za 77, podle (29) do (28), Ize vypoéitat bp: vy T

1 .
(32) bjk = Cj + [ —— Z V Cin  PIO j, k= 1, 2,3

e
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Vypoditané hodnoty b, dosadme do (15):

() fo= e (- 22),

tedy

o1 (i),

1 3 V.
(35) X = b}OxO + Zc}mx + - 2 Z m* jm*n
n=1 / V2 n=L[V|"m
I ==
¢
2 Vut 1 |2
=Y Cim [ Xm — m + -1} " (V. x)
=t _ v e "l
' c? c?
PoloZime-li
Vi B N (Vx) V
(36) R [ —- -1\ B,
i Jl 1V2| /1 *_ 'Vzl ‘
- ¢ c?
bude tedy ' '
, 3
(37) o XJ = chmx: ,
; . _ , o Cam

coZ znamena pouze ortogonalni transformaci prostorovych soufadnic pozorovatele P
Uva’me k tomu Jaste (14)

ﬂX pr01—123 . .

Vidime, Ze pfechod od soufadnic ¢, x; pozorovatele P k souradmcun f, X, ; pozoro-
vatele P se da realisovat takto: NC_]derC prejdeme k soufadnicim

(38) t* = t—_ = %5 (t - (Vc’zx)) }

T

a xj, x3, x3, odtud (pfi zachovani t*) ortogonalni transformaci prostorovych os
(s matici (cj)) k soufadnicim *, X; a konetng vynasobenim téchto soufadnic zatim

neznamym koeficientem \/ A dostaneme ¢, x e
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Objasnime nyni geometricky smysl soufadnic t*, xf pozorovatele P a ukaZeme,
v jakém smyslu je tento soufadny systém vyhodngjii k popisu neZ systém soufadnic ¥,
X; (vychazime-li z popisu pozorovatele P). Predpokladejme pfitom, Ze V # 0;
v opa&ném piipad& maji rovnice (36), (38) tvar x* = x, t* = ra vie je zfejmé.

Tvrdim, Ze v soufadném systému t*, x; md osa x% takovou polohu, %e pokud V
neni tvaru (Vy, 0, 0), je obrazem roviny R, uréené vektorem V a osou x, v okamZiku
t, pfi transformaci dané vztahy (36), (38) rovina R} urcend vektorem V a osou x}
v pFislusném okamZiku t*. Analogicka tvrzeni plati ovSem také pro druhou a tieti osu.

Body roviny R, jsou tvaru

(39) x=0a(1,0,0) + BV, ek, ;
podle (38) je
) S S 29 Ty

1 =YL
a podle (36)

@) x*=o(1,0,0)+ V[ - —t — L (“_VIH;)‘
vi*

Vi v
Ji- -5

Dosadime-li do (41) za t podle (40), dostaneme po tpravé

. _MZ. Sy P N LA\
@) x a(100)+VﬂA/1 [V|2(1 /1 cz»’

probihaji-li a, B celé E,, probih4 bod x* celou rovinu R}.

Poznamka 1. Osa x] a obraz osy x, nejsou obecné rovnob&zkami v rovin& R¥.
Body osy x; jsou charakterisovany tim, Ze f = 0; odpovidajici x* tvofi sice pfimku

(43) X*=CZ(1,0,0)— V(t*.;.ﬂl(l _/1 _I_Iiz_>>’
145 c?

ale tato pfimka protind osu x¥ v bodg, ktery ma prvni soufadnici rovnu
tV|?

_:.,,__~..2_ b
W)
c
jestliZe oviem V; # 0.

Z toho dale vidime, Ze osa x} a obraz osy x, jsou (za pfedpokladu, Ze V neni tvaru
(V1 0, 0)) rovnob&zné pravé tehdy, kdyz V; = 0, tj. kdyZ pohyb P se¢ d&je ve sméru
kolmém k ose x; (a x7). To oviem platl nejen pro j = 1, ale také pro j = 2, 3.

Jelli V = (V;,0,0), splyva osa x} s obrazem osy x, a osa x} (j = 2 3) je rovno-
béZna s obrazem pfimky x;.

o= —
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Poznamka 2. Soufadnice ¥, x;'-‘ maji jesté tu jednoduchou vlastnost, Ze svétocara
pozorovatele P v nich ma tvar x* = — Vi*; pfesvéd&ime se o tom tim, Ze v (36) a (38)
polozime x = 0 a dosadime z (38) za t do (36). Rychlost P vzhledem k P v téchto
soutadnicich je tedy — V. Transformace inversni k (36), (38) dostaneme v disledku
toho zaménou x a x*, ta t*, Va — V.

Viimnéme si nyni ortogonalni transformace prostorovych os s koeficienty cj.
Snadno zjistime, Ze p¥i zcela libovolnych koeficientech ¢, tvoricich ortogonalni matici
spliiuje vysledna transformace viechny podminky na ni kladené (specialng, aby
zachovavala rovnost ¢*1* — x? — x3 — x3 = 0). Nelze tedy obecnd o &islech ¢y,
nic bliZ§iho Fici: &isla ¢, zaleZi na poloze prostorovych os soufadného systému
pozorovatele P. Nejjednodusii je p¥ipad, Ze (cj) je jednotkova matice: pak x7 splyva
s X j.‘; nékteré vlastnosti tohoto systému jsme pravé vysetfili.

Koeficient A nelze z dosud uvedenych postuldtii uréit: pfi jakémkoli kladném 2
maji piislusné transformace viechny poZadované vlastnosti. Po vynasobeni viech
soufadnic koeficientem \/ 7 se totiz kvantitativn® nezméni Zadna rychlost a dosud
uvedené postulaty obsahovaly jen poZadavky o rychlostech.

Je tedy tfeba zavést je§té dal$i poZadavek, umoZiujici ,,porovnani méfitek* riiz-
nych pozorovatelil. Dojdeme k nému touto tvahou:

Bud t € E{(P), budte )x, ®x dva body, pro néz je ®x — (x vektor kolmy k V.
Vypotigme prostoro-Sasové soufadnice udalosti (¢, (Vx), (¢, ®x) v soutadném sys-
tému r*, x}. Je

)y
(")t* = ! (t - (I/’ 2 .X)> pro n = lg 2 ’
V[?

c
=
C
1 (V, ®x — (Ox)

L
JoE
C

ob& udalosti jsou tedy soudasné i vzhledem k P. Prostorové soufadnice jsou rovny

takze

(44) (z)t* —_ (l)t* — 0’

Mk =y _ M 1 1\ Lo,

+ s
e —T 375 2
VP LI
CZ C2

(2)x* — Dy (2)x - (l)x;

takZe

pro vzdalenosti obou bodt tedy plati:

(45) l(z)x* — x| = |G — O]
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.- Ortogonalni transformace, dana matici (cj), nezméni vzdélenost, posunuti &aso-
prostorového pocatku, dané vztahy (9), také ne; pii prechodu od t*, X’j ki, ;>~cj se viak
vzdalenost vynasobi &islem (/2. Tedy:

(46) &% — Wg| = /2| @x — W],

Vzddlenosti bodi, jejich? spojnice je kolmd ke sméru vzdjemného pohybu P a P,
pocitané pozorovateli P (v ¢ase t) a P (v pFislusném okamZiku i), jsou v poméru

v

1: \/ A. ,,Porovnani méfitek* vSech pozorovatell z I 1ze tedy zavést timto postulatem:

XII. Méitka (tj. jednotkové vektory na osdch) pozorovatelit z I necht jsou zvo-
lena tak, e pro kaidé dva pozorovatele P, P el plati: vzddlenost kaZdych dvou
bodil, jejichZ spojnice je kolmd k vektoru rychlosti P vzhledem k P, vypocitand
pozorovatelem P v libovolném okamziku t, je rovna vzddlenosti téchto bodii, vypo-
¢itané pozorovatelem P v pFislusném okamZiku ¥ (stejném, jak jsme ukazali, pro oba
body).

Poznamka 1. Uvaha pfed postulatem XII ukazuje, Ze poZadavek XII Ize splnit;
sta¢i k tomu vyjit od jednoho pozorovatele P a mé&fjtka ostatnich pozorovatell P
zvolit tak, aby pfislusné A bylo rovno jedné. K tomu opét staéi porovnat vzdalenosti
jediné dvojice riiznych boda v jediném okamZiku.

Poznamka 2. Misto vzdalenosti dvou bod{ v uréitém okamziku Ize porovnavat
vzdalenosti dvou rovnobéZek o sméru V (pokud V # 0; pro V = 0 je vie snadné) —
na pk. spojnice P a P a nékteré dalsi p¥imky s ni rovnobéZné. Tyto piimky popise P
v pevném okamziku r e E,(P) takto:

(47) x=sV tesp. x =W+ sV (seE);

Ize predpokladat, Ze (V, W) = 0 — pak je |W| vzdalenosti obou piimek. Prisluiné

=J]_Jj*’71(,_lli)

je totéZ pro obg primky a uZijeme-li soutadnic x / Ax’ (odpovidajicich ptipadu,
7e (¢;) je jednotkové matice), bude

(48) §=~(E+s\/i /1—@)1/
N c

resp.
X =/aw - (: + s\//lA/ LVE)V.

Vzdalenosti ptimek (47) a (48) jsou op&t v poméru 1 : \/ 1; totéz plati pro vzdalenost
obou piimek v soustavé i, X; pozorovatele P.
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Shriime nyni hlavni vysledky, k. nimZ jsme dospéli: Jsou-li splnény. postuldty
I—XI1, pFislusi kazdému pozorovateli P €I prostor E4 = E,(P) tak, ?e pro- kazdé
dva pozorovatele P, P eI maji transformace E4(P) na E,(P), umoZiujici stanovit
na zdkladé popisu svétoédry libovolného pozorovatele Q pozorovatelem P popis
svétocdry Q pozorovatelem P, ktery md vzhledem k P rychlost V, tar ..

49 i=t{+b,, X;=x;,+b;, pro j=123,
J J J
kde
. ‘ .
(50) {: (t - (V’ZX)>J ;C Z _lm "oy
/1 —JVIZ ‘ - ‘
. x* - — (7—[{""*2"4 T ] —1 (V’ x) Vm :

m

— — 5
Su e T T
c? N c?

pFitom by, by, b,, by souvisi pouze s volbou Casoprostorového poldtku P a matice
(¢ju)jn=1.2.3 (ktera souvisi s volbou polohy prostorovych os v E,(P)) je ortogondIni.
Tyto transformace se nazyvaji Lorentzovy. : -

N
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PeswomMme

BBEAEHUE KOOP/IMHATHOM CHCTEMBI HABJIFOJATEJIA
W BbIBOJ ®OPMYVIJI JIOPEHLA

WJIbst UEPHBI (Ilja Cerny)

B crathe comep)uTcs CHCTeMa [IBEHaNNATH TpeOOBaHUH, NPH MOMOLIM KOTOPBIX
MOHO BBECTH HHEPIMAJBHbIC CHCTEMBl KOOPOHHAT M BBIBECTH HpeoOpa3oBaHus
Jlopenna crnocoOOM, yIOBJIETBOPSIIOLIMM C TOYKH 3PEHHST MAaTEMATHKH, (M3UKH
u noruxu. Bee tpeGoBaHust, XOTA OHU (POPMYyNUPOBAHBI MAaTEMaTHYECKH, UMEIOT
MIPOCTOE M JIETKO BUINMOE (PU3UYECKOE 3HAYCHUE; OHU OTPAXKAIOT, KOHEUHO, OOHa-
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PYyXeHHBIE 3KCIEPUMEHTAIBHBIM IyTeM (aKkThl JIeXKAl[de B OCHOBE CIICIUAJIbBHON
TEOPHUH OTHOCHTEJBHOCTH.

VromsiHyTHe TPeGOBaHUS 3aKJIOUAIOTCS B CrelylomeM (B KBaJIpaTHBIX CKOGKax
MOSICHEHO KOPOTKO (PH3MUeCcKOe 3HAUCHHIE HITH XKE CIICCTBHSI, KOTOPbIe MOXHO Ha Mec-
Te BEIBECTH W3 YCIIOBMIA, BBICKA3AHHBIX PaHbLIE):

Mur1 we OIIpeaciisieM CIIeAYHOWIWEe TIOHATHS!. HRGJIIO)IaTeJIb, CUr'HaJI, nepeaavda HIA
XK¢E NIPHEM CHIHAJIa HabromaTesneM.

I. Cucrema [ Bcex HaQuiomarteneil He IycTa, M Kaxaomy HaGmiopatento P coot-
BETCTBYET:

1. MHOXECTBO El(P) BCeX NEHCTBUTENBHBIX uucen [,,qachl’];

2. nexaproso mpomssencaue U(P) = E; x {— 37, im), B KOTOPOM BBEACHO
paBeHcTBO cooTHoweHueM (@y, 9;) = (¢, 9,), ecmnt wm 9, = 9, = + In wm
@, — @, sByuseTcs uenbiM kpatHbiM 2rm. [, Illkama HampapneHuit B TpocTpaH-
crBe.”

Kpome Toro, 3aana abcontoThas (T. €. He 3aBHCSIIAs OT HaGIIOAATCNA) IOCTO-

saaHas ¢ > 0.

II. KaxooMmy curhally S, nepenaHHoMy MM IPUHATOMY Habmronatenem P, cooT-
BETCTBYET OJIHO3HAYHO Tpoiika (1, ¢, 9),-rae t € E{(P), (@, ) € U(P). (Curnan S 06-
o3nauaem Gonee noppoGHo cumsonom SF(1, @, 9).)

III. Kaxnomy te E 1(P) MOCTABJICHA B COOTBETCTBHE CUCTEMA MEPeAHHBIX CUrHA-
108 {S"(t, ®, )}, syevip)- [Habmomatens P MoxeT Nepedasats B 060/ MOMEHT
CHTHAJIBI ,,BO BCE CTOPOHBI™.]

IV. Kaxnoit cucteme {S(T, ¢, 9)}, ¢,9)cU(p) CHTHAJIOB, TIEPeTAHHBIX HabTIONATEIEM
P B MoMeHT T, M KaX/J0My Ipyromy Habmonatemio P COOTBETCTBYET TOYHO OJMH
npuusthii curnan ST(o(T), —e*(T), —9*(T)), npuuem «(T) = T, (o*(T), 9%(T)) e

€ U(P). [,,9x0* mepellaHHBIX CHI'HAJIOB, T. €. CHTHAI, ,,0TPAXEHHDIH* 0T HabI0a-
Tens P.]

V. Oynkuus o u3 TpeboBanns IV. sBngercs HempepblBHOM M BO3pacTarolei
u otobpaxaer E,(P) na E(P). [Cootrowenus (1), (2) no3sosioT JaTh onucanme
MUPOBOH JHHME Habsromatens P mo oTtHomenuio K nabmomarcio P B ,,TOJSIPHBIX
KOOpAMHATAX "} OT HUX MBI I1PH TTOMOILIH (3) TepeiIcM K MPeACTABICHHUIO B ,,JIeKap-
TOBBIX KoopanHaTax‘‘. Iloog MUPOBOH JMHKEH MBI TOAPa3yMeBaeM MHOXECTBO BCEX
sersepok (1, x,(1), x,(1), x5(t)), rae e E(P). TIpn moMowy IpeacTaBieHus B jc-
KapTOBBIX KOOPJIMHATAX MbI ONpE/e/sicM OGBLIMHBIM CIIOCOGOM CKOPOCTh (CpemHIoko
M MITHOBEHHYIO) OJHOr0 M3 HaGNIoOaTesneit OTHOCUTEBHO APYroro. ]

VI. Muposasi JHHMs CHUTHaJA ONHCAHA B JAEKAPTOBHIX KOODIHHATAX JIMHEHHBEIMH
GYHKUMAMH f, CKOPOCTH CHTHAJIOB HE 3aBHCHT OT HampaBJeHHs U OT Habiroma-
Tensi. Coorsercrue, onucanHoe B 1V. OCyWIECTBISETCS ClEAyIOIMM 06pPa3oM:
Touno ogmn u3 curnainos cuctemsl {S7(T, @, 9)}(4.5)cu(p) AOCTHTHET B ONpPE/IC/ICHHBIN
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MOMEHT TOUKH X(1), B KOTOpPOIt Haxomutes HaGnronaresb P Bo Bpemst t, u P B To xe
BpEMst MEPE/IACT CHFHAI, KOTOpPHIA Habmonatens P npuvzt B MomzaT of T).

[3aech chopMyAUPOBAHO OXHO M3 OCHOBHBIX TPeGOBAHUIl CHELUATBHOH TCOPHH
OTHOCHTENBHOCTH. MOXHO IOKa3aTh, YTO' CKOPOCTb CHIHAJIOB PaBHA abCOJFOTHOM
NOCTOAHHOM ¢ 13 TpeGoBanus 1.]

VII. Ecnu nabnromarteis P HAXOAWTCS B COCTOSIHUU TTOKOS OTHOCUTENbHO P, To
Jr00oit Habropareb Q UMEET OJHY M TY e CKaJISIPHYIO CKOPOCTh OTHOCHTENBHO
P u P. [31€Ch MOXHO ykKe H0KA3aTh, MTO CKATAPHAA CKOPOCTH JFOGOr0 U3 HAGO-
natenei Q oTHOCUTENIbHO Moboro Habnronaress P secerna Menbiie ¢, OxaspiBaeTcs,
YTO 3TO YTBEPXKJEHUE IIPH YCIOBUM, YTO BBINOJHSIOTCS OCTAJbLHBIE JIO CHX MNOP
nepeuucieHHble TpeGOBaHMS, PAaBHOCHIBHO TOMY, 4TO (YHKUUS o BO3PACTAET;
B 3TOM 3aKJIoyaeTcst PU3NIECKOE 3HAUCHUE OIHOro U3 TpeboBaHMil V., B KOTOPOM
MaTeMaruiyecku COpMYNUpPOBaHbl OINPEIeNeHHbIE CBOHCTBA OTOOpaXeHus o.]

VIII. dns xawxagoro Habmiomarens P cnpasenauBo yTeepxkieHue: K xaxaomy
te E(P), K XaXmoil TPOHKe MPOM3BOJIBHBIX ACHCTBUTENBHBIX 4MCEd (X, X, X3)
¥ K Kax) 01 Tpoiike (v, v,, U3) ACHCTBUTENBHBIX YHCET, YAOBIETBOPSIOUIUX YCIOBHIO
v} + v} + 03 < %, cymectByeT Habmoaarenb, KOTOPBIH HMEET OTHOCHTCIHHO
P ckopocThb (vy, vy, v3) M BO BpPeMsl | 3AHUMACT TONOKEHUE (X, Xz, X3).

IX. Jns kaxporo Habiropartens P cucreMa I coBnagaer ¢ MHOXECTBOM BCEX
HabnroaaTeselt, KOTOPblE OTHOCHUTEJILHO P HAXOMATCA B COCTOSHMM PABHOMEPHOIO
U MIPSIMOJTMHERHOT O IBIKEHUS.

[Coeunansras dpopmynuposka nocryiata VIIL must v; = v, = vy = 0 ucmons3o-
BaHa yXe B IOKA3aTCJbCTBC YTBEPKICHMS, YTO B3aHMHAS CKAJSIPHAs CKOPOCTH
Jr00BIX ABYX Habmromateaei Menbuie ¢. M3 3T0i cnenuanbHoi GopMyTHPOBKY yXKe
BLITEKAET, 4TO KaxAwlii Habmiomatesib P IHOCTHrHET CBOMMH NPOCTPAHCTBECHHO-
BPEMEHHBIMHU H3MEPEHUAMMU BCEro YeThIpexMepHoro npocrpanctsa E, = E4(P).]

X. s mo6ur¥ gByx mabmomarencit P, P cyuiecTByeT B3aMMHO OJIHO3HAYHOE
otobpaxcrue F'F npocrpanctsa E4(P) na E4(P) Tak, uto ecnn M upeactaBiset
co00if MHPOBYIO JIMHMIO TPOW3BOJIbHOrO HabsogaTenss Q B KOOPAMHATHOH CH-
creme nabmonarens P, o F'P(M) sensietcs MupoBoii muuueiit naGmonarens Q
B Koopaunatnoit cuérem nabmojgatens P. [ MHOKECTBO MUPOBBIX JIMHMIL BCeX Ha-
omonareneit () B JIeKaPTOBBIX XOOPAMHATAaX Npou3BojbHoro wabmonzarens P
cosranaer ¢ Muoxkecrsom M(P) Beex JTMHMIA B E4(P), omnucaHnbIX COOTHOLICHHEM
x; = vt + A;(j=1,2,3), rme v] + v + v} < ¢*. U3 Toro obcrosTensersa, HTO
FP? orobpakaer xaxaylo npamyro w3 M(P) Ha npaMyio n uto F'U sasercs
B3aMMHO OJIHO3HAYHBIM, ke BbITekaeT, uto F'¥ nunelino — cm. [5]. OGbiunbM
cnocobOM HAXOOUTCS B CTATHE BUJ FPP,\T. e. BuJ npeobpasosanuit JlopeHua.
Bpemsa 7, MepenHoe HabinogateneM P B Haualle €ro KOOpIMHATHONW CHCTEMB
U COOTBETCTBYIOLUCE BPEMS !, OMUCAHHOE HAOMIOAATENeM P, B3aUMHO CBSI3AHBI
COOTHOLICHHEM | = f, TAC ® — MOCTOSHHAL |
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XI. Ecnu BO3pacTaeT f, TO Bospactaer u . [U3 aroro TpeGOBaHUs BHITEKAET, 9TO
® > 0. BeBog mpeobpazoBanmii JlopeHua MOXHO yxe TeNepPh HOYTH MOJHOCTHIO
3aKOHYUTL. MBI HOTYYUM

i=1t+by, X, =X;+b; (j=123),

rae

~
il

C

* V.t 1 v, x)V,

X :ﬂ Xy —— [ |
p—— — 3
V2 ik i

c? c?
npu 3ToM by, by, by, by npeacTaBasroT coboil MOCTOAHHBIE, 3aBUCALME TOJBLKO OT
BLIGOPA BPEMEHHO-IIPOCTPAHCTBEHHOTO Hawana P, V = (Vy, V2, V3) — aTO CKOPOCTH
P otHOCuTENHBO P, |V| — ee HopMa, (V, x) — CKalsApHOE IIPOU3BE/IEHUE BEKTOPOB ¥/
u x, (¢;,) — OPTOTOHANbHAS MATPULA, KOTOPAas 3aBUCMT OT IOJOXEHHS NPOCT-
PAHCTBEHHBIX OCEH KOOPIHHATHOM CHCTeMBI HabmomaTelst P, \/ A — TIPOU3BOJIBHBIA
daxTop (KOTOpHI HEBO3MOXKHO ONpeneauTh N0 TpeboBammam I. —IX.), saBrcamumit
oT BhibOpa ,,MaciuTaba’ HA KOOPJMHATHRIX ocAx HabmopaTeel P u P.]

XII. EoMuuuHbic BEKTOPBL HAa KOOPAHHATHEIX OCSX HaOironaTesieil BLIOpaHbI Tak,
4TO mJisi KaXIBIX ABYX Habiromateneit P, P cnpaBelsinBO Cleyiollee: CYLIECTBYET
Bpemst t € E;(P) 1 mapa pasmmuuLix Touek A, B Tax, 4TO COOTBETCTBYIOIIMI BEKTOD
AB NEPHEHANKYIAPCH chTopy B3aMMHOTO Ticpemelienus HabmromaTteneit P u P,
TpHHEM JUIMHA BEKTOpa AB, w3Mepennas HaGmogareneM P Bo BpeMs ¢ COBIAnacT
C JUIMHOM AB, u3MepeHHol HabmromartesieM P B COOTBETCTBYIOLIMI MOMEHT 1.
[ Toraa usmepenue AJHH OTPE3KOB, MEPIEHANKYIAPHBIX HA HANPABJICHUE IBIOKEHMS
Habmogateneit P o P, He 3aBUCHT HH B KaKoe BpeMst 0T HaGnropaTeeii P, P. Koaddu-
IMeHT A HeoOXoauMo paseH 1, U mpeobpa3oBakus NPAMYT OOBIMHBIN BUIL. |
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Summary

ON THE CONSTRUCTION OF THE COORDINATE SYSTEM
OF AN OBSERVER AND THE DERIVATION OF THE LORENTZ
TRANSFORMATION

ILia CERNY

The paper contains a system of twelve postulates which enable to introduce inertial
coordinate systems and to derive the Lorentz transformation in a way which is satis-
factory in the mathematical, physical, and logical senses. All the postulates — although
formulated mathematically — have a simple and obvious physical sense; they contain,
of course, experimentally confirmed facts representing the foundations of the special
theory of relativity.

The twelve postulates mentioned above are the following ones (in [ | we show very
concisely the physical meaning resp. the corollaries which can be derived from the
postulates already introduced):

We do not define the following notions: observer, signal, emission resp. reception
of the signal by an observer.

L. The system I of all observers in nonempty; to each observer P there correspond:

1) the set E,(P) of all real numbers [“the clock™];

2) the cartesian product U(P) = E; x {—3in, in), in which the following equi-
valence is introduced: (@, 9,) = (@,. 9,) if either §; = 9, = £ 3m or 9, — @, =
= 2kn, where k is an integer. [ “The scale of directions in the space.” |

Also there is given an absolute (i. e. independent of the observer) constant ¢ > 0.

II. To each signal S emitted or received by an observer P there corresponds one
and only one set of three numbers (1, ¢, 9) where te E{(P), (¢, 9) e U(P). (We
designate the signal S by S”(1, ¢, 9).)

II. With each t e E,(P) there is associated the system {S*(1, ¢, 9)}(, s)evip) OF
emitted signals. [The possibility of the observer to emit signals “in all directions™
at any moment. ]

IV. To each system {S*(T, ¢, 9)}(, scv(r) Of signals emitted by the observer P
at the moment Tand to each observer P there corresponds one and only one received
signal S"(«(T), —@*(T), —9%(T)); we assume that o(T) = T, (*(T), 3%(T)) € U(P).
[The “echo” of the emitted signals, i. e. the signal “‘reflected” from the observer P.]

V. The function « in the postulate IV is continuous and increasing and transforms
E,(P) onto E,(P). The relations (1), (2) make possible a description of the world
line of the observer P with respect to the observer P in “polar coordinates’; by the
aid of (3), we pass to the description in “cartesian coordinates”. The world line is the
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set of all sets (1, x,(1), x,(1), x3(t)) where t € E,(P). Using the description in cartesian
coordinates, we define the velocity of one observer relative to another in the usual
manner. o '

VI. The world line of the signal is described by linear functions of ¢ in cartesian
coordinates, the velocity of signals is independent of the direction and of the observer.
The correspondence described in 1V is realised in the following way: One and only
one signal of the system {S”(T; ¢, 9)}(,.9)cu(p) arrives at a definitc moment at the
point x(1), where P is at the time £, and at the same moment P emits a signal which the
observer P receives at the time o T). [ We have thus formulated one of the most fun-
damental postulates of the special theory of relativity. It may be shown that the velo-
city of the signal is equal to the absolute constant ¢ from postulate I.]

VIL If P is at rest relative to P, then each observer Q has the same scalar veloci-
ties relative to P and to P. [Now itmay be already shown that the scalar velocity of
every observer Q relative to any observer P is always less than c¢. It appears that
if all the remaining postulates hold, then this assertion is equivalent to the assumpt-
ion that the function « is increasing; this is therefore the physical meaning of one
of the postulates V, where some properties of the mapping o are formulated mathe-
matically. ]

VIIL For each observer P the following holds: Corresponding to each t € E,(P),
to each set of arbitrary three numbers (xy, X,, X3), and to each set of three numbers
(v, vs, v3) satisfying the condition v} + v3 + v3 < ¢?, there exists an observer with
velocity (vy, v,, v3) relative to P and having coordinates x,, x,, x5 at the time t.

IX. For each observer P, the set [ is identical with the set of all observers which are
in uniform motion in a straight line relative to P.

[We need the postulate VIII with v; = v, = vy = 0 to be able to prove that the
scalar velocity of any two observers is less than ¢. This special case of VIII also im-
plies that the space-time measurements of each observer P lead to the whole four-
dimensional space E, = E,(P).]

X. For each two observers P, P there exists an one-to-one correspondence F©?
between E,(P) and E,(P) such that, if M is the world line of an arbitrary observer Q
in the coordinate system of the observer P, then FPP(M) is the world line of Q in the
coordinate system of P. [The set of world lines of all observers Q in cartesian coordin-
ates of an arbitrary observer P js identical with the set SR(P) of all straight lines in
E,(P) with the description x; = v;t + A; (j = 1,2, 3), where v} + v + v} < %
The fact that the image under the transformation F”” of each straight line from SR(P)
is a straight line again and the fact that FP? is an one-to-one correspondence imply
that FP? is linear — see [5]. In the usual manner we seek the form of FF¥, i. e. the
form of the Lorentz transformation. The time f measured by the observer P at the
origin of his coordinate system and the corresponding time t measured by the ob-
server P are connected by the relation { = wt where w is a constant. ]
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XI. If ¢ is increasing then 7 also increases. [This postulate implies that w > O,
Now we can derive the form of the Lorentz transformation almost completely, We
are led to the relations

where

V 1 N2

m AV X’ xm - + P ——

Ve

by, by, by, by are constants connected only with the choice of the space-time origin
of P, V = (Vy, V,, V3) is the velocity of P relative to P, |V| the corresponding scalar
velocity, (V, x) the scalar product of the vectors V and x, (c;,) an orthogonal
matrix connected with the direction of space axes of P’s coordinate system, \/7; an
arbitrary factor (the value of which cannot be derived from the postulates I—XI)

connected with the choice of units of length on the coordinate axes of the observers P
and P.]

XIL Let the unit vectors on the coordinate axes of (all) observers be chosen in
such a way that for any two observers P, P the following holds: An instant 1 € E,(P)
and a pair of different points 4, B exist such that the corresponding vector AB is
perpendicular to the vector of the relative motion of P and P and that the length of
the vector AB measured by the observer P at the instant ¢ is equal to the length of AB
measured by P at the corresponding instant 7. [Then the measurement of lengths of
abscisses perpendicular to the direction of motion of P and P does not depend on the
observers P and P at any instant. The coefficient A must equal to 1 and the trans-
formations will take on their well-known form. ]

Adresa autora: Ilja Cerny C. Sc., Matematicko-fysikalni fakulta Karlovy university, Praha 1.
Malostranské nam. 25.
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