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SVAZEK 7 (1962)

APLIKACE MATEMATIKY

CisLO 1

PRISPEVEK K VYPOCTU VLASTNICH (CHARAKTERISTICKYCH)

CISEL

VeApIMiR FIRT

(Doslo dne 11, ledna 1961.)

V Clanku se navrhuji étyf'i metody vypoctu viastnich (charakteristickych)
Cisel zalozené na transformaci homogenniho systému algebraickych rovnic.
Dvé z téchto metod, tzv. dvojndsobnd a trojnasobnd iterace, jsou kombina-
cemi itera¢ni metody podané autorem v praci ,,Vypocet viastnich &isel na za-
kladé transformace homogenniho systému algebraickych rovnict, Apl. mat.
1961, No 2, a dvou metod, o nichZ je pojednano v tomto ¢lanku. Jsou uve-
deny dva numerické ptiklady a piiblizné rovnice, jejichz kofeny uréuji

piibliznou hodnotu vlastniho Cisla.

1. OBECNY POSTUP RESENI

M¢éjme homogenni systém n algebraickych rovnic linearnich vzhledem k neznamym

x,i=1,2,..,n

(1) ap 1X¢
az 1%y

Upq 13X F dy_p 2Xy + ...
Fod, Xy o

Ay, 1%

+ dya%;  + ...
+ody.x, ..

+ Ay p-1Xn-1

+ al,nxn = 0:
+ Ay -1 X1 0

+ aZ,nxn =

+ an*l,nwlxu—-l + Ay—1.0Xn = O;
+ an,n*lxnfl + Ay nn =0

kde koeficienty a;, = f; (1) jsou dané funkce argumentu A. Pro vlastni &islo 4, plati

podminka, Ze hodnota funkce

(2)

A

je rovna nule, tj. plati rovnice

(3)

Al2g) = 0.

Utvoime dale homogenni systém n rovnic tak, ze pti¢teme k souciniteli p¥i libovolné
neznamé x, u jedné rovnice systému (1) &len — A(4) (kde 4(2) je funkce argumentu 2,
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kterou budeme niZe definovat) a ostatni rovnice systému (1) ponechdme beze zmé&ny.
Pricteme-li — A(Z) napf. k &initeli a,, PTi x, dostaneme tento systém rovnic

(4) al‘lxl + a1,2x2 + ...+ al,n—lxn*l + al,nxn = 0’
Ar %y azsX; .ty X, A%, =0,
dp—1,1%y + Ay—1,2%2 + ...t Aoy p—1Xy—1 + Ay 1 0 Xn =0 5

ApiXy  + GuaXy Aot GuayX,y + [, — A(D)]x,= 0.
Rovnice, které tvofi homogenni systém (4), jsou stejn& jako rovumice systému (1)
linearni vzhledem k nezndmym x;, i = 1,2, ..., n.

Protoze rovnice (3) plati za predpokladu, Ze existuje netrividlni feSeni systému
rovnic (1) (tj. alespoii jedna nezndma x, % 0), musi byt také determinant systému (4)
roven nule. Tedy plati rovnice

gy, dy 2, cony Q1 15 ag, |
a1, G322, PERTINS QA .n
....................................
Ap 1,15 u=1,25 -+ Qg n—1> Ay
‘ 1 Guae oo Guueys Gy, — A(R)]
Z niZ plyne, 7e
® AG) = AR) D,(3) = 0,
kde
‘al,u Ay,2,  +ve Gy -1 }
D,(3) = (2,15, 2.2, .o A2y ‘ )

P
lan—1,1: An—1,25 -« an—l,n—1~.
Ze vztah (3) a (5) vyplyva, Ze rovnice
(s2) AG). D,0)

plati tehdy a jen tehdy, kdy? A je vlastnim ¢islem (A = 1,). Rovnice (5a) se rozpada
na dvé samostatné rovnice

©) A3 =0,
(6a) D7) =0.

U metody, o ni7 nize pojedname, pouZijeme pro vypocet vlastniho &sla 4, systému
(1) rovnic (6) a (6a) misto b&zn& pouZivané rovnice (3).

Il
=

Nejdfive uvedme vypodet &isla 4, z rovnice (6). Transformujme homogenni systém
rovnic (4) na nehomogenni systém rovnic d&lenim nezndmou x, # 0. Délime-li po-
sledni rovnici systému (4) napf. x, # 0, dostavame nasledujici rovnici funkce A(%)

() AG) = duy 22 4 ay, 2 st Gy 2 .

n xn n
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Prvnich n — 1 rovnic systému (1) nebo (4) transformovanych stejnym zpsobem zni

X x X,
(3 Ay, ~F tay . 4 .tap, ot

= —dyy,
n x" xll
X1 n-1
Ay — taz,— + ...+ a3, = = Q3>
n n xn
X1 ) Xn—1
an«l,1*+an~i,2""‘+"‘+an—1.n—1 = _an—l,n'
xﬂ “¥n n

Rovnici (6) Ize splnit, postupujeme-li nasledujicim zptisobem.

1. Zvolime bod A" a vypo&itime hodnoty koeficientii al') = £, (A"), i =
=1,2,...,n k=1,2,..., n, vyskytujicich se v rovnicich (7) a (8).

2. Ur¢ime poméry (x;/x,)V, i =1, 2,..., n — 1, feSenim n — 1 linearnich rov-
nic (8).

3. Dosazenim hodnot aﬁ,')c ———f,,y,‘(}.(”), k=1,2,...,n, a (xi/x,,)(l), i=1,2,...,
n — 1, do rovnice (7) uréime hodnotu funkce A(AY) v bod& A", Stejnym postupem
uréime hodnoty funkce A(Z) pro zvolené body AP, AT 2™ sestrojime graf
této funkce v zavislosti na A (obr. 2). Bodu, v némZ graf funkce A(4) protina osu 4,
odpovida vlastni ¢islo A, systému rovnic (1). ProtoZe pfi této metodé uréujeme vidy
pro kaZdé zvolené A poméry x;/x,, i = 1,2,..., n — 1, miZeme soudasn& sestrojit
kromé k¥ivky 4(2) také k¥ivky x,/x, v zavislosti na 1.

Zbyva urdit jests vlastni &islo 1, jako kofen rovnice (6a). Levou stranu rovnice (6a)
tvoii determinant systému rovnic (8), jehoZ FeSeni existuje tehdy a jen tehdy, kdyZ
D,(%) = 0. Tedy, kdyZ

lim D,(%) = 0,
A=2o

z (8) plyne, Ze pfi x; +0,i =1,2,...,n — 1, je

© lim XL = + o
=7 Xn

a pfi x; = 0 pfedstavuje pomér x,/x, neur¢ity vyraz tvaru 0/0. Systém rovnic (8) nema
pak Zadné feSeni nebo ma nekoneCné mnoho feSeni. ProtoZe grafy kfivek x/x,,
i=1,2,...,n — 1, lze sestrojit jiz pti konstrukei grafu funkce A(4), miZeme z pri-
béhu kiivek x;/x, vySettit bod 1, pro ktery plati podminky (9), a tedy i rovnice (6a).

Chceme-li se vyhnout podminkim (9), miiZeme v okoli bodu 1, sestrojit graf
funkce 4,(2), jejiz rovnici dostaneme d&lenim posledni rovnice systému (4) neznamou
x, # 0. Bod ,, vyhovujici rovnici (6a), je pak kofenem rovnice 4,(1) = 0. Timto
obratem miiZeme vySetfit viechna vlastni &sla systému (1) bez pouZiti rovnice (6a),
viz odst. 3. :

Proto se pti dal§im vySetfovani nebudeme rovnici (6a) zvlast zabyvat a budeme
hledat jen kofeny rovnice (6).
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Poznamka. Ze vztahti (3) a (5) plyne, 7 v bodé& 1, ktery je kofenem rovnice (6a),
funkce (7) neni definovana (x, = 0).
Pro kontrolu vypoctenych hodnot 4(i*) a A(2*~"), odpovidajicich dvéma libo-
volnym sousednim bodéim A® a 1*™ " |z uzit rovnice
VEA® = vA4®
kde V*A® = A(A%) — A(2*7 ) a VA® uréime diferencovanim rovnice (7)

. n . N E A\
VAR =% Lal v () + (=) val |,
i=1 Xy X,
k q nlk~
afv,? =fn,i(’1(k)) s Va,(glf: :fn,i(/~(k)) “fn,i(’t(k “) 5

k k k=1
V(x‘)( )_ <xi>( ) (xi)( )
— | I R s
\xll xll, Xn

kde (x;/x,)*® a (x;/x,)* " jsou hodnoty odpovidajici bodim A* a 2%~ 1.
Lze-li prabéh kiivek x,/x,, i = 1,2, ..., n — 1, mezi body A*" a A*~P nahradit

useCkami, tj. kdyZ
.\ ®
()
x.‘L

Ta T W e

pak mazeme ke kiivce A(2) sestrojit v bodé A% teénu pomoci smérnice

(10 YD _ § [y ) (10700,

di =1 di X, di

Kdybychom fesili systém n — 1 rovnic (8) pro uréité 2 pomoci determinantt, museli
bychom vygislit n determinanti (n — 1)-ho fadu, coZ predstavuje stejnou namahu
jako vy&isleni determinantu n-tého ¥adu (2). K sestrojeni grafu funkce A(4) by bylo
tedy tfeba vynaloZit stejnou praci jako k sestrojeni grafu funkce A(1). A proto také
uréeni vlastniho &isla 4, z rovnice (3) nebo (6) by bylo stejné namahavé. Aviak fe-
$ime-li systém rovnic (8) vyhodn&jsimi zplisoby neZ determinanty, pak je vyhodn&jsi
pouZit rovnice (6) misto (3).")

S uréenim vlastni &isla A, homogenniho systému rovnic (1) se setkdvame pfi vy-
Setfovani kritického zatiZeni a vlastnich frekvenc{ inZenyrskych konstrukei [2], [4],
[5]. PouZijeme-li k tomuto vySetfeni matic, pak tloha vede v né&kterych pFipadech
k urceni charakteristickych &isel x4, k5, ..., K, ze zobecnéné charakteristické rovnice

(1]) ‘“1,1 — KBy 1, Oy = ’\'ﬂx,z» cees Oy — "'ﬁm

|
10‘2,1 — KP4 %y — Kﬂ2,27 seey Oy ’(/32,,,’ =0,

S Jan,l - Kﬂn.l’ Otn,2 - Kﬁn,z’ Ty O(,,_,, - ’C/))n,n ]

1) Analytické vyjadieni derivace funkce A(A) a tedy i pouZiti teCen ke konstrukci grafu této
funkce je téméf vylouceno, kdyZ determinant (2) je vysokého Fadu. Ke konstrukci grafu funkce
A(2) 1ze pouzit jak teen tak i piibliznych rovnic této funkce, viz odst. 5 a 6.

pii ¢emzZ

i=12..,n—1,
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t). rovnice
A—xB =0,
kde A a B jsou matice fadu n [3]
A= WUH , B= ”ﬂ.;” , Lji=1,2..,n.

Protoze rovnice (11) odpovida homogennimu systému rovnic

(1]"1) (“1,1 - Kﬁl,l) Xy + (051,2 — KPya) Xy o+ (a!,n - 'fﬁi,n) x, =0,

(042,1 — KkBa4) Xy + (0‘2,2 — KPy2) Xy + o+ (al‘n — Kfy,) X%, =0,

(an,l - Kﬂn.l) Xy -+ (“n,z - Kﬂnl) X2 + .+ (an,n - Kﬁn,n) Xy = 0 ’
kdyZ alesponn jedna nezndma x, # 0, lze charakteristicka &isla x,, «,, ..., k, urdit
z podminky

pfi GemZ graf funkce (x, #+ 0)

X Xy
A(K) = (o‘n,l - Kﬂn,l) - + ..+ (O(n,n—l - Kﬂn.u-—l) ‘!;"'1_ + an,n - Kﬁn,n

n n

sestrojime stejnym zpisobem jako graf funkce (7)

Poznamka. K systému (11a) dosp&jeme také pouZitim metody Ritzovy a Galer-
kinovy [‘)]

2. RESENI SPECIALNICH PRiPADU

Zv145t vyhodnou je uvedena metoda tehdy, kdyZ prvni rovnice systému (1) obsa-
huje jen prvni dva ¢&leny a u kazdé nasledujici rovnice pfibyva postupné po jednom
¢lenu, tj. kdyZ homogenni systém md tento tvar

2 _
(12) ) ayp Xy +oap ax, =0,
: Az,1X;1  + Gy0%;  + dy3X3 =0,
an—Z,l + a, 2,2x2 + ...+ Ay 2 p-1%-1 = >

0
an~l,1xl + an*1,2x2 + ..+ an*l.n—lxn—l + anvl.nxn =0 ’
an,lxl + an,2x2 + ...+ an,n—lxnfl + an,nxn = O

V tomto pfipadé je vyhodné transformovat prvnich n — 1 homogennich rovnic
systému (12) na nchomogenni rovnice tak, 7e d&lime tyto rovnice neznimou x; = 0.
Po prevedeni absolutnich ¢lenti a; , i = 1,2, ..., n — 1, na pravou stranu dostdvame
tento nehomogenni systém rovnic

2) S takovym systémem rovnic se setkavame pfi vypoctu kritického zatiZeni a vlastaich frek-
venci spojitych nosnik na pevnych podporach, sdruZenych rami s neposuvnymi styéniky, pfi
vypoctu kritického zatiZzeni soumérnych a soumérné zatiZzenych patrovych rami o jednom poli ap.,
viz odst. 3, [4], str. 166— 170 a [5], str. 109.
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. X,
(13) a;,-2 ’ = =y,
Xy
X2 X3
Az~ +a; ;- = —dy 1,
X1 X1
X2
3y — +da33—+ d34-— = —d3;,,
X4 Xy Xy
X2 3 n-1
an~2,2 — + Ap2.3 — + . + an*Z,n—1 - = an*2,1 >
1 X1 Xy
X2 X3 Xn-1 n
Apoy2— + Ay 3—+ ...+ ay_y 4y + a1, - dy1,1-
X1 X1 X1 X1

Je ztejmé, Ze funkce

(14) A(A) = a, + an,ziz + a3 At + ...+ an,nﬁv

X4 X Xy
jejiz rovnice vznikla délenim levé strany posledni rovnice systému (12) neznamou
x; # 0, ma hodnotu rovnou nule (4,(1) = 0) pfi 4 vyhovujicim podmince (3), tj.
kdyz A je vlastnim &islem (4 = o).

Pro grafické znazornéni funkce (14) je nutné opé&t urdit poméry x;/x,,i = 2,3, ..., n,
pro urdity podet zvolenych hodnot 4 stejnym podtem feleni systému rovnic (13) (viz
odst. 1). Aviak feSeni systému (13) o n — 1 linedrnich rovnicich vede na FeSeni
n — 1 rovnic o jedné nezndmé, dosazujeme-li postupné do kazdé nasledujici rovnice
poméry x;/x; vypoltené z pfedchazejicich rovnic, coZ podstatné usnadiiuje feSeni.
Timto zptisobem je FeSen numericky priklad v odst. 3.

Jako druhy specialni pfipad, se kterym se velmi ¢asto setkavame pfi stanoveni kri-
tického zatiZeni a vlastnich frekvenci riznych konstrukci pomoci matic [3], uvedme
vypocet charakteristickych &isel xy, x5, ..., x, matice A = Jlo; I, i,j=1,2,...,n,
z charakteristické rovnice

3
(15)) Ay — K, &y 2, Op 35 woes Og ‘
*2,15 Ay 2 = Ky Gp 35 «vny Xp -0
‘o‘n,b O(n,ZO an,.’h ey Xy — K

Zptsobem, uvedenym v [3] na str. 78 —82 Ize determinant (15) upravit na determi-
nant, jehoZ tvar je shodny s tvarem determinantu systému rovnic (12). Vynésobime-li
kazdy sloupec takového determinantu postupné nezndmymi x, x,, ..., X, a polo-
Zime-li soucet takto obdrZenych ¢lend v kaZzdém Fadku determinantu rovny nule,

3') Obdobny tvar rovnice dostaneme pii vypoétu vlastnich frekvenci soustav metodou pohybo-
vych rovnic, melodou pFicinkii [2], ¢ast I, str. 81 —96, a pii FeSeni okrajovych aloh metodou dife-
renéni [9].

56



dostaneme homogenni systém rovnic ve tvaru (12), z néhoZ uréime charakteristicka
¢isla %y, Ky, ..., K, stejnym zptsobem jako vlastni &islo 1,. Je ovem moZné fesit
rovnici (15) pfimo, tj. jako rovnici (11).

O bodech, v nichZ funkce (14) neni definovana,.se zminime pfi feSeni konkrétni
ulohy v nasledujicim odstavci.

3. NUMERICKY PRIKLAD

Stanovme uvedenou metodou prvni &tyfi vlastni kruhové frekvence w(?, i =
=1, 2, 3, 4 ramové soustavy, jejiZ tfi pruty jsou pruzné vetknuty do podpor a jeden

prut je dokonale vetknut co do pootodeni a voln& uloZen co do pcsunuti (obr. 1a).

a)
K
% //La l‘jé { ///ue . JZ 3 /,/{112 ’ ‘/2 _g}ufé

S N

3 g 4
7 4

“},/' “'@,3
| 19 | 2 | Z, -

- M)g l/& R (1,5/3)1 77
’ £, Vi ‘ Z Ay

on (450/2)‘ £, . Mﬂ)" [£J,
v ey ¢ 4 Ay
Obr. 1.
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Pruznost vetknuti je vyjadfena hodnotami k, y, k4 3, ks 3 (k zna¢i moment, ktery
zplisobi jednotkové pootogeni konce prutu — ¢ = 1).

Dano:
k ko 4l ks ol
Ky y= ot Ly g kel ksl
EJ, EJ, EJ,
Il = 12,9 ‘]_2 =T, & =6,
Jy Hy

kde J, (J,) je moment setrva¢nosti prifezu stojky (pficle) k ose kolmé k roving kmi-
tajici soustavy, E je modul pruznosti materialu, I, (I,) je délka stojky (pricle), p, (1)
je hmota pfipadajici na délkovou jednotku stojky (pti¢le). Oznadime-li

T2

o Ha0

(16) A :11J s lzzle/ »
N EJ, N OEJ,

(kde @ je kruhova frekvence), pak mezi 4, a 4, plati vztah

A =1,54%

neboli
A, = 1,10668 .1, a c¢= IZ—" =
Jil,
Deformadni rovnice, které tvoii systém homogennich rovnic, jsou uvedeny v tab. I,
kde neznamymi ¢,, i = 1,2, ..., 5, které jsou v odstavcich 1 a 2 obecné oznaleny
jako x;, jsou Ghly pootoceni koncu 2,4, 5 prutt 21, 43, 53 a Ghly pooto&eni sty&nikd
1a3(obr. 1)a F(2), Fy(4 )J%ou dané funkce kmito¢tu, viz [2]. Kladny smysl thli
pootodeni ¢, i = 1,2, ..., 5, je shodny se smyslem otaeni hodinovych rucicek. Jak
je z tab. I zfejmé, lze pFi vhodném uspofadani deformacnich rovnic dostat systém
rovnic ve tvaru (12). Je tedy vyhodné transformovat prvni &tyfi homogenni rovnice
uvedené v tab. 1 na nehomogenni tak, Ze d€lime tyto rovnice neznamou ¢, + 0
{viz odst. 2). Takto transformované rovnice v bezdimensionlnim tvaru jsou uvedeny
v tab. II. Transformujeme-li stejnym zpdsobem posledni rovnici v tab. I jako pfedcha-
zejici rovnice, dostaneme z jeji levé strany funkci o rovnici

(17) A,(A) = ¢ Fy(A) + [Fa(h) + 2¢ Fo(3)] 22 + Fi(0) 22 + ¢ Fy(2,) 22

@1 Py 1
Graf funkce A,(4) a ktivky ¢/@,, i = 2, 3,4, 5, jsou v zavislosti na 1, sestrojeny
na obr. 2 zplisobem uvedenym v odst. 1 a 2, pfi emZ bylo pouZito tabulek funkci
Fy(2) a F,(2) obsazenych v II. &sti [2], str. 193—205. Z kotendi Ay, 257, ..., AYD
(resp. )V{)’Z’ A, AW rovnice A,(2) = 0 uréime vlastni kruhové frekvence w“)

o, ..., o Podlc (16) pro vlastni kruhovou frekvenci w§’ plati

(] 7
(18) w{j’:(&’-‘> Jhi, i=1,2,..,m.
I8 Hy

A vlastni kmitoéty nt? jsou rovay ni) = wl?/27,i = 1,2, ..., m.
Y hno') Yy ng 0 5 Ly veey
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Funkee (17) je pouZito jen k vypoctu prvnich dvou vlastnich kruhovych frekvenci

(obr. 2)
ol = <§_’9]§)2 /EJ! , o = <3,513)2 %
ll A Ry [1 m

K uréeni dalgich dvou vlastnich kruhovych frekvenci w§? a w§" neni vhodné uzit

funkce (17), a to proto, Ze vlastni &isla A5}, A5Y leZi v blizkosti bodu 1, = 4,042
(obr. 2a), kde se obtiZn& vySetfuje ptesny pribéh funkce (17), jak vyplyva z nasledu-
jiciho.

207 M:P: e
| ,_ﬁ ) ﬁ“&—*‘r\\_ﬁ /'—4\\( 4
%1 I : | 1 VS/ / 4/ ™
fio} 20 h‘T Ty mn= == \
o . \
AN A=3015 __ -~ A 1
o6 27 28 29 30 A 42 45 b —TIN~Ib
R e S g 1/ U
(020 —+— .- _ /ﬂ><_\_&.___‘,___&\“
A 3 // ] 7‘\\\
20|40~ I <1 | %/, \*
PP /v \
3060t i - ] 1\

Obr. 2.

Pfi A, = 4,042 je ¢, /9, = 0, tj. ¢, = 0, a tedy v bod¢ ; funkce (17) neni defino-
vana. Limity funkci ¢,/@, i = 2,3,4, 5, zleva a zprava v bodé 1, jsou rovny
lim i + o0,
21— ?y
nebot v bod& 1, je @i/@, + 0, i = 3,4, 5 (obr. 2a), z &ehoZ plyne, 7e ¢, 0, i =
= 2,3,4,5. Vokoli bodu 1, nabyvaji tedy funkce ¢,/¢;,1 = 3, 4, 5, které se vysky-
tuji v rovnici (17), velkych absolutnich hodnot, coZ znesnadiiuje vySetfit presny

priibéh funkce (17) a tim i pfesné hodnoty vlastnich &isel 4G} a 455.

Bod 7,, vnémz ¢ = 0, Ize v daném piipadé urcit velmi snadno jako kofen rovnice
Foldy) + Ky =0,
jejiz levou stranou je koeficient pii ¢,/@, u prvni rovnice v tab. I. Pfi K, ; = 1, je
Fy(2;) = — 1 a z tabulek [2] vyhledame pfimo kofen 4, = 4,042.
Zminéné obtiZe se snadno zbavime tim, Ze prvni ¢tyfi homogenni rovnice v tab. |

transformujeme na nehomogenni rovnice délenim neznamou ¢, # 0. Z takto trans-
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formovanych rovnic lze pro rizné hodnoty argumentu A, urit hodnoty poméra
Q;/p,, i =1,3,4,5 a vySetfit pribeh funkce

09 4s) = e PG (25 22 1 112 + 20 1) 2 4 1) 22

kterou tvoif leva strana posledni rovnice (transformované délenim ¢, + 0 a upravené
do bezdimensionalntho tvaru) v tab. 1. Z kofenfi A5} = 4,012, 15 = 4,093 funkce
(19) ur¢ime dalsi dvé vlastni kruhové frekvence (obr. 2a).

Podle (18) je

m_quﬁ‘%%%%mn
0 - T - —

> 30142146\ 30

Iy Hy V)
o . I 7 2 -
2 %
ol = ﬂ)} EJ, . 20008|04) 20} S s
I Hy 0 S et
. —
Poznamka. Funkce (19) 40| a4| 02| 10 -

je vhodné uZit i k urceni o]
e i 1 (2)

vlastn‘xch gisel ALY a A3, ol o o o I

nebot v okoli té&chto bodi

je *+0,atedyio, * —t

J#f %ﬁﬁr. 2). VR0 04 02 0} 1 ;5}4%
Tvary vlastniho kmitani ’

ramové konstrukce na obr. 4 [048)04|20 /\74‘//

1a, kterym odpovidajf urce- A ]

né vlastni kruhové frekven- -30 |-2|-06(40 _4%; \;/;/%

ce (Ghlové rychlosti) w§”, 172

i =1,2,3,4, jsou vysetie- 4,016 9840
ny soucasné s koreny funkci

(17) a (19) na obr. 2 a Obr. 2a.
obr. 2a.
Tak napf. hodnoty @,/@; = — 0,67, @i/¢, =— 1,65, ¢.f/¢, =+ 0,87 a ¢s/p, =

=+ 1,76, které charakterisuji prvni tvar vlastniho kmitani vySetfované konstrukce
a které odpovidaji zakladnimu kmitoétu konstrukce, uréime piimo z obr. 2 jako hod-
noty funkei @,/@,, i = 2,3,4,5, v bodé A} = 3,015.

Tvary vlastniho kmitani konstrukce na obr. la, kterym prislusi zjisténé vlastni
* kruhové frekvence wgi), i =1,2,3,4, jsou znazornény na obr. 1b, c, d, e.

4. RESENI NORMALNI, DVOJNASOBNOU A TROINASOBNOU ITERACI

V tomto odstavci uvedeme tFi itera¢nj metody Fedeni systému rovaic (1).

Obdobné jako pii feSeni linearnich nehomogennich rovnic, u nichZ jsou koeficienty
a; g pfineznamych x,, i = 1,2, ..., n, konstantami, lze i pfi vypoétu vlastniho &isla A,
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homogenniho systému rovnic (1), u nichZ jsou koeficienty a; , funkcemi argumentu A,
& ’ R ik
pouZit iterace, pti niz mizZzeme postupovat nasledujicim zpisobem.

1. Ze systému (1) vytvofime ,,ndhradni systém® ve tvaru (12) zanedbanim n — 2
¢lenti u prvni rovnice, n — 3 €len u druh¢ rovnice atd. a7 u (n — 2)-hé rovnice za-
nedbanim jen jednoho Elenu.

Pii tfeSeni konkrétni tlohy dospéjeme zpravidla k homogennimu systému, jehoz
kaZzda rovnice neobsahuje viech n ¢lent. V takovych pfipadech ptrefadime ¢leny
v rovnicich (viz niZze uvedeny priklad), po pfipad¢ také zménime pofadi rovaic tak,
abychom vytvofili ,,nadhradni systém* ve tvaru (12) zanedbdnim co nejmensiho
poctu ¢lend.

P#i prefazovani rovnic a jejich ¢lendl je ticba dbat na to, aby ¢leny, které maji byt
zanedbany, mély malé absolutni hodnoty ve srovnani s absolutnimi hodnotami ¢lentl,
které bude obsahovat ,,ndhradni systém®. SnaZime se tedy vytvorit takovy ,,nahradni
systém* ve tvaru (12), ktery pokud moZno dobfe aproximuje dany systém (1). ProtoZe
pfedem nevime, v jakych pomérech jsou absolutni hodnoty jednotlivych &lend systé-
mu, ktery mame fesit, srovnivame hodnoty koeficientl a;, pfi nezndmych x;,
i =1,2,..., n. Zanedbame pak ty ¢leny, které obsahuji koeficienty a; , s absolutnimi
hodnotami co nejmensimi.

Ve skute¢nosti nemiiZzeme piedem piesné porovnavat ani absolutni hodnoty koefi-
cientli a, ,, nebot tyto hodnoty dovedeme urcit aZ tehdy, kdyZ zname vlastni &islo 4,,
jehoZ uréent je kone¢nym cilem celého feSeni. Porovnani koeficientll a; ; provedeme
proto tak. Ze odhadneme délku intervalu [, A"], v némz se vyskytuje vlastni &islo 4,
a porovname pribeh funkef a;, = f; (4) v celém intervalu [, ], viz pFklad.

2. Postupem uvedenym v odst. 2 uréime viastni &islo (P2, a jemu odpovidajici
poméry O(x;/x,), i = 2,3, ...;n, ,nahradniho systému*.

3. Ur&ime kofen "4, rovnice A,(1) = 0, kde 4,(4) je funkce definovana rovnici
(14), do niz dosazujeme za poméry x;/x,, i = 2,3, ..., n, hodnoty urfované fesenim
nasledujiciho systému rovnic

(20)
X, n (0) X;

ay —*alx’“Zax,i 5
X1 i= Xy
x n )/

A2~ + a3 53—~ =—ayy = ) ay; (),
X1 X i=4 X1
X3 3 Xy " O/

Ay p~= + d33— + 3.4~ = —ay; — 3 dy; (),
X1 1 X3 i=5 Xy



(0)
a X2 X3 Xp—1 = —q . Xn
n—=2.2 - + Ay_23-~+ ...+ Ay_om—1 " - n=2,1 7 du_2., T

Xy Xy X1 X
x2 X3 Xn—l ‘n

Ay y,—~+dy_ g3+ ot ady gy F g = T Ay
X1 Xy Xy Xy

Ponévadz rovnice (20) a rovnice A,(4) = 0 tvofi systém rovnic, ktery se od systému
(1) lisi tim, Ze pfesné poméry x,/x,, i = 3,4, ..., n, odpovidajici vlastnimu Cislu 1,
jsou nahrazeny pfibliznymi hodnotami “(x;/x;) jen u nékolika &initelii a, ,, je &islo
M7, prvni aproximaci hledaného vlastniho &sla .

Obecné m-tou aproximaci “ 1, &isla 4, stanovime jako kofen rovnice 4,(1) = 0,
pii CemZ za poméry x,;/xq, i = 2,3, ..., n, vyskytujici se u funkce (14) budeme dosa-
zovat hodnoty, které budeme urdovat feSenim systému (20), v némzZ pouZijeme misto
pomért V(x;/x,), i = 3,4, ..., n, hodnoty ™~ (x,/x,) odpovidajici (m — 1)-ni apro-
ximaci "~ V4, vlastniho &isla A,.

Viastni ¢islo 4, uréime s Zidanou presnosti tehdy, kdyZ se dvé po sobé nasledujici
aproximace Cisla A, pfi uvaZovani uréitého poctu desetinnych mist od sebe prakticky
neli§i. Je ziejmé, Ze systém (20) Ize feSit jako systém n — 1 rovnic o jedné neznamé,
tj. jako systém (13). Uvedeny postup feSeni nazveme normdlni iteract.

Resime-li ,,nahradni systém* ve tvaru (12) postupem uvedenym v odst. 2 a pfi
kazdém kroku normalni iterace pouzijeme itera¢ni metody podané v praci [ 1], nazve-
me takovy zpisob feSeni systému (1) dvojndsobnou iteraci.

Uzijeme-li iteraéni metody uvedené v [1] k feSeni jak ,,nahradniho systému® ve
tvaru (12) tak i systému rovnic ve tvaru (20) vzdy pfi kazdém kroku normalni iterace,
nazveme takovy zpiisob Feseni systému rovnic (1) trojndsobnou iteract.

Poznamenejme, Ze v nékterych pripadech (napf. pii vypoctu vlastnich frekvenci
a kritickych zatiZeni konstrukci metodou deformaéni) maji pomé&ry x/x,, i =
= 2,3, ..., n, které uréuji vlastni tvar kmitani nebo tvar vybo&eni konstrukee, velmi
nazorny vyznam, viz odst. 3. Zejména prvni vlastni tvar kmitani a prvai rovnovazny
deformovany stav konstrukce odpovidajici zakladnimu kmito¢tu nebo nejmensimu
kritickému zatiZeni, které maji nejvétsi prakticky vyznam, lze i u sloZit&jsi konstrukce
velmi dobfe odhadnout, tj. piedem stanovit, jaka znaménka maji jednotlivé poméry
Xifx, P =2,3,...,n

V takovych piipadech miizeme transformovat homogenni systém rovnic (1) na

" nehomogenni systém dé&lenim x, = 0 a odhadnout alespoii velmi zhruba hodnoty po-

mért x;/x;. Odhadnuté hodnoty pomérii x;/x, pouZijeme pak misto pomérd ‘©'(x,/x,)

vyskytujicich se na pravé strané systému (20). Tim lze podstatné zkratit celé felent,

nebol odpadne vypodet vlastniho &fsla €02, ,,ndhradniho systému‘ a jiz prvni apro-

ximace vlastniho ¢isla Aq systému (1), kterou uréime pouzitim odhadnutych pomérd
x,;/xy, mGZe mit pro praktické ucely dostateCnou piesnost.

Pro ilustraci uvadime nasledujici numericky piiklad.
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Pfiklad. Stanovme trojnasobnou iteraci vlastni &islo 1y, tohoto systému rovnic

en*

[Li(4) + 1,6] %, + 0,8%, — Ly(A) %, =0,
0,8%, + [Ly(4,) + 3,2] X, +0,8%; — Li(4,)%, =0,

0,8%, + [Li(4s) + 1,6] %5 — La(d3) X, =0,

L3(’11) f1 + 1‘3(’12) x2 + LS(’13) 563 - [L4(ll) + L4(’12) +

+ Ly(23)] %4 =0,
pfi cem? je
Ay = 1,254,, A3 = 0,6254,.

Nejdifve vytvofime ,,ndhradni systém* tak, aby (pokud je to mozné) byly zanedba-
ny ty cleny, které maji absolutni hodnoty malé ve srovnani s hodnotami ostatnich
&lenii. ProtoZe v daném piipadé vlastni &islo Agy (Aoy = 125401, Aos = 0,6254,),
které ma fyzikalni vyznam, lezi piiblizng v intervalu [0, 4], v jehoZ rozmezi funkce
L(%) a Ly(2) nabyvaji hodnot 1,1732 < L,(2) < 4, 4,1766 < Li(4) £ 6, je vyhodné
zanedbat 0,8%, a 0,8%, v prvnich dvou rovnicich systému (21). Oznacime-li

(22> X1=X4_, X'z:f\a XSZXZ’ x4:3—C39
dostavame tento ,,nahradni systém* ve tvaru (12)

(23)

— Li(44) xy + [Ly(4;) + 1,6] x, =0,
— Li(A2) x4 + 0,8x, + [Ly(45) + 3.2] x4 =0,
— Lj(%3) x4 + 0,8x5 + [E4(73) + 1,6] x, = 0,
— [Ly(2) + La(2)) + La(A3)] %1 + Ly(A,) x5 + La(2;) x5 + Ly(23) x4 = 0.

Vlastni &islo ‘@2, systému (23) urdime iteraéni metodou uvedenou v [1]. Vyjdeme-li
zhodnot A, = 1, = 1; = 0, je prvni aproximaci &isla (P4, koten A; = 2,426 rovnice
Mp(a) = 0 (obr. 3), kde

Dp(A) = Ly(Ay) + La(A;) + Lay(A3) ~ 1,0714L4(2,) — 0,7143L4(2,) —
— 0,9694L5(23) .

Druhou aproximaci &isla ‘4o, je kofen A; = 2,40 rovnice P@(2) = 0 (obr. 3), kde

Dp(3) = Ly(4y) + La(2z) + Lo(2A3) — 1,1347L4(2,) — 0,7093L4(4,) —
— 0,9839L4(4;) .

ProtoZe se ob& vypodtené aproximace &isla V4, lisi od sebe jen o 1%, jest vlastni
gislo ?7,, ..nahradniho systému* (23) uréeno dostatedng piesné (‘*1,, = 2,40).

#) Je to priklad na vypocet kritického zatizeni rimu s posuvnymi sty¢niky, ktery je feSen v [1].
V [3] jsou tabelovany funkce p,(4), p4(A), 1,(4), které jsou s funkcemi Li(%),j = 1,3, 4, vazény
vztahy L(7) = dpy(2), L3(2) == 6@4(2), Ly(2) == 12n,(), pii éemz A je oznadeno pismenem o.
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Cislu (1,, odpovidaji poméry P(x,/x,) = 1,1328, @(x;3/x,) = 0,7091, (x,/x,) =
= 0,9837 stanovené FeSenim prvnich tif rovnic systému (23).

Dalgj feeni provedeme normalni iteraci, pfi jejimz kazdém kroku pouZijeme ite-
ra¢ni metody uvedené v [1].

Prvni krok. Systém (23) doplnime &leny 0,8x; a 0,8x, (viz (22)), které jsme p¥i
jeho vytvofeni zanedbali. A délime-li pak prvni tfi rovnice systému (23) nezna-
mou x; + 0 a nahradime-li &leny 0,8 x3/x;, 0,8 x,/x; pfibliZnymi hodnotami
0,8(0)(x3/x1) = 0,5673, 0,8(0)(x4/x,) = 0,7870, dostavame po pievedeni absolutnich
¢lent na pravou stranu systém rovnic ve tvaru (20)

(24)

[Li(4) + 1.6] 22 Ly(1,) — 0,5673

X1
x2 x3

0,822 + [L1(/12) +3,2]2 = L3(4,) — 0,7870,
X4 Xy

i

082+ [Ly(Z) + 1,6]™* = Ly(2y) .
X1

X4
Funkee 4,(2) obecné definovana rovnici (14) mé zde tvar
X2 X3 Ly X4
(25) A(2) = La(Ay) + La(A;) + Ly(A3) — La(4) =2 — Ly(4,) =2 — Ly(A3) =4,
Xy X Xy
ktery vznikl z levé strany posledni rovnice systému (23) délenim — x, # 0. Vlastn{
gislo V24, systému rovnic (24) a A,(1) = 0 (kde 4,(4) je funkce (25)), které je prvni
aproximaci hledaného vlastniho &sla 14, systému (21), uréime opét iteraéni metodou
uvedenou v [1].

Za vychozi hodnoty vezmeme V4, = 2,40, (V4,, = 1,254, = 3,00, V4,, =
=0,6251y, = 1,50 a feSenim rovnic (24) dostavame jim odpovidajici hodnoty
poméri
X Xa

20137, ¥ 05903, X = 10017,
Xy X, Xy

které¢ dosadime do (25)
0A,(1) = Ly(2)) + La(A3) + Ly(23) — 1,0137L4(2,) — 0,5903L4(2,) —
— 1,0017Ly(2) -
Kofen 1; = 2,472 rovnice ({]4,(i) = 0 (obr. 4), je prvni aproximaci &isla "4,
Druhou aproximaci &isla (2, je kofen rovnice 1 4,(2) = 0, kde

(HA(D) = Lo(4) + La(2) + Ly(4;) — 1,0176L5(4,) ~ 0,5887L5(2,) —
~ 1,0028L5(4s) -
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ProtoZe v intervalu 2,40 < 4 < 2,50, kde funkce (})4,() méni znaménko, je
HA(2) = (1)4,(2) (obr. 4), prvni a druhd aproximace &isla g, se ztotoZiuji, a tedy
Dioy = 2,472. Poméry V(x;/x,), i = 2, 3, 4, odpovidajici &islu 4,,, maji hodnoty

(1) /.. (1) (1) /..
(3‘...2.) = 1,0176, (ﬁ?) — 0,5887, <"”“> = 1,0028 ,
Xy Xy Xy

které jsou uréeny feSenim rovnic (24). 12 T i .
. ) @ R
20 (/)¢ (;f) ‘ \ 10 \\ /)ﬁL@) ::(/J IQ)
PNyt | 08 T
10 *\\\\ ‘ ’ 06 AN 2 IBW?
! '24‘26 ’ t4
RN Y PPN N2
| o RN T AASAOINY |
< e 768 IRIK G 4 <, ] NN\ A
o, 00 2240 N < T s 9 250
10— i \\ -02 - | | q "
' ‘ ~ . A2465 1 N
)/,j ‘ “ T ~ —014 | — ‘ ] \
20 L L — -06 : -
Obr. 3. Obr. 4.

Druhy krok. Dosazenim hodnot 0,8(x4/x,) = 0,4710 a 0,8"(x,/x;) = 0,8022
do (24) za 0,8”(x5/x,) a 0,8(x,/x,) dostavame

(26)

[Ly(3) + 1,6] 72 = Ly(4,) — 04710,
X
0822 ¢ [L,(2) + 3.2] X3 = Ly(1,) — 0,8022,
. Xl XI
0,833 4 [L(2) + 1,614 = L,(2
) + [Li(43) + 1,6] =2 = L;(43).

1 X1
Vlastni ¢islo o, systému rovnic (26) a A4,(2) = 0 (kde 4,(2) je funkee (25)), je
druhou aproximaci vlastniho &isla 14, systému (21). Cislo ®¥1,, uréime opét iteraéni
metodou uvedenou v [1].

Za vychozi hodnoty vezmeme (V1,, = 2,472, W), = 1,25W7,, = 3,09, D1y, =
= 0,625"4g; = 1,545 urené p¥i prvnim iteracnim kroku a feSenim rovnic (26)
dostavime pomery x,/x; = 1,0380, x,3/x; = 0,5832, x,/x; = 1,0037, které dosadime
do (25)

(A7) = La(A) + La(ha) + Ly(A5) — 1,0380Ly(A;) — 0,5832Ls () —
— 1,0037Ly(2;) .
Prvni aproximaci &isla “2¢, je kofen 2; = 2,465 rovnice (}34,(2) = 0 (obr. 4).
Druhou aproximaci Cisla @2, je kofen rovnice (3)4,(%) = 0, kde
(nA1(4) = La(4)) + La(Ay) + Ly(23) — 1,0376L5(4,) — 0,5838L4(4;) —
— 1,0035Ly(25) .
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ProtoZe je (1)4,(2) & {1)A,(2), ztotoziiuji se prvni a druha aproximace &sla P4,
atedy 1y, = 2,465.

Rozdil vypoctenych hodnot (V1 = 2,472 a @1, = 2,465 pfi prvnim a druhém
iteraCnim kroku je mensi nez 0,39/, a proto, po&itame-li vlastni &islo na tfi desetinna
mista, je pfesnost obdrZzeného vysledku dostate¢na

Aor = 2,465 (Aop = 1,254y, = 3,081, Ag3 = 0,6254y, = 1,541).

Tyto hodnoty se shoduji s vyslednymi hodnotami v [ 1].

5. POZNAMKY K URCENI[ KORENU ROVNICE (6)

Vzhledem k tomu, 7e pii feSeni praktickych piikladi funkce (7), resp. (14), miiZe byt
ve vySetfovaném intervalu [A', "] nespojita v nékolika bodech (obr. 2), neni vhodné
pouZivat k sestrojeni grafu této funkce vzdy jen hodnot A(A"), A(2"'Y), ..., A(A™M)
odpovidajicich zvolenym bodim 2, 29, .., 2™ (odst. 1). Body A", 20V, ... A™
nemiZeme volit dosti blizko sebe, nebot pro vypodet hodnoty funkce jen v jednom
bodé A® je nutno Fesit systém n — | rovnic (8), co? piedstavuje znaénou ndmahu,
kdyZ je n velké.

V tomto odstavei uvedeme presny i priblizny vypolet prvnich derivaci dA(2)/d4,
které podstatn usnadiiuji vySetfeni priib&hu funkce (7) a jsou nezbytné k hledéani
kofent rovnice (6) pfi pouziti Newtonovy metody tecen [6], [7].

Derivovanim rovnic (8) podle 4, vnichZ a;,, i =1,2,...,n— 1L, k=12,..,n,
a poméry x,;/x, jsou funkcemi argumentu A, dostavime po pievedeni vyrazil
X;/x, da; ,/dA na pravou stranu tento systém rovnic

day, "It x;dag;
27 ap - phin. ,,rl’
@) ,-:Zj Mda i Six, di

n-1 d<:x._,> n—1 d

Z az,i - ?C" = - ﬂf’ﬂ - i ’a%’i s

i=1 di dA i=1x, di

n—1 d<£l> n—

Z Ay, al = - r/—_da"71 T & —La"—l_"

i=1 dA dA i=1x, di

Derivaci dA(A*)/d4 v libovolném bodé i uréime takto:

1. Vypotteme hodnoty af) = f,,(A®) a FeSenim rovnic (8) uréime poméry
(xifx)®, i =1,2,...,n — 1.

2. Vypotteme derivace funkei a;, v bodé A [(da;,/dA = df; ((A%)/dA)] a dosa-
dime je s vypoétenymi poméry (x;/x,) ), i = 1, 2, ..., m = 1, do (27).

3. Refenim rovnic (27) urdime viech (n— 1) derivaci d(x;/x,)/d4, i =1,2,...,
n — 1, a dosazen{m do (10) urime d A(2®)/d /-
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Poznimka. Systém (27) se od systému (8) li&f jen jinou pravou stranou.
Misto feSeni rovnic (27) lIze postupovat nasledovné. Vyjadiime d(x,/x,)/dA vyrazy

Dosadime-li (28) do (27) a pfihlédneme-li k (8), dostavime tento systém n — 1
rovnic linedrnich vzhledem k neznamym g4), i = 1,2,...,n — 1

=YL g, i=1,2,..,n—1.
X

n

n—1 n—1 .
(29) Yayigd) = —%-Z i&ldaif' +a;,,
i=1 dA i=1x, di
5 - da,, "' xiday
a’l-g‘,{ [T L N 2"+a .
2, %21 910) i Ei o
Zla g (}.) I dan~1,n_ "il _-_’_C_i dun—l,i +a
= n=1,iY; di S x, di n—1,n*
Resenim rovnic (29) uréime hodnoty g(2), i = 1,2,. —l,az (28) vypolteme

derivace d(x;/x,)/dA, i = 1,2, ..., n — 1, které dosadlmc do (10).
Oznadime-li pro bod A

da "“x; da, ;
30 —Lm LS N
(0) dr &ix, di T
day, 5 X 4oy '
da i=1 xn dA
d n 1,n Xy dan 11_9"_1(1“_1'"
di .'=1 x, di
a je-li splnéna podminka
(31) h=%=...=9,_,=39,

pak z porovnéni (8), (29) a (30) plyne, Ze

(32) g =@ -DZ, i=1,2.,n-1.
xn

Dosazenim (32) do (28) dostavame

. d<xi>
x X,
33 -l = 9 i =1,2,..,n—1.
( ) di x,l

Je-li splnéna podminka (31), neni tfeba viibec fesit systém rovnic (27), resp. (29).
Neni-li splnéna podminka (31) pfesné, ale jen pfiblizng, dostaneme z (33) jen p¥iblizné
hodnoty d(x,/x,)/d2 a tedy podle (10) i pFibliznou derivaci dA(A*))/dA.
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Obdobnym zptsobem, kterym jsme urili prvni derivaci, miiZeme urdit i vy$si deri-
vace funkce A(%) v bod& A*). Vypodet kazdé dalsi vyssi derivace funkce A(4) vyZaduje
oviem opétovného Feleni systému n — 1 linearnich rovnic (ktery se od systému (8) lisi
jen jinou pravou stranou) a vy&isleni piislusnych vysSich derivaci funkei a,,, | =
=12,..,n k=12 ...n

6. PRIBLIZNA ANALYTICKA VYJADRENI FUNKCE (7)

V tomto odstavei odvodime &tyFi pFiblizné rovnice funkce (7) v okoli bodu 1%

Zname-li hodnoty funkee (7) odpovidajici nékolika hodnotdm argumentu 4 v okoli
bodu A% v n&mz funkee (7) je spojita, lze pouZitim interpolaénich vzorced (LAGRANGE,
NewToNn, GAUSS, STIRLING, BESSEL, EVERETT) analyticky vyjadfit funkee, které
aproximuji funkci (7).

Uréeni hodnoty funkce (7) pro zvolené 4 vyZzaduje vypocet hodnot danych tunkci
a, ;i =1,2,..., n, a funkci

(34 =12, —1,

které jsou definovany systémem n — 1 rovnic (8), odst. 1. ProtoZe hodnoty funkci
(34) pro urdité 4 se urcuji mnohem obtiZngji neZ hodnoty funkci a, ;, i = 1,2, ..., n,
navrhujeme pouZit interpolagnich vzorcit jen k rozvoji funkci (34) a nikoliv k pfimému
rozvoji funkce (7). Tim miZeme dosahnout velmi dokonalého vystiZeni funkce (7),
i kdyZ zname hodnoty funkci (34) odpovidajici malému poctu zvolenych bodit v okolf
bodu 1®,

Uréime-li napf. hodnoty (x;/x,)®, (x;/x,)*"' ", (xi/x,)* ), i=1,2,..,n—1,
funkei (34) v bodech iA%™), A**D = 20 4 p, J¢*2) = 38 4 2k (kde h je zvoleny
krok), dostaneme v pravém okoli bodu A* pou¥itim Newtonova interpolaéniho
vzorce tyto pfiblizné rovnice funkei (34)

x; . (x\ x \® 2 — 4@ X \® (2 = A0) (1 = 20 —

- o 2
X, 2h

s

i = 1,2;...,11 — 1.
V rovnicich (35) znadi

A ﬁ (k): xi (k+1)_ x *) A2 xi (k): X (k+2)“2 xi (k+1)+ ic—i)(k)
X, X, X, X, X, X, X,
i=12..,n-—1.

Dosazenim (35) do (7) dostavame tuto pfibliznou rovnici

we1 *) *®g _ 30
(36) AG) = apy + Y 1[(‘_> N A(ﬁi> 2 ]’“ +
i=1 1

X, Xy

vn

\ & (§—>(k> (A= A9) (A = 2% — h)]

X 2h?

n
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Pii zpétné interpolaci vyjdeme z bodt A®, A%~ = j _ p j0=2) — j0 _ op
kterym patii funkéni hodnoty

*) *=1) (k-2)
X; X; X; )
=y, (= , = , =12 ...n—-1.
X, X, X,

_Misto rovnice (36) dostaneme tuto rovnici

n-1 NG NCEITS)
(37) A(D) = a,, + Y a,; [(x,) + V(X—'> il +
i=1 X

n Xn h

+ v x; (5 — l"")(k — 2 4 h)
X 2h? |

n

kde znadi

A\ Ak N\ K-1)
R
X, X, Xn
A\ K ALY N\{k=1) N\(k—2)
V2<ﬁ> :(ﬁ) _2<’i‘) + <ﬁ> L i=1,2..,n—1.
Xn_ xn xn X"

Pro zobrazeni funkci (34) v levém a pravém okoli bodu A*®’ pouZijeme Stirlingtv
interpolaéni vzorec [9]. Vyjdeme-li napf. jen ze tii bodi A% D = A0 — p, 2%,
AEFD = 28 4 b dostavame tyto pFiblizné rovnice funkei (34)

" NG () CANEDT g0 CNKED (k)2
(39)ﬁif‘-i> V() v (X AT (N )i
X, X, X, X, 2h X, 2h*
i=1,2,..,n~1.

Diferenéni operatory V(x;/x,)** " a V*(x;/x,)**" urgime z vyrazi (38), piseme-li

misto index0 k, k — 1,k — 2 indexy k + 1, k, k — 1.

Dosazenim (39) do (7) dostavame

. n—1 - (k) . (k) ) (k+1) y (k)
(40)  A(Y) = a,, + Y a,; Ll \Y} S NI 7 A= 27 +
i1\ x, X, X, 2%

(k1) (/1 - x(k;‘)z
RRTEA TR
)

Negini-li obtize vypocet derivaci funkci a; , vyskytujicich se v rovnicich (1), miZeme
urcit kromé hodnot funkei (34) také jejich derivace v bod& A® (odst. 5) a rozloZit
funkce (34) v Taylorovu fadu.

Vypo&teme-li napt. hodnoty (x;/x,)* a g {A%), i = 1,2, ..., n — 1, feSenim rovnic
(8) a (29) a ozna&ime-li

K
(41) a(i"’ = g,—(/l) i=12,...,n—1,
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pak dosazenim (41) do (28) dostavame

d<x,-)—
x X, (k)

42 _\tn/ =(1+e™ (), i=1,2,..,n—1.
( ) dA ( ) X

A= a0k "

Omezime-li rozvoj funkei (34) na prvni dva ¢leny Taylorovy fady, maji aproximativni
rovnice funkcf (34) vzhledem k (42) tvar

X; X; )
@) N <_) [L+ (L4 0®) (2= A9)], i=1,2nn—1.

n n

Dosazenim (43) do (7) dostavame tuto p¥ibliznou rovnici

n—1 . (k)
(a4) AG) = apy + Y an, (’L> [1+ (1 +0®) (1 — 29)].
i=1 n
Je-li splnéna podminka (31), je podle (33) a (42) v rovnici (44) L + oV =9, i =
=1,2,....,n— 1.
Ke konstrukei grafu funkce (44) a k hledanj kofen(l této funkce miiZeme pouZit
jeji prvni derivace

dA(%)  da ne b \® . —da. .
S = 1+ (1 4+ a¥) (2 — 2] = + (1 + o) a,,;’.
i T <x> {[ ( ) N7+ ) an

UvaZujeme-li v rovnicich (35), (39) a (43) jen prvni €len, dostaneme z (36), (37), (40)
a (44) v okoli bodu A% stejnou aproximativni rovnici funkee (7)

n—1 x. &
(45) A = a,, + Y a,; (L) ,
i=1 X

které je pouZito pii iteracni metodé v [1].

Koreny funkei (36), (37), (40), (44) a (45) jsou pfibliZnymi hodnotami vlastniho
¢isla 2, homogenniho systému rovnic (1) v pfipadg, Ze tyto kofeny leZi v okoli zvole-
ného bodu A%, Ke zpfesnéni takto vypoctenych pribliznych hodnot &isla 2, lze pouZit
na priklad itera¢ni metody uvedené v [1].

Poznamenejme, Ze funkce (36), (37), (40), (44) a (45) mohou velmi dobfe aproxi-

movat funkei (7) v okoli bodu A* i v ptipadé, kdyZ funkce (7) neni v tomto okoli
spojita.

ZAVER
PouZitim iteracnich metod uvedenych v odst. 4 pievadime FeSeni systému n rovnic
(1) na feSeni systému n — 1 rovnic tvaru (13), resp. (20), a na hledani kofend rovnice

Ai(4) =0, kde A;(2) je funkce (14), kterou nahrazujeme aproximativnimi funkcemi.
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ProtoZe systém (13), resp. (20), lze fesit jako systém n — 1 rovnic o jedné neznamé
(odst. 2), jest pouZiti téchto metod vyhodné tehdy, kdyZ systém (1) obsahuje velky
podet rovnic, jejichZ pfimé Feeni je obtizné.

V tomto ¢lanku nejsou zkoumany vlastnosti systému (1), pfi nichZ je zarudena kon-
vergence uvedenych iteraénich metod ani kritéria, ktera stanovi pofadi vypoctenych
vlastnich &isel co do jejich velikosti.

Vzniknou-li pochybnosti o konvergenci iteranich metod, je tfcba vlastni &islo
uréit metodou podanou v odst. 1. Pfitom je vyhodné pouzit ptibliZznych rovnic funkce
(7). které jsou odvozeny v odst. 6. Tyto pfiblizné rovnice Ize libovolng zptesnit, po
pfipadé jejich platnost rozsifit na v&tsi okoli bodu A® pridanim daldich &lent v rov-
nicich (36), (37), (40) a (44).

Uziti Taylorovy fady k rozvoji funkci (34) je vyhodné tehdy, je-li snadny vypocet
derivaci funkei a; , vyskytujicich se v rovnicich (1), coZ je napf. pfi vypoctu charakte-
ristickych &isel systému (11a) nebo rovnice (15).

Vypod&et prvni a kazdé dal3i derivace funkcef (34) v bod& 1% vyZaduje fedeni systému
n — 1 rovnic, ktery se lisi od systému (8) jen jinou pravou stranou, odst. 5. Resime-li
takové systémy napt. metodou podanou v [8], vyplati se urgit i vy33i derivace funkci
(34), nebot vypotet jistych konstant, kterych se pfi fefeni u této metody uZivé, neza-
visi na pravych stranach systému rovnic.

Délenim n rovnic systému (1) napf. nezndmou x, + 0 dostaneme n transformova-
nych rovnic o n neznamych, které¢ tvoii vlastni Cislo 4, a n — 1| hodnot poméri
Xi/x, i =1,2,...,n — 1. U metod, o nichZ bylo zde pojednano, byly poméry x,/x,
povaZovany za funkce argumentu A, které jsou jednoznacné& ureny systémem n — 1
rovnic (8). Je viak moiné povazovat za argumenty jak A tak i poméry x;/x,, i =
=1,2,...,n — 1, a hledat feSeni n nelinearnich rovnic

Xy X2 Xn—1
Yild —, =, ..., t=])=0,
Xp  Xp Xn

pti &em? funkce ¥, j = 1,2, ..., n, n proménnych jsou urCeny transformovanymi
levymi stranami n rovnic systému (1). Tento systém nelinearnich rovnic lze pak Fesit
metodami uvedenymi napf. v [7]. PouZiti téchto metod mize byt viak vhodné jen
v n&kterych pfipadech.
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Pesome

B3HOC K WCUYUCJIEHWIO COBCTBEHHLIX (XAPAKTEPMCTUUECKUX)
YVCEJI

BIAAVUMUP ®UPCT (Vladimir Fiit)

B sToif paboTe M31AraloTCs HETHIpe METO/Id MCYMCIIEHNs COOCTBEHHBIX (XapakTe-
PHCTUYECKIX) YHCeJ], OCHOBAHHBIE Ha 1IPeoGpa3oBaHiil OJJHOPOIHON CHCTEMBI 1 all-
reGpaundeckux ypassenni (1).

[lo oaHOMY MeTOLy olpefesseTcss coOCTBeHHOE (XAaPaKTEPUCTHYECKOE) HMCIIO
Ao KaK KOpEHb YpaBHEHUS A(A) = 0, re A(A) — byukuns, onpeaeieHHas ypaBHEHHEM
(7), B KOTOPOE TOJACTABJAITCA BMeCTO X;/x,, { = 1,2,..., n — 1, 3Ha4YEHUs, omnpe-
JlesisieMbie yTeM peilenus cuctembl n — | ypasuennii (8). Ecan cucrema (1) nmeer
Bia (12), TO BBIrOAHO MCHOJB30BaTh ypasHenue A (1) = 0, rae A(1) — dynxkumns
_(14). TIpu 5TOM MeTOzZEe COBCEM He NpHUMEHsieTcs yeaosue (3). TiaBHoe npeumy-
LIECTBO METOMa 3aKJFOUYACTCS B BO3MOXHOCTU NPHMCHATE d(h(CKTHBHLIE METOIb
pelleHs JIMHEHHBIX asrebpaudeckux ypaBHEeHHH. DTOT METON MCIOAL30BAH IS
OTIpE/IeNEH Ul TIEPBBIX YeThIPEX COGCTREHHBIX YACTOT OAHON paMHoit cnctemst (puc. 1).

V ocTaJIbHBIX TpeX METONOB NPHUMCEHSETCS WTCPAIIMOHHBINA Npoliece.

TlepBBlii U3 HUX, TaK HA3BIBACMBIH HOpMAAbHbIE UMEPAYUOHILIT Memoo, 3aKIHO-
qaeTcsl B TOM, 4TO U3 cuctemst (1) obpasyem ,,3aMeHsiolyto ciucremy B sune (12)
fyTeM NpeHeGpeXeHHs HEKOTOPBIMHU YICHAMMU H, pelnas chcremy (1 3) ¢ ko3 dunmen-
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TaMKu a; ) = fi,k((o)llo), rne (0)/10 — coOCTBEHHOE YHCIIO ,,3aMEHSFOIUEH CHCTEMBI®
(12), onpenemsiem orHowermns ©(x,/x,), i = 3,4, ..., n. TleppbiM npUGTHKEHIEM
cobcTBenHoro uKcna A, cuctemer (1) seasercs cobersennoe uucao (D1, cuctemsr,
koTopyto obpasyer n — 1 ypasnenuii (20) n ypasnenne A,(1) = 0. BooGuwe m-oe
OpUOIIKEHE YHea A, sBIIseTes cobcTBenbIM enoM ™1, cHCTeMEL, KOTOpYIO
obpasyer ypasnenue A;(1) =0 u n — 1 ypasuemnit (20), B KOTOPBLIX 3aMeHHM
suavennst O(x;/x,), i = 3,4, ..., n, 3navennamu "~ (x,/x,), cooTseTcTBYIOIIMME
(m — 1)-omy npuGmxenuro ™1, uncna A,.

Bropoit M3 3THX METOJIOB, Tak HA3BIBACMBII 08YKpAMIbIL UMepayuoHslii Memod,
SIBITSiETCST KOMOMHAIMEeH MeToaa, OIMHCAHHOIO B 1. 2, HOPMAJIBHOTO HTCPAIMOHHOFO
METOJa W METOoJlla MTCpalMii, IPe/UIOKEHHOTO aBTopoM B pabore [1]. OH 3akito-
YaeTcs B TOM, 4TO cOOCTBEHHOE MHCIIO ,,3aMeHsIoLIeH cucteMbl* (12) onpenenseM
Croco0oM, NMPUBEASHHBIM B 1. 2, U NPHU KaXIOM IlIare HOpMajlbHOT 0 HTEPAlUOHHOIO
METOd NPUMEHSIEM METOJ, M3J0XCHHbIH B [1].

TpeTuit 13 THX METOJI0B, TAK HAZBLIBACMELI MPeXKPAMHbIil UMePayuoHHbIT MEmoo,
3aKJIIOYACTCST B TOM, HTO NMpUMEHsieM MeTon Hrepaumii u3 [1] xak mpu peuesun
,,3aMEHSIOUIECH cHCTeMBI (12), TaK ¥ NIPH KaXJOM LIare HOpMalbHOIO UTEPAIUOH-
HOT'O MeTO/Ia ~ ONpeiesisieM NPUOIIKEHIS TPUOIIKeHHH cOBCTBEHHOTO (xapakTe-
prcTugeckoro) uuesa, C noMOLUBIO TPEXKPATHOIO NUTEPALMOHHOTO METOA PeLLeH
OJMH YUCICHHBL npuMep. B 3ToM npumepe Obina cX0JMMOCTb HACTOJBLKO OBICTPOIA,
4TO HAZO OBLJIO OCYIHECTBHThL TOJILKO JBA Iara MTEPANMOHHOTO Mpoiecca, YToOb
NOCTHYL YAOBJICTBOPUTEILHON TOYHOCTH pe3ysbTaTa (n. 4).

Ipy npuMeHEHHH ONUCAHHBIX HTCPAUMOHHBLIX METOJOB HAXOJUM KOPHHM ypaBHe-
nust A;(4) = 0 n peraeM BMeCTO cucTeMbl (8) cucremy ypasrennit B sije (13) wim
(20), KOTOPYIO MOXKHO pelliaTh Kak cncTeMy n — 1 ypaBHCHVIl ¢ OJHMM Hen3BecT-
HBIM. YCIIOBUS, IPH KOTOPOBIX MTEPAIMOHHBIC TPOHECCHI CXOOSTCH, 3€Ch HE MC-
CIEAYROTCH, '

B nocsieinnx aByx maparpadax 9To# ¢TaThbH MPUBEIECHO TOUHOE U IPpHBIMXCHHOC
YICUUCIIEHUE TIEPBOM MPOU3BOAHON (pyHKINK (7), H BBIBEJIEHBT YETHIPE TIPUOTHKEH-
HbIX ypaBHEHMS 3TOH (yHKUNUM B OKpecTHOCTH Touku A%

Summary

A CONTRIBUTION TO THE DETERMINING OF CHARACTERISTIC
ROOTS

ViaDIMIR FiitT

Four methods are presented of determining characteristic roots, based on transfor-
mations of the homogeneous system of n linear equations (1).

In the first method, the characteristic root 4, is obtained as the root of the equation
A(%) = 0, where the function A(2) is defined by equation (7), and where x;/x,, i = 1,
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2,...,n — 1,are to be replaced by the solution of the system of (n — 1) equations (8).
If the system (1) has the form of (12), it is useful to use the equation A4,(1) = 0, where
the function 4,(2) is determined by (14). This method makes no use of the condition
(3). Its main advantage is in the possibility of applying effective methods of solution
of linear cquations. The method was used in determining the first four characteristic
frequencics of a certain framework (see fig. 1).

The remaining three methods are iterative.

The first of these — the so-called normal iteration — may be described as follows.
From the system (1), an auxiliary system (12) is formed by ignoring certain terms; the
values V(x;/x,), i = 3,4, ..., n are then determined by solving the system (13) with
coefficients a;, = f;,"(4o), where (P4, is a characteristic root of the auxiliary
system (12). The first approximation (*’4, of the characteristic root 4, of (1) is then the
characteristic root of the system composed of the n — 1 equations (20) and of the
equation A,(4) = 0. More generally, the m-th approximation (¥4, of the characte-
ristic root A, is the characteristic root of the system composed of the equation 4,(1) =
= 0 and of the n — 1 equations (20), where the values ‘“(x,/x,), i = 3,4,..., n are
replaced by the values "~ "(x,/x,) corresponding to the (m - 1)-st approximation
("1*1%0.

The second method, the so-called double iteration, is a combination of the method
described in section 2 with normal iteration and with the iterative method described
in the author’s paper [1]. In this method, the characteristic root of the auxiliary
system is determined as in section 2, and in each step of the normal iteration use is
made of the method described in [1].

The third of these methods, the so-called treble iteration, applies the method of [ 1]
both to solving the auxiliary system and in each step of the normal iteration; in other
words, approximations of approximations of characteristic root are formed. Using
this method in a numerical example, only two iterative steps were enough to obtain
sufficient precision of the results (section 4).

Tn the described iterative methods, the roots of 4,(1) = 0 are sought for, and in-
stead of (8), the systems (13) and (20) respectively, are solved; these may be solved as
a system of n — 1 equations in one unknown. Conditions of convergence of these
methods are not examined.

In the two concluding sections, an exact and an approximate calculation of the first
derivative of the function (7) is given, together with four approximate equations for
this function in the neighbourhood of the point A%,

Adresa autora: Ing. Vladimir Firt, Ustav teoretické a aplikované mechaniky CSAV, Praha 6,
Solinova 7.
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