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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 4

CLANKY

O JEDNOM TYPU INTEGRALU, U NEHOZ SE PROJEVUJE
TZV. ,,GIBBSUV ZJEV*

Joser MATUSD

(Doslo dne 31. biezna 1960.)

V préci je dokdzana existence Gibbsova zjevu u jistého typu integralu,
jehoz specialnim pfipadem je integral Fourieriiv.

I. UVOoD

Dne 6. fijna 1898 uvefejnil vyznamny fyzik A. A. MICHELSON v Casopisu [1] (viz
seznam literatury na konci) kratky ¢lanek o Fourierovych fadach. V ¢lanku se zkou-
mala souvislost mezi souétem Fourierovy fady a jejimi ¢asteénymi soucty v blizkosti
bodu nespojitosti funkce, reprezentované Fourierovou fadou. O tyden pozdgji, tedy
13. fijna 1898, vysel v témZe Casopisu jiny ¢lanek, ktery se zabyval stejnou problema-
tikou. Autorem tohoto ¢lanku byl A. E. H. Love. Love v podstaté popiral Michel-
sonovy vyvody a uvadél néktera vlastni hlediska, tykajici se problému. 29. listopadu
téhoZ roku byla pak v Casopisu [1] otiSténa krati¢ka odpovéd Michelsonova na ¢lanek
Loveiv, ve kterém Michelson upozorinoval na nékteré nelogicnosti, kterych se Love
ve svém ¢lanku dopustil. 'V témZe seSitu ze dne 29. listopadu 1898 byl pak oti§tén
jesté jeden prispévek ke zminénému problému, jehoZ autorem byl J. W. GiBss.
Gibbsova analyza problému byla jiz detailn&jSi a presn&j§i (nutno poznamenat, Ze
méla rovnéZ viceméné experimentalni charakter podobné jako prace obou jiZ jmeno-
vanych autor(i), nebyla vak jesté zcela bez chyby, na kterou pozdé€ji upozornil Love.
[4. dubna 1899 uvefejnil Gibbs v ¢asopisu [1] korekei chyby, kterou, jak sam pfiznal,
udélal z ,,nedbalosti®.

To je struény historicky ptfehled jedné problematiky z oboru Fourierovych tad,
ktera je dnes znama pod nazvem Gibbsiiv zjev. Pfipomeifime si v hrubych rysech, o co
tu jde.

Funkce f mé&jZ periodu napf. 2n a variaci konenou v n&akém intervalu {a, b}
(-0 < a < b < +o). Fourierova fada funkce f je potom konvergentni v kazdém
bodé 1€ (a, b) a ma soulet {f(t+) + f(1—)}/2. Je-li ted ¢ jisty bod uvniti tohoto
intervalu a je-li f(c+) # f(c—) (ve viech ostatnich bodech tohoto intervalu budiz f
spojita), je soudet Fourierovy fady funkce f funkce nespojita v bodé ¢. Pak oviem tato
fada nemaZe konvergovat stejnomérné v zadném okoli (¢ — 9, ¢ + 8) (6 > 0) bodu ¢,
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1j. jeji Castedné soulty s,(1) se i pii velkém indexu v nékterém bodé (resp. bodech)
tohoto intervalu ,,zna&n&* 1isi od hodnoty f(r). NejzajimavEjsi na této skute€nosti je
viak to, Ze pfistusné ,,prevyseni je vidy p¥iblizng 9% z absolutni hodnoty [f{c+) —
— f(e=)| skoku f(c+) — f(c—) funkce f v bodg& nespojitosti ¢. A to je podstata tzv.
Gibbsova zjevu (konkrétné v ptipad& Fourierovych fad).

Jak znamo, existuje velmi tizka souvislost mezi Fourierovou fadou a tzv. Fouriero-
vym integrdlem dané funkce f (splitujici jisté podminky):

) = - ( j ) cos ofc - r>dr) do.

0 -0

Rika se také, Ze Fourieriv integral (1) je ,,spojitou analogii piislusné Fouricrovy
Fady funkce f. Lze tudiZ ofekavat Gibbsiiv zjev také u Fourierova integralu, tj. jinymi

i

slovy lze olekavat, Ze ,,pYevySeni |F (1) — f(1)| k¥ivky f k¥ivkou

Ry =L j : ( j () cos wft — 1) df> do

-0

bude v uréitych bodech (zavislych také na zvoleném A € (0, + o0)), lezicich ,,blizko*
u bodu ¢ nespojitosti funkce f, pfiblizné konstantni (s jistou chybou, kterou dovedeme
ucinit vhodnou volbou ¢isla A libovolné malou; predpoklada se, Ze v téchto bodech
F(1) = f(1)). Skute¢ng, Gibbsiv zjev u Fourierova integralu existuje a projevuje se
analogickymi charakteristickymi vlastnostmi jako u Fourierovy fady. To je znAmo
(viz napf. [2]). V knizni literatufe neni viak Gibbs&v zjev u Fourierova integralu sy-
stematicky zpracovan. Objevi se jen tu a tam stru¢né zminky, pfipominajici existenci
tohoto zjevu, a to hlavné v ucebnicich teoretickych zakladd sdélovaci techniky (viz
napt. [3]). Na tuto skute€nost upozornil ve svém seminafi, konaném v roce 1958,
prof. dr. Zp. Pirko. Z jeho popudu vznikla pak tato prace.

Bylo poznamenano, Ze Gibbsiv zjev u Fourierova integrilu se uvadi hlavné v uceb-
nicich teoretickych zakladl sdélovaci techniky. Pro lepsi informaci zminime se v té
souvislosti v hrubych rysech o jednom problému sdélovaci techniky.

Za tim Géelem uvaZujme néjaky linearni &ty¥pdl N (viz obr. 1), na jeho vstupu pak
uréitou vhodnou (1j. jistym podminkdm vyhovujici) casovou funkci (signal) e,(1).
Zajima nés pak napf. pfisluina nap&fova odezva e,(t) étyipSlu N na dany signal e,(1).
Znadt-li nyni g(w) = G(w)exp (jo(w)) (j = +\/(—1)) Fourierovu transformantu
funkce e,(1), Y,,(w) komplexni pienosovou admitanci a h(w) = Y;,(w) Zg(w) =
= H(w)exp (—]j O(w)) tzv. pfenos napéti uvazovaného ctyfpolu N (zatéZzovaci impe-
dance Zg(w) a rovnéz tak picnosova admitance Y,,(w) jsou jisté vhodné funkce
argumentu o), pak plati, Ze funkce G(w) H(w) exp {j(p(w) — @(w))} je Fourierovou
transformantou nap&fové odezvy e,(1). S pomoci této transformanty miizeme pak
(zpétnou Fourierovou transformaci) restituovat hledanou ¢asovou funkei e,(1):

b o .
) : e,(1) :J‘ G(w) H(w) giortele)=6} 4,

-
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V piipad¢ tzv. idealniho ¢tyfpdlu s idealnimi prenosovymi viastnostmi
k = konst. 0 pro jw] < 4, 0 < A <
H(w) = ( onst. + 0 pro fol PV T, O(w) = o1y, t, = konst.
0 vpro ol > A4,
prejde (2) ve tvar
y
e,(1) = I\'J g(w) U D dw = kF (1 — 1,).
-A

A tedy funkce e,(f) je az na multiplikativni konstantu k vyjadfena integralem

1 A kX5 . X
Falt — 1) = — ey(1) eI dr) el dey =
/ 2n J 4 /

i s)
1 A + o

- [ ({ ef{t)cosm(t — ¢ + 1) dr) dw ,

Tuo

Il

— w0

ktery aproximuje FourierQv integral funkce e (1 — 1,):

+ w0 + o
e,(t — 1)) = %J. (J ey(t)cos w(t — t + 1) dr> dw .

0

— o

Predpokladejme nyni, Ze el(l) je signal s uritou ¢asovou nespojitosti (s koneénym
skokem) v bodé t = ¢. Bude pak ,,pFevyseni*

kJA (J\+wel(f) cos w(t — 1 + 1,) dr) dw — ke, (1 — t,,)‘l

T Jo

— o

ktivky ke, (1 — t,) k¥ivkou (k/m) [ (|27 e\(x) cos o(t — t + t,) d7) dw v uritych bo-
dech (zavislych také na zvoleném A € (0, + o)), lezicich ,,blizko* u bodu ¢ + 1, pfi-
biizn& konstantni (s jistou chybou 4(A4), kde |4(A4)l je nejvyse rovno danému &islu
& > 0, a to pro viechna ,,dosti velka“ A).

-

zs"i1 —iy
Mo
e1| N zp%lez
Obr. 1.

Misto integralu (1) budeme obecngji uvaZovat integral

o) -« l I 0ol - ) dr)do,

0 J = w0 /

kde g'(1) zna¢i derivaci funkee g(1) podle prom&nné 1; K # 0 je n&jaké konecné (realné)
gislo. Je potom (1) specialni pripad (3) pro g(1) = sinta K = 1/m.
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2. NEKTERE DEFINICE A VETY

Pfidrzime sc¢ symboliky uZivané v [4]. Funkci budeme rozumét realnou funkei
realného argumentu; za funkéni hodnoty pripustime téz + co. Integral budeme poji-
mat ve smyslu Lebesgueove. Plijde nam hlavné o konvergentnf Lebesgueovy integraly.
Mimo tyto absolutné konvergentni integraly budeme potfebovat téZ integraly ne-
viastni (neabsolutng konvergentni), tj. jinymi slovy budeme potiebovat téZ tzv.
zobecnéné integraly. O t&chto zobecn&nych integralech viz napt. [4]. Pismeno A4 bude
v dal3im znacit vZdy spojitou proménnou, nabyvajici jen kone¢nych kladnych hodnot.

Budeme se zabyvat dvéma p¥ipady. Rekneme, Ze pro funkci f nastava p¥ipad I,
jestlize fe L(—oo, +o0). Rekneme, Ze pro funkci f nastava piipad II, jestlize fe
e L(=b, b’) pro kazdé konetné b’ > 0; mimoto lim f(r) = 0 a existuje konetné

t—= 400
b > 0 tak, Zc f ma variaci konegnou jak v intervalu (b, + o0) tak i v intervalu (f 0,
—b) (viz [4], str. 525).
DokaZeme pfedeviim nasledujici

Lemma. Budi¥ 0 <b < +ow, yeE,. V intervalu {b, +) méjZ f variaci

konecnou, ddle necht lim f(t) = 0. Nechr g € L(w, f) v oboru T(la| < +o0,a S <
t=+w

< +00) a necht existuje konecné S > 0 tak, Ze |f g(¢) dt] < S v oboru T. Potom

zobecnény integral [y f(1) g{A(t — y)} dt konverguje (dokonce stejnomérné

vzhledem k A =z Ay > 0a y € Ey, kde Ag je libovolné, pevné zvolené {islo).

Dikaz. Vzhledem k tomu, 7e f ma variaci koneénou v intervalu {b, + oo) a Ze dale
lim f(t) = 0, mGZeme rozepsat f = Y, — ¥, kde Yy, ¥, jsou funkce nezaporné a ne-
1=+
rostouci v intervalu <b, +o0) a lim (1) = 0 (i = 1,2). Budiz b £ 1 < pu < + oo.

t—+w
Pro i = 1, 2 existuje pak Cislo &; € (4, uy tak,') ze
o 4

| viatat - oy an = wi(i»)f gLA( = P} i,

2 2

.

(1)

<y i(z)% <0 Ai.

0

j”w,(r)gu(r )} di

A

BudiZ dano &islo & > 0. JelikoZ lim y(4) = 0 (i = 1, 2), existuje ¢islo Be (b, + )
A=t oo
tak, Ze (1) £ eA,/S pro viechna 1 = B (i = 1, 2). A tedy ke kaZdému &islu & > 0
existuje &islo B e (b, + o) tak, Ze pro i = 1, 2 plati:

Bsisp<+ow, A24,>0, yeE))=

'
j Ui0) gLAG — ) di| < 6.

i

=>

1) [4], str. 200,
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Odtud vyplyva, Ze zobecnény integral [,” (1) g{A(t — y)} dt konverguje (i = 1, 2)
dokonce stejnomérné vzhledem k A = 4, > 0 a y e E,. Konverguje pak také zobec-
nény integral [, f(1) g{A(r — v)} df dokonce stejnomérné vzhledem k A = A, > 0
a yek,.

Plati nyni

Véta. Pro funkci f necht nastdvd néktery z pripadit 1, 11. BudiZ ye E{ a budiZ g
funkce omezend v E,. Necht existuje konecné S > 0 tak, Ze |[% g(t) di| < S v oboru
(lol < +00, 0 £ f < +0). Potom

A= tw |

@) lim f 10 914G = 9 di = 0

v oboru U(lel £ 40, a B + ) (v pFipadech —o0 =a < f < +o0,
— << fi=+00, ~w=a<ff=+c0 se jednd popfipadé o konvergentni
zobecnény integrdl); konvergence je stejnomérnd vzhledem k (oz, ﬁ) eUavyek,.

Dtkaz. Véta plati, jestlize pro funkei f nastava piipad 1.%)

Pro funkei f necht tedy nastava ptipad II. Omezime se zatim na obor U, (0 £ « =
< B £ +o0) a dokdzeme prvni Cast véty. Je-li o = f, je tvrzeni trivialni (klademe
{12 = 0). Necht tedy o < < +o0. Potom fe L(x, f) a tvrzeni je spravné.”) Tedy
v tomto piipadg (2) plati v oboru (0 £ o < f < +0).

Zbyva jesté piipad f = + o0, x € <0, + ). PoloZzme o(t, 4) = f(1) g{A(t — y)}.
Pro kazdé b’ e (a, + o) je potom?)

A=+ |y

»
lim J o1, A)dt = 0.
Dile je

b’ + o0
lim J olt, 4)dt = j o(t, A) di

’
-+
b “Ja @

dokonce stejnom&rné vzhledem k A = A, > 0 (stadl se omezit na piipad o = b,
nacez uZijeme pfedchoziho lemmatu). A tedy

lim jwm(p(t, A)dt = lim Jmf(t) g{A(t = y)} dt =0.%)

A~ + o a A=+ o ),

Tim je tvrzeni dokazano.

DokéZeme ted druhou &ast véty (opét se omezime na obor U, ). Vime (viz (1), kde
misto 4, p klademe o, ), Ze pro b £ o0 < f < + o je

(@) + Ya(2)}

B
(gt - nya <
J a \

>

stejnomérné vzhledem k A = A, > 0 a y € E,. Budi# dano &islo ¢ > 0. Existuje pak

2) [4], véta 181, stadi sledovat dikaz této véty, kde misto cos ux se uvauje funkce g{A(F -}
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tislo B e (b, +oo)tak, Ze [ (a) + Yo(a)] £ €A4o/S pro viechna o = B. A tedy ke
kazdému Cislu & > 0 existuje &islo B e (b, + o) tak, Ze

= 2z Ao > 1) =
(3) B2asf<+ow Az Ay >0, yeE,)=

(" 08 oty — om
- [f(r)glA(i W) dil <

o @

&
) .

Dale je?')
lim Jvf(t)q At — y)}dt =0,

A-+

kde konvergence je stejnomérna vzhledem k (¢, /e M(0 £ « < f < B) a yeE,.
To tedy znamen4, Ze existuje ¢islo 4, > 0 tak, Ze pro viechna 4 = A, je

@ jf() At — ) di
kde (o, f)e M, ycE,.

Oznatme N(BZa < f < +w), POZa=f < +00) Jeli nyni (x, f)eP,
y € E,, pak nastane néktery z téchto pfipadi:
1) (=, B) € M, naleZ pro viechna A = A, > 0 plati (4).
2) (o, f) e N, naleZ pro viechna A4 =z A, > 0 plati (3).
3) (o, f)e P — (M U N), tj. (o, Bye M, (B B) e N. Jelikoz je |7 f(1) g{A(t — v)} .
.dt = [7 + [4 plyne ze vztaht (3), (4), ze
l

5) j" ottt =)o

pro viechna 4 = Max (4, 4,).

Tim je tedy zjisténo (viz (3), (4), (5)), Ze ke kazdému Cislu & > 0 existuje &islo 4, > 0
tak, Ze pro viechna A = 4, je

(6 Vf(f) g{A(t — )} ll <e

o

< G

£
2 ’

N!W

£
2

kde (a, f) € P, y € E,. To tedy znamena, Ze konvergence ve (2) je stejnomérnéa vzhle-
demk (o, f)ePa yekE,.

JelikoZ plati (6) pro viechna A = A4, > 0, a to nezavisle na (o, f)e P a yeE,,
musi téZ

fwf(t)g{/l(t — ) de| =

pro viechna A = A, > 0, a to nezavisle na « € €0, + o) a y € E;. Tim je tedy doka-
zano, ze konvergence ve (2) je stejnomérna vzhledem k (o, f)e U, a y € E,.

lim Jﬂf(t) g{A(t — 7)) dt| =

B+ x

3) [4], véta 113, kde klademe F~ 0 v intervalu {x, + c0).
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Je nyni patrno, Ze charakter poZadavkd, kladenych na funkci f, je vzhledem k po-
&atku t = 0 soumérny. V diisledku toho plati (2) také voboru U_(— o0 € a £ f £
= 0), pfi¢emZ konvergence je stejnomérna vzhledem k («, /e U_a yeE,.

Zaver dikazu vely je nynf jiz snadny. Je-li (2, f) e U a y € E,, pak nastane néktery
z téchto pfipada:

1) (o, Bye U_, nalez (2) plati; konvergence je pfitom stejnomérna vzhledem
k(o, f)eU_ayek,.

2) (o, f)e Uy, nacer (2) plati; konvergence je pfitom stejnomérna vzhledem
k(a,f)eU, a yekE,.

3) (o, f)eU — (U, wU), i (0,0)eU, (0,p)eU,. Jelikoz [%f(1)g{A(t —
— ) dr = ‘;’ + J'g, plyne odtud, Ze (2) plati; konvergence je pfitom stejnomérna
vzhledem k (o, f) e U — (U, w U_)a yeE,.

Skutegné tedy plati (2) v oboruU = U, v U_ U (U — (U, w U_)), pficem? kon-
vergence je stejnomérna vzhledem k (, f) € U a y € E, (sjednoceni konecného poctu
obord a v kazdém z nich je konvergence stejnomérna). Tim je véta zcela dokézana.

3. INTEGRALY F (), F(1)

Pro funkci f necht nastava néktery z piipadd I, II. O funkci g budeme pfedpokladat,
7e je 1) spojita, omezend a licha v E, a Ze 2) derivace g’ existuje v E, a je tam spojitd
a omezena. Rekneme potom, Ze pro funkei g nastava piipad Py,. Existuje-li dale ko-
ne¢né &islo S > 0 tak, Ze |[% g(r)dt] £ S v oboru (Ja| < +o0, x < f < +0), pak
fekneme, Ze pro funkci g nastava pripad P ,;.

Jelim g(1)/t = lim g'(f) = g’(0). Bod 1 = 0 neni tedy ,,nepfijemnym* bodem funkce

t—0 t—0

g(1)/t. V intervalu €0,1) je g(t)/t omezena. Je g omezena v intervalu (1, + o) a tedy
tim spiSe funkce g(1)/z. A tedy existuje kone&né C > 0 tak, Ze |g(f)/t] < C v intervalu
0, +o0), 4. |g(r)] = Clt| (dokonce pro viechna 1).

Ze vztahu |[% g(r) df| = S plyne dale,*) Ze zobecnény integral [ * [g(1)/t] dt kon-
verguje; hodnotu tohoto integralu budeme znadit R.

Budi? t € E{. Pljde nam o integral

(1) R = K| A(jmf(r)g’{w(r - ) dr)do,

0

— o0

kde K =+ 0 je n&jaké kone¢né &islo. Pro funkci f nechf nastava pripad I, pro funkci g
pfipad P,,. Vnitini integral v (l) je zfejmé& konvergentni Lebesguelv integral, ktery
podle véty 107 z [4] je spojitou (a kone&nou) funkei @ v intervalu <0, 4. Je potom
také vngjsi integral v (1) konvergentni Lebesguetv. Dale je

j“[ [f(7) g{w(r — 0)}| dr dw < m4 [“Fw]f(t)l dr < 40,
we(0,4) v
te Eq

4y [4], véta 112,
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kde m znadi supremum funkce |g’| v E,. Lze tedy uZit Fubiniovy véty:

r =k [ ([ s 1ot = 0y do) e =

-0

- ijwf(r) A= g - Krmf(t £ g

Pro funkci f necht nastava ptipad 11, pro funkei g piipad Py,. Je |2 g'(r) dt] =
= |g(B) — g(«)| < 2n v oboru (jaf < +o0, x £ f < + ), kde n znadi supremum
funkce |g| v E;. Konverguje pak zobecnény integral [, ” f(7) g'{w(r — 1)} dt (viz
lemma z odst. 2); zfejmé& konverguje té# zobecnény integral (%, a rovn&z tak (Lebes-
guetlv) integral {*,. Tedy vnitfni integral v (1) je konvergentni zobecn&ny integral.

Pro funkci f necht nastava pfipad II, pro funkci g piipad Py,5. Je-li 0 < a < 4,
je funkee H(w) = 12 f(1) g'{w(r — 1)} dt spojitd (a tedy omezend) v intervalu
<0, A). Integral F, (1) = K[2 H(w) do = K[2([*2 f(x) g'{ex(r — 1)} d7) dw je tudiz
konvergentni Lebesguetiv integral. Lze nyni dokézat,”) 7e existuje konetna limita

a0+
zobecnény integral.

Nastava-li tedy pro funkci f pFipad I (II) a pro funkci g pfipad Py, (P),;), pak
integral (1) je vidy konvergentni (bud jako Lebesguelv nebo jako zobecnény in-
tegral). Jeho hodnota je pokazdé

(2 F (1) = K[m flt+ 1) %:l) dr.%)

Tento integral je popfipadé& také zobecnény integral.

+ o

Miizeme nyni (2) rozepsat ve tvaru F,(t) = [©, + [¢ 7. Podle véty o substituci

pro Lebesgueiiv resp. konvergentni zobecndny integral je (2, = [o” [f(t — 7).
.g(A7)/t] dr. A tedy
e \W9(47)
() £ = K[ 0 9 st 9" g
Jo T

Poznamka 1. Pro funkci f necht nastava ptipad I (II), pro funkci g ptipad Py,
(Py3). V obou pfipadech je F ,(t) spojitou funkei ¢ v E;. V prvnim ptipadé plyne to
snadno z vty 107 (viz [4]); v druhém pfipadg je tfeba uzit jesté véty 114. Zvolime
pevné t = t,, dale pak uréime &islo b > 0 tak, aby 1, < b a aby v intervalu (b, + o)
platilo f = ¥, — , (vizlemma a pfislusny dikaz v odst. 2)). Snadno se dokaZe, Ze pro
i = 1,2 je zobecnény integral [,7” (1) [g{A(x — 1)}/(r — 1)] d spojitou funkci
v bodé& t,, natez pak integral [, ” f(z) [¢{A(t — 0)}/(x — 1)] d7 (viz (2), kde v inte-
grandu misto 7 klademe 1 — 1) je spojitou funkci v bodé t,. TotéZ plati pro integraly
[0, [",. Tim je pak dokéazéno, Ze F ,(1) je spojitou funkci v bodé t,. Jeliko t, mize
byt libovolny bod z E,, plyne odtud, Ze F (1) je spojitou funkei v E;.

5) [4], stadi sledovat str. 526—530, kde misto sinu a kosinu klademe g a g’.
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Poznamka 2. Pro funkci f necht nastava ptipad 1I, pro funkci g necht plati pfed-
poklady lemmatu z odst. 2. V intervalech (b, + c0)a (— oo, — b)> ma tedy f variaci ko-
ne¢nou (0 < b < +o0). BudiZ 1€ E,. Funkce f(1 + t) argumentu t ma potom va-
riaci kone¢nou v intervalu ¢b — 1, + o), funkce f(t — 7) t¢hoZ argumentu mé variaci
konenou v intervalu <b + t, + c0). Zvolime-li konetné b* = Max (|b — 1, |b + 1])
(tedy 0 < b* < +o0), bude mit funkece h(t) = f(t + t) + f(t — 7) kone¢nou va-
riaci v intervalu <b*, +00). Také je lim h(z) = 0. A tedy konverguje zobecnény

T + o0
integral [,4° h(x) g(A7)dr (viz lemma z odst. 2 pro y = 0). Budi 0 < § < +co.
Ziejm& konverguje téZ zobecrény integral [, h(t) g(A7) dt.
Plati nyni
Véta 1. Pro funkci f necht nasidvd néktery z pfipadi 1, 11, pro funkci g pfipad
Pyy3. Budiz 0 < 6 < +c0, oznaéme

Fu(1,8) = KJ‘d{f(t + 1) + f(t — 1)} g(/}r_) dr

(totéz K jako ve vyrazu (1)). Potom
(4) : lim (FA(I) - FA(t, (3)) =0;

A=+ o

konvergence je stejnomérnd vzhledem k t € E,.

Dikaz. Polozme h(t) = f(1 + t) + f(t — 7). Je potom (viz (3))

+ 0
A
FA(f) = FAt,0) = Kj ne) 24D g
p T
kde integral [§® h(t)g(At)dt je popiipad® konvergentni zobecn&ny integral (viz
poznamka 2). Funkee 1/7 je v intervalu <3, 4 o0) kone€na, nezdporna a nerostouc.
A tedy existuje Cislo € € (3, + o) tak (viz poznamka 3), Ze

FA(1) = Fy(t, 0) = % J.%h(r) g(A7) dt.

Je (t+ 1= uw)
3 t+ &
J f(t + 1) g(Ar) dt =f -f((u) g{Alw — )} do .

3 t+a

A tedy podle véty z odst. 2

e t+E
lim j f(t + 1) g(47)d7r = lim j flw) g{A{w — 1)} dw = 0,
A=+ )5 A~ + o

t+é

kde konvergence je stejnomérna vzhledem k 1 € E. Analogicky (1 — 7 = )

[se=Dotaae= - [
- ::f(w)y{A(w ) do.

11

_éf(w) g{A(t — )} do =
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A tedy opct

(4 =&
lim | f(t — 1) g(A7)dr = lim fo)g{iA(w — 1)} dw =0,
A=+ s A=+ s )

kde konvergence je stejnomérna vzhledem k 1 e E,. Odtud jiZ vyplyva, Ze plati (4), kde
konvergence je stejnomérna vzhledem k 1€ E;.

Pozndmka 3. Snadno Ize dokazat, Ze plati: Budiz g € E;, funkce ¢ budiZ kone¢n4,
nezaporna a nerostouci v intervalu {a, + ). Budiz f e L(a, b’) pro kazdé b’ € (a, + )
a necht zobecnény integral [, f(¢) dr konverguje. Potom existuje &islo & € (a, +00)
tak, ze [J7 f(1) (1) dt = o(a) [5f() dt.

Budiz 1 € E,. Piijde nam nyni o integral (totéz K jako v (1))

%) Fo < | (jﬂ) o fole = ) dr) do.

0

~ o

Budeme piedpokladat, Ze pro funkei f nastava pipad I (II) a pro funkci g piipad
Py, (Py,3). Ziejm& je integral (5) konvergentni (bud jako Lebesgueiv nebo jako

zobecnény integral) tehdy a jen tehdy, jestlize existuje koneZna limita lim F(¢),
A=+

nace? F(1) = lim F (1)
A+ o
Plati
Véta 2.°) Pro funkci f necht nastdvd néktery z pfipadit 1, 11, pro funkei g pFipad
Pyy5 (R # 0). Funkce f méjZ ddle variaci koneénou v intervalu {a, by (—o0 < a <
< b < + ). Potom plati:

1) Vkazdém bodé te(a, b) je integrdl (5) pro K = 1/2R konvergentni a jeho
hodnota je {f(1+) + f(1=)}/2.
2) Je-li kromé toho f spojitd v <a, by, je lim F (1) = F(t) dokonce stejnomérné
A=+ o0

v kazdém intervalu Ca + 2, b — 2>, kde 0 < 2 < (b — a)/2.
Dakaz Budiz 0 < § < +o00. Podle véty 1 (pro K = 1/2R)

Fu(1) = ir{f(’ + 1)+ f(t — 1)} g_(%l) dt + pu(1, 6),

kde lim p,(t,5) = O stejnom&rné vzhledem k t€ E,. Je lim [} [g(47)/r]dr = R
A~ + o A=+
a tedy ke kaZdému &islu £ > 0 existuje &islo A, > 0 tak, Ze pro vSechna A = A4,

L[y,

RJ, =

=g,

) Véta 2 je pfima analogie znamého kritéria Dirichletova-Jordanova (viz [4], véta 185).
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Vyraz {f(t+) + f(t—)}/2 je omezenou funkei 1 € (a, b) (pfedpoklada se, Ze f ma va-
riaci kone¢nou v <a, b)). Tedy l‘f(t+) + f(t=)}/2| £ N prote(a, b). A tedy

i Lt gty 28 e LI

2R ], 2
pro vSechna A = A, a libovolné 1 € (a, )) To tedy znamena, Ze
Ji+) + 1t

-)_ U J ) + f(=)) G T)dr—kn,,(t ),

2

kde lim #n,(t, ) = 0 stejnom&rn& vzhledem k 1 € (a, b). PoloZime-li nyni

- A4(t) = F(1) _%f(’:),
bude

a0 = 5 [10+ 9 s+ = 9 = s 2 e s o0,
kde
lim o1, 0) = Al_i)r_‘rklm(u,‘(t, 8) — na(t,8)) =0

Ao+ m
stejnomérné vzhledem k 1 € (a, b). Nutno ted dokazat:

1) Pro kazdé t € (a, b) je lim A () =0.

2) Je-li f spojita v <a, b> Je pro kazdé 1€ (0, (b — a /2) llm AA(t) = 0 dokonce
stejnomérné vzhledem k te {a + 4, b — A).

1) Ma f variaci kone¢nou v <a, by, tedy f = ¥, — ,, kde ¥, }, jsou funkce

omezené a nerostouci v {a, by. Z rovnice f(t + h) = y,(t + h) — y,(t + h) plyne
pro h -0 + resp. h -0 —:

f(t+) = (t4) = ¥o(t+) pro a<t<b
ft=) = ¥i(t=) = ¥y(t=) pro a<t=b

Je-li ted t € (a, b) a je-li & zvoleno tak, Ze a <t — 8 <t + § < b, lze integral ve
vyrazu 4 ,4(1) rozepsat ve Styfi integraly: i = 1, 2,

1 g(4
1= g | = e 25 g

L tJ(Af)
Iy, =— | {yit — -}
= g e =9 = e
Existuje nyni ¢islo ¢ € (=4, 0> (a tedy Cislo — ¢ € <0, 5)) tak,") ze

I, = ﬁ {(t + &) — wl(t+)}ji')g(éﬂd

It

1 , . M g(A
2R Wt + 9) = ‘l’1(1+)}J J(Tﬂ dr.

-
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A tedy’)

1
] = iﬁ Wit + 6) — vy(t+)]

§
- T
S+C

= BT Wt + 0) — (e +)l -
Podobné v dalsich pfipadech: |I,| < (S + C) [y,(t + 8) — ¢(t+)/2IR|, |I;,,] <
S(S+ O it —8) — d(t=)2R], i =1,2.

Budiz nyni ¢ € (a, b) pevn& zvolené. Budi dano &slo ¢ > 0. Ur¢ime &islo § tak, aby
a<t—9<t+0<baaby také vyrazy (S + C) [¢,(t £+ 6) — y,(12)I/2IR]| byly
nejvyse rovny ¢&islu ¢/5, i = 1, 2. Bude pak absolutni hodnota integralu ve vyrazu
4 4(1) nejvyse 4¢/5. Pii tomto & zvolime dale &islo A4, > 0 tak, aby pro viechna 4 = A4,
bylo jo.(1, 8)] < ¢/5. Bude pak |4,(¢)] < & pro vechna 4 = A, &imZ je tvrzeni do-
kazano.

2) Budiz nyni f spojitd v {a, b), takZe té7 r,, W, jsou spojité v {a, b>. Necht a <
<a+ A< b—2<banecht je dano &islo ¢ > 0. Cislo § > 0 zvolme piedeviim
mensi nez A, nacez pro te {a + A, b — A) bude t + 6 € {a, b), a soulasn& takové,
aby [yt £ &) — Y (t£)] £ 2|Rg/S(S + C), i = 1,2 (yy, ¥, jsou stejnomérn& spo-
jité v {a, b)). Pri této volbi &isla d je pak |I;] nejvyse ¢/5 (i = 1, 2, 3, 4), takZe abso-
lutni hodnota integralu ve vyrazu 4 (1) je nejvyse 4¢/5, a to nezavisle na &islu 4 a na
teda + A, b — A>. Pfi tomto ¢ lze dale zvolit ¢islo 4y > 0 tak, aby pro vSechna
A = A, a viechna 1 e(a, b) platilo Jo,(1, 6)| = &/5. Pak oviem [4,(1)] < ¢ pro vie-
chna A = A, akazdé te{a + 4, b — A). Tim je dokazano tvrzeni 2) a tim také celd
véta,

4. GIBBSUV ZIJEV U INTEGRALU F(r)

Budiz ce E;, 0 < § < +oo. Necht h(f) = — 3 proc — 9 <1 <c, h(t) =  pro

¢ <t < c+ 9 anecht h(r) = 0 ve viech ostatnich bodech mnoZiny E,. Pro funkci g

necht nastavé pripad P,,5. Polozme (1) = K [{, [g(t)/1] dt (totéZ K jako ve vyrazu (1)

z odst. 3, kde klademe f = h), Polozime-li nynivevété 1 zodst. 35 = 9/2, t = ¢ + ¢,

[E] < 9/2, presvEd&ime se, Ze F (¢ + &, 9/2) == ®(AE), nadez podle tvrzeni této véty

lim (Fy(c + &) — ®(A4¢)) = 0, kde konvergence je stejnomérna vzhledem ke & e
Ao+ o

€ {—5/2, 9/25.

Pro funkci g necht nastava piipad Py,5 (R # 0). Rekneme, Z¢ funkce g ma v bodé
t = s > 0 vlastnost G(s, r, R), jestliZe plati toto: Funkce ®(1r) = ([{ [g(z)/7] d7)/2R
(tedy K = 1/2R) ma v bod& ¢ = s hodnotu r + ; Cislo |r — ~]2[ udava potom ,,prevy-~
Seni* ®(1) v bod& 1 = s vzhledem k hodnoté& ;. V pfipadé funkce ®(A4¢) projevuje se
,-pfevyseni v bodech ¢ = + s/A (pfi znaménku minus vzhledem k hodnoté ——Z{),
které je rovnéz |r — | (@(AZ) je totiz licha funkce argumentu &).

7y Snadno lze dokazat, Ze Hg le(AnN/1] dtl < S+ Cnapf.voboru (0 a < < + o0).
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K danému § Ize nyni najit &islo 4, > 0 tak, 7e pro viechna A = Agje & = + s/d e
€< —9/2,9/2). Bylo dokdzano, Ze lim (F4(c + &) — P(A4¢)) = 0 stejnomérné vzhle-
A=+

dem ke £ e (—9/2, §/2>. To tedy znamena, 7e ke kazdému Cislu ¢ > 0 existuje jisté
Cislo A; = Ay tak, Ze pro viechna A = A4 alibovolné & e (—9/2, §/2> je |F 4(c + &)—
— ®(4¢)| < e A tudiZ hodnota F,(c + &) pro ¢ = + s/A je tedy — aZ na jistou
chybu 4(4), kde [4(4)| < & — pro viechna A = A, rovna % r (zde i v dal3im odpovi-
daji si vZdy horni a dolni znaménka).

Funkce h ma v intervalu ¢ — 3/2 < t <-¢ + /2 variaci koneénou, takZe podle
véty 2 z odst. 3 integral F(r) funkce h je konvergentni v tomto intervalu a ma hodnotu
sgn (¢t — c)/2(oproti vét& 2z odst. 3 miiZeme z pochopitelnych divod it misto otevieného
intervalu ¢ — 9/2 <t < ¢ + 9/2 uvaZovat uzavieny interval). Je funkce h(t) =
= h(c + &) nespojitd v bod¢ & = Ointervalu — 9/2 < & < 9/2, takZe lim F (c + &)=

A=+ wm
= sgn &/2 nemZe platit stejnomérné v Zadném okoli bodu & = 0 (funkce F (¢ + &)
jsou spojité v intervalu ~ 9/2 £ ¢ £ 8/2 pro kazdé A, viz poznamka 1 z odst. 3), tj.
F(c + &) se i pfi velkém A v nékterém bodé (resp. bodech) tohoto intervalu bude
,»Zznaéné“ ligit od hodnoty sgn &/2. A zde se jiZz zacina projevovat Gibbsiv zjev
u integralu F() funkce h. Body & # 0, v nichZ i pfi velkém A se projevuje ,,znaéna*
odchylka hodnoty F,(c + &) od hodnoty sgn /2, jsme zjistili. Jsou to body & =
= + s/A. P¥islusné ,,pfevyseni je pfiblizné [r — |. Vysledky, ke kterym jsme pro-
zatim dospéli, miZeme nynf z diivodil vétsi prehlednosti zformulovati timto zpiisobem:

Zavér 1. Budiz ceE;, 0 < 9 < +o0. Necht h(t)= — 1 pro ¢ — 9 <1 <c,
h(t) = J proc <t < ¢ + & a necht h(t) = 0 ve vSech ostatnich bodech mnoZiny E,.
Pro funkci g necht nastdvd pfipad Py, (R = 0), ddle nechr g md vlastnost G(s, r, R)
v bodé t = s > 0. Budi# ddno c¢islo ¢ > 0. Existuje pak jisté kladné ¢islo A, — zd-~
vislé na nékolika parametrech — tak, fe ,prevyseni |F (c + s/A) F 5| kfivky h
kfivkou F, v bodech t = ¢ + s/A je aZ na jistou chybu A(A), kde |A(A)| < ¢, pro
vSechna A = A, rovno 100|r — %j % z absolutni hodnoty skoku funkce h v bodé ne-
spojitosti t = c.

Poznamka 1. Nechf jsou splnény pfedpoklady zavéru 1. Snadno se presvédéime
(omezujeme se na hodnoty & e ( —9/2, 9/2)), 7e

9+ &
Fale + &) — #(48) = — * a(a(9 + &) + La(aes - o) = - LJ 949 4,
2 2 4R }4_. 1
A tedyl)
i y 1| [ g(40) S S
Fylc + &) — d(A2)] = — R e g — 2 <2
IFafe + &) = o(49) 4IR| L,m T 4A|RI(9 — &) T 24|R|9

)
Plati tedy S/2A|R|9 < & pro viechna A4 = S/2¢|R|3. V zavéru 1 miZeme tedy poloZit
A, = Max (2s/9, S/2¢|R|9).

Piedchazejici ivahy Ize zobecnit. BudiZ opét ¢ € E,. Pfedpokladejme, Ze pro funkei f
plati f(c+) — f(c=) =d, 0 < |d] < +o0, tj. Ze f ma v bod€ t = ¢ nespojitost
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1. druhu. Ve vsech ostatnich bodech jistého intervalu {¢ — w, ¢ + w) (O <w<+®)
budiZ f spojita a necht tam ma variaci kone¢nou. Funkce h necht splituje predpoklady
uvedené na zacatku tohoto odstavce; Cislo 3 zvolme tak, aby 0 < ¥ < 2w. Pfedpo-
kladejme jeité, Ze pro funkei f nastava néktery z pFipada I, 11,

Polozme f(1) — d h(1) = k(1) (ve viech bodech, kde leva strana ma smysl). Je
lim k(1) = fle+) —d/2 = (f(c—) + d) — dj2 = f(c=) + d/2, lim k(1) = f(c—) +

t—=ct e

+ d/2, tedy existuje koneéna limita funkce k v bod& 1 = ¢. PoloZime-li k(¢) = lim k(t),

t—oc
bude k spojitd v celém intervalu (¢ — w, ¢ + w). Ziejmé ma k variaci koneénou
v intervalu (¢ — w, ¢ + w)». Déle nastava-li pro funkci f néktery z pfipada I, 1I,
nastava tyz pfipad také pro funkci k, tedy pro funkci k nastava néktery z pfipadd
1, 11.

Uvazujme interval (¢ — w + 4 ¢+ w — D, kde A = w — 9/2 (tedy 0 < 1 < w).
Pro funkci g necht nastava ptipad Py,; (R + 0), dale necht g ma vlastnost G(s, r, R)
v bodé t = 5 > 0. Lze najit &islo 4, > O tak, Ze pro viechna 4 = A je & = + s/A €
e<{—=9/2,9/2y. Vime, ze lim (F{(1) — d ®(A(t — ¢)) = 0 stejnomérn& vzhledem

A=+

ktedc—w+ A ¢+ w— 2> (znakem FY rozumime nyni, Ze v integralu F, — viz
vzorec (1) v odst. 3 — klademe f = dh; podobné v ostatnich piipadech). To tedy zna-
mend, Ze ke kazdému &islu & > 0 existuje jisté &islo 4, = A, tak, Ze pro vSechna
A=z A, alibovolné tec—w + 4, ¢+ w— 4> je [FY(t) — d D(A(t ~ o))l = ¢/2.
A tudiz hodnota F4(f) pro t = ¢ + s/A je tedy — aZ na jistou chybu 4,(4), kde

|4,(A4)] £ ¢/2 — pro viechna A = A, rovna +dr.

Podle véty 2z odst. 3je lim F%(1) = k(t), kde konvergence je stejnomérné vzhledem
A=+ o

ktedlc—w+ A, ¢c+ w—~ 4>, To znamen4, 7e existuje jisté ¢islo 4, = A, tak, Ze
pro viechna A = A4, a libovolné 1edc — w + A, ¢+ w — i) je [Fi(t) — k(1)
< /2. Vintervalu (¢ — w + 2, ¢ + w — ) Ize tedy kfivku F&(1) ~ aZ na jistou
chybu A,(A), kde |4,(A)] £ ¢/2 — nahradit kfivkou k(1), a to pro viechna 4 = A,.
A tedy hodnotu F (¢ + s/4) = F{(c + s/A) + F(c £ s/A), kde A = A4,, lze potom
nahradit hodnotou & dr + k(¢ & s/A4). Chyba A(A), kter¢ se pfitom dopustime, bude
v absolutni hodnoté nejvySe rovna ¢islu &. Pro v§echna A = A4, bude pak

(1) FA<Ci—;—>——f<Ci%>:

= idr+k(ci§>+A(A)wf<ciAi>=
= idr—dh<CiS)+A(A)— ir,d(r—iz>+A(A),

A

kde |A4(4)] < & Omezime-li se ted na hodnoty 0 < & < g, = |d| |[r — 1|, bude
sgn (Fu(e & s/A) — f(e + s/4)) = sgn (£ d(r — ). . |[F4(c + s/A) — flets/A) =
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= |d| |r — }| + &, kde d je popfipad¢ aZ na znaménko rovno A(4). Ziskan¢ vysledky
mézeme nyni z divodil vétsi prehlednosti zformulovati timto zpsobem:

Zavér 2. BudiZ ce E. Funkce f budif nespojitd v bodé t = ¢, necht f(c+) —
— fle=) = d,0 < |d| < +o0. Ve vSech ostatnich bodech jistého intervalu {c — w,

c+wy(0<w< + o) budiz f spojitd a necht tam md variaci konecnou. Piedpo-
klddejme ddle, Ze pro funkei f nastdvd néktery z pripadii 1, 1. Pro funkci g necht
nastdvd pripad Py, (R # 0), ddle pak necht' g md vlastnost G(s, r, R) v bodé t =
=s§>0. Budiz 0 < e <¢gy = |d||r — ;[. Existuje pak jisté kladné ¢islo A, —

zdvislé na nékolika parametrech — tak, Ze |, pFeviseni*

Sl 0 e

krivky f kfivkou F 4 v bodech t = ¢ + s/A je aZ na jistou chybu A(A), kde |A(A)] £ ¢,
pro vSechna A = A, rovno 100[r — ; % z absolutni hodnoty skoku funkce f v bodé
nespojitosti t = c.

Poznamka 2. Tato poznamka se vztahuje k zavéru 2 (rovnéZ pak k textu, jehoZ
disledkem je tento zévér). Jelikoz 9/2 = w — J, miZeme poloZit (viz poznamka 1)
Ay = Max (s/(w — 2), Sld|/4(w — A) ¢|R]). Piedpokladcjme nyni, Ze jsme urditym
zplsobem zjistili, Ze pro jist¢ 4, = A, — kdenyni 0 < ¢ < gy = |d| |r — ;| — plati
tvrzeni zavéru 2, S timto 4, plati pak tvrzeni zavéru 2 pro viechna 4 = A4,. Vodit-
kem, kde asi takové 4, hledat, miiZe byt pravé ono Max (s/(w — 4), S|d{/4(w — 2).
. € |R]).

Hlavni vysledek této prace je obsaZen v zavéru 2. BudiZ poznamenéno, 7e tfida
funkci ¢ s vlastnostmi ,,G(s, r. R) + Py (R 0)“ neni prazdna. Patii tam napf.
funkee sin ¢, sin® 1, J (1) (Bessclova funkce 1. druhu a 1. fadu) a dal§i. V pfislugnych
integralnich vyjadfenich F(r) projevi se pak pokazdé Gibbsiiv zjev. V ptipadé funkce
sin t obdrZime Gibbstv zjev u Fourierova integralu. Vzhledem k duleZitosti tohoto
piipadu pozdrzime se u n¢ho chvili. UZivame tychZ oznadeni jako dFive.

Tedy v piipadé funkce g(1) = sint je R = n/2, takZe ®(t) = (| [sin /7] d7)/m,
@'(t) = sin t/nt. Proprvnis > 0(jetos = n), pro ndz ¢'(s) = 0, je extrém (maximum)
funkce @ roven iracionalnimu ¢islu » = 0,58a,a, ...a, + 4 (al, a,, ..., a, jsou dalsi

1

dekadické &islice), kde napt. zaporné A je vétsi nez — 0,08a,a, ... a,: bude pak r > .

Je (viz (1)) |F{c £ nfA) — fc £ =/A) = |d||r — 3| + & = |d] |0,08a,a, ... a, +
+ 4] + 6 =008a,a,...a,.|d] + Q(A), kde Q(4) = |d|4 + §. Urdime &islo & > 0
tak, aby &/2 < g¢q = |d| |r — -;I, dale pak ptirozené ¢&islo n = n, tak, aby |d| [4] <
< ¢/2. Jsou-li dale splnény vSechny pfedpoklady zavéru 2, tykajici se funkce f, pak

plati:

Existuje jisté kladné éislo A, — zdvislé na nékolika parametrech — tak, Ze pritbéh
kFivky
1 A + oo
@) F i) = —j (J- (f(7) cos w(r — 1) dr) dw
TJo —w
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vintervalu J ={c—w+ ALc+w— Ay, 0 <1< w, posuzovany smérem zleva
doprava, je pro viechna A > A, takovy: F () osciluje kolem kfivky f a v bodé t =
= ¢ — n/A intervalu J° (vnitiek intervalu J) nabyvd hodnoty B*, kterd je — aZ na
jistou chybu Q(A), kde |Q(A) £ ¢ — o0 8 a,a,...2, % z |d| mvervz’sz (d> O)} ne#
vétsi (d < 0)
stoupne

hodnota f(c — nfA), ddle pak ' } od hodnoty f§* pfes hodnotu y (viz pozndm-
clesne
ka 3) v bodé t = ¢ aZ k hodnoté B v bodét = ¢ + n/A intervalu J°, kierd je — a% na
«\;tv’
zminénou chybu — o 8,a,a,...a, % z |d| o Slw} nez hodnota f(c + n/A), nadez
menst

ddle osciluje kolem kfivky f.

Pozndmka 3. Podle poznamky 1 z odst. 3 je k¥ivka (2) spojitd v E,. Pravi se nahofe
(viz napt. d > 0), e kiivka F 4, ,,stoupne od hodnoty f* pies hodnotu y aZ k hodnoté
B. Tim se viak nemini, Ze by hodnota f* byla lokalnim minimem a hodnota f§ lokal-
nim maximem funkce F, v pfislu§nych bodech (viz schematicky obr. 2, kde d > 0).

Z dfivjsich uvah vyplyva, ze F,(f) — k(1) — d ®(A(r — ¢)) = A(A4) pro viechna
A =z A, alibovolné tec —w + A ¢ + w — Ay, piiCemz |4(A)| < ¢/2. Pro t = ¢
plyne odtud F,(c) — k(c) = A(A),
tj. y — k(c) = A4(A4). Hodnota 7 je

.. , f(t)
tedy — aZ na jistou chybu, ktera v ab- P

solutni hodnoté je nejvyse &/2 — rov-
na funkéni hodnoté k(c), a to pro
vSechna 4 = A,.
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Pesrome

Ob OAHOM TUHE MHTEIPAJIA, ¥V KOTOPOI'O NPOABIIAETCSA
TAK HA3bLIBAEMOE , ABJEHUE I'MBBCA*

MOCED MATYILY (Josef Matugi)

Bce paccMoTpeHHbic QyHKIMK ABIAAIOTCS BCLUCCTBCHEBIMM. [To OTHOLICHU IO K (Dyh K-
oy f paccmarpusarorest asa ciydas. Cnyuait I f — cymmupyemasi B uHTepsaje
{(— o0, +c0). Cayuaii II: £ — cymMupyemMast B Kax10M HHTEpBAJIC KOHEUHOH JJTHHBL
(=0b,0), b — nonoxurensioe. Jance, lim f(f) = 0, v cywecTByeT KOHEUHOE U 110~

t= Lo
JIOKHTEIbHOE YUCIO b Tak, UTO f MMeeT OTPAHKICHHOC U3MEHEHNE KAK B HHTEPBAJC
(=00, =b), Tak u B unrepsase (b, +0o0). O GyHKIMN g NPCaAINOJAraeTC, HTO OHa
B MHTEpBase (— o0, +4-c0), BO-NMEPBBIX, HCMPEPbIBHA, OFPAHHYCHA M HEYCTHA M, BO-
BTOPBIX, 4TO €€ MPOU3BOAHAA g’ B HTOM WHTEPBAJIE TAKKE HEMPEPBIBHA M OrpaHnycHa.
Jlasnee Nipenoaraercs, YTo CyUIECTRYET KOHEUHOE H NOJOXHTCIbHOE HUCIIO S Tak,
yro |f# g(r) dt] £ SBobnactu (ja| < +0,a £ f < +c0). Hyers &) = (f [g(0)]] .
.d1)/2R unycth R + 0 0002HAYACT BEAMUIUHY CXOIALLIETO HECOOCTBEHHOFO HHTEIPa-
aa §3 ” [g(r)/t] dt. KpoMe Toro npeamionaraercs, uTo cylecTByeT KOHCUHOE U 110J10-
KHTELHOE YHCIIO § TaK, 4TO QyHKUMs O(f) UMEeT B TouKe ¢ = § 3Hauenue r =+ . Mpu
ITUX YCJIOBUAX CNpaBeasIuBa CjIeayroias

Teopema. [Tycmo pynxyus f (0as komopoii umeem mecmo odunt uz cayuaes I, 11)
umeem paspuie ¢ mouke t = ¢, f(c +) — f(c) =d, 0 < [d| < + 0. Bo scex ocmans-
HbIX HOUKAX onpededenHo20 unmepsaia {c¢ — w, ¢ + w){0 < w < o) nycmes f He-
npepelgHa U nycme uMeem mam ozpanuyeritoe usmeienue. Ilycms 0as ynxyuu
g cnpaseoaugsl 6ce eviuie MpueedenHvie npeonodoycerud, IHycme 0 < ¢ < g, =
= |d||r — ;] To2da cyupecmeyem onpedeAeHHOe HOAOHCUMEAbIHOe YUCAo A5 mak, umo
L, IPEBoCxo0dcmao*’

’[21]; ) (j-+mf(r)g’{w T—c ?;)l de)dw — flc =% S>

kpueoil f nad opyeoil kpusoii ¢ moukax t = ¢ + sj{A pasio npubauzumeavno 100.
]r - ;f Y% adcoaomuoli geauuunvl  ckawka @ynkyuu f ¢ mouxe paspwiea 1 = ¢
(6n10mp do onpedesennoii ouubku A(A), 20e |A(A)| £ & a mo daq ecex uucea A =
= A,).

—w

st IONOKUTENBHOIO YUCaa A,, CYILECTBOBANME KOTOPOTO XOTS JIOKA3aHO, HO
KoTopoe 3PPeKTUBHO TPYAHO ONpPC/ICSHTh, AAHO ONPCACACHHOC ,,0NTHMANLHOE
nojioxenne®, Pe3yAbTaThl Tcopembl M B AadbHCHLIIEM TNPUMCHSIIOTC K CJydato
Kjtaccuueckoro uurerpana ®ypee,
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Zusammenfassung

UBER EINE ART EINES INTEGRALS
MIT SOG. ,,GIBBSSCHER ERSCHEINUNG*

JOSEF MATUSU

Alle betrachteten Funktionen sind reell. Beziiglich der Funktion f werden zwei
Fille unterschieden. Fall I: fist summierbar im Intervall (— oo, + oo). Fall IL: fist sum-
mierbar in jedem endlichen Intervall (—b’, b"), b’ positiv; ferner gilt lim f(¢) = Ound

t—=++w

es existiert eine endliche und positive Zahl b, so dass f in den beiden Intervallen (~ co,
—b> und (b, + w) von endlicher Variation ist. Uber die Funktion g wird voraus-
gesetzt, dass sie im Intervall (—co, +00) 1) stetig, beschrankt und ungerade ist und
dass 2) auch ihre Ableitung g dort stetig und beschriinkt ist; weiter wird noch vor-
ausgesetzt, dass eine endliche und positive Zahl S existiert, so dass I’ﬁ g(H)dr] £ Sim
Bereich (o] < +w, o = f < +o0) ist. Gesetzt wird &(1) = ([{ [g(x)/7] dv)/2R;
R + 0 bedecutet den Wert des konvergenten uneigentlichen Integrals ’Jm [g(z)/z] dz.
Es wird noch angenommen, dass eine endliche und positive Zahl s existiert, so dass die
Funktion &(¢) im Punkte ¢ = s den Wert r # + besitzt. Unter allen diesen Voraus-
setzungen gilt dann folgender

Satz. Die Funktion f(fiir die entweder Fall 1 oder Fall 11 in Frage kommt) sei unstetig
im Punkte t = ¢,f (c+) — flc—) = d,0 < |d| < + 0. Inallen anderen Punkten eines
gewissen Intervalls {c — w, ¢ + w) (0 < w < +o0) sei f stetig und von endlicher
Variation. Beziiglich der Funktion g sollen alle angefiihrten Voraussetzungen erfiillt
sein. Seinoch0 < ¢ < g, = |d| |r — —;l. Es existiert dann eine gewisse positive Zahl A,,
so dass die ,,Uberschwingung

E]]Ej: Qﬁ:r:'f(r) g {o) (‘[ —c¢F %)} dr> do — f(c + %)

der Kurve f durch die andere Kurve in den Punkten t = ¢ + s/A rund 100]r — %l % des
Absolurwertes des Sprunges der Funktion f im Unstetigkeitspunkte t = ¢ betrégt (bis
auf einen gewissen Fehler A(A), dessen Absolutwert hichstens gleich ¢ ist, iund zwar fiir
alle Zahlen A =z A,).

Fiir die positive Zahl A,, deren Existenz zwar bewiesen ist, die man aber effektiv
nur sehr schwer bestimmen kann, wird eine gewisse ,,optimale Stelle** angegeben. Das
Ergebnis des Satzes wird weiter auf den spezicllen Fall des klassischen Fourierschen
Integrals libetragen.
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