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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY CISLO 3

O APROXIMACI OBRAZU V HILBERTOVE TRANSFORMACI
ORTOGONALNIMI RADAMI RACIONALNICH LOMENYCH FUNKCI

JiRi GrrGor

(Doslo dne 13. listopadu 1959.)

Clanck je vénovan vySetfeni jisté tifdy raciondlnich funkci, zejména jejich
uziti pii aproximaci dané funkce a jeji Hilbertovy transformace. Vysledkl lze
pouZit pfi FeSeni nékterych problémi v elektrotechnice, teorii automatické
regulace, acrodynamice (viz cit. na str. 214).

Pii feseni fady teoretickych a praktickych otazek techniky se uZivd matematic-
kého aparatu intcgralnich transformaci. Nckdy je vSak praktické pouZiti integralni
transformace pocetné obtizné. V poslednich letech je proto vénovana velka pozornost
pribliznym (aproximaénim) metodam téchto transformaci.

Jednou z integralnich transformaci, kterd je uzivana v elektroteclmiccl), v aero-
dynamiccz) a v nékterych jinych oborech, je transformace Hilbertova, ktera je defi-
novana vztahem®) (funkci f nazyvame originalem, funkci g obrazem)

o s
(M g(y)=l—lﬁ RGN
« n)o,x =y
ktery budeme struéné zapisovat takto: g = .

Otazkam aproximace Hilbertova obrazu byla vénovana fada praci. Tyto prace
vétiinou obchazely nékteré obtiZe pifimého vycisleni obrazu grafickymi nebo grafo-
analytickymi postupy, jejichz pouZitelnost byla omezena na nékteré tfidy funkci
(napf. na funkce sudé nebo na funkce racionalni ap.). Kromé toko i pfesnost né-
kterych téchto metod byla nevelka, odhad p¥esnosti v praktickych piipadech vylouden.

V této praci je navrzena metoda pfiblizného stanoveni Hilbertova obrazu funkce,
kterd navazuje na nékteré star$i vysledky. citované napt. v [4]. Jako aparatu je
pouZito aproximace originalu i obrazu ve smyslu teorie ortogonalnich fad.

1) Viz napfi. P. Fev, Die Hilberttransformation in der Nachrichtentechnik, Nachrichtentechnik,
Heft 8, 1956.

2) Viz napf. K. NickeL, Ldsung eines Integralgleichungssystems in der Tragfliigeltheorie,
Math. Z., Bd. 54, 1951.

+
3) Symbolem |ﬁ rozumime integral ve smyslu hlavni hodnoty.

~
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K problému Hilbertovy transformace je totiZ mozné pfistoupit také jako k feseni
okrajové tilohy. Za jistych pfedpokladl lze dokéazat, Ze original a obraz v Hilbertové
transformaci je realnou a imaginarnf ¢asti hraniénich hodnot jisté funkce komplexni
proménné, kterd je regularni v pravé poloroviné a v bodé oo. Odtud pak vyplyva
souvislost nami vySetfované otazky s feSenim problému Dirichletova.

Z uvah o feSeni Dirichletova problému pro jednotkovy kruh je znamo: jestlize
Fourierliv rozvoj

a_2° + Z (a; cos ix + b; sin ix)
i=1

konvergujc podle normy v L? k funkci F, pak také sdruZeny trigonometricky rozvoj

[ve]
> (b; cos ix — a; sin ix)
=1

konverguje podle normy v L” k jisté funkci G a plati
F(x) + jG(x) = U(e™),

kde U(e’) je hrani€ni hodnota funkce U(z) regularni uvnitf jednotkové kruZnice.
Zda se tedy, ze by stacilo prevzit prisluSny aparat, tj. aparat Fourierovych rad
a provést konformni zobrazeni jednotkového kruhu na pravou polorovinu, Tento
primy postup naraZi na nékteré obtiZe zejména proto, Ze prislu§né konformni zobra-
zeni, tj. na piiklad funkce w = (1 — 2)/(1 + z) ma pol na jednotkové kruznici.
Proto také vysledky, které pozdgji uvedeme (zejména véta 17 a 21) jsou odligné
od obvyklého tvaru tzv. sdruzeného trigonometrického rozvoje.

V prvni ¢asti prace je vySetfovan jisty ortogonalni systém racionalnich lomenych
funkei, ktery aproximaci Hilbertova obrazu usnadiiuje resp. umoziuje a ma kromé
toho nékteré dal§i zajimavé vlastnosti. Druha &ast prace je vénovana vlastnimu
problému aproximace Hilbertova obrazu. V zavéru jsou ukazky praktického uZiti
navrzené metody, srovnani s jinymi metodami a pomiicky pro jeji praktické pouziti.

FUNKCE S,(x) A Cy(x)
UvaZujme funkce
' S,(x) = sin (2narctg x), C,(x) = cos (2n arctg x)

pro n z 0 cclé, které jsou spojité pro viechna x. UkéaZeme, Ze S,(x) a C,(x) jsou racio-
nalni lomené funkce proménné x. Pro n > 0 plati

2 ~ .
sin 219 = <2n> cos* '9sin 9 — (;) cos*"39sin® 9 + ...+

1
* <2n23 1> cos 3 sin®"" 19 .
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PoloZime-li 9 = arctg x, pak

cos & = \/ 1 - sin 3 = B
[+ x VI + x*
a tedy
2n x — 2n B R 2n x2not
. 1 3 T \2n -1
sin (2n arctg x) = 5 —
(1 + X%
nebo
n 2//2
z ( >x2k—2(_ ])k+1
(2) sin (2n arctg x) = k-1 ——, n%0.
. (1 + Xy
Obdobné dostaneme pro n %= 0
- (2n 2k k
kZ‘o(Zk)x (= 1)
(3) cos (2n arctg x) = .
(1 + 2%

V dal$im miZeme s vyhodou pouzit je§té jednoho tvaru vztahit (2), (3). MiiZeme psat

1 —jx _ 2

1+ jx
1 1 —jx
kde ¢ =—1In = — arctg x
2 1+ jx
(symbolem In rozumime hlavni vétev logaritmuy).
Pak ale
| — 7 n
Cx) — JS,(x) = (—=
1+ jx
a tedy
I —jx\"
4 S(x) = —Im =1,
‘ (52
1 —jx\"
5 C(x) =Re{ _—].
(5 (9= Re({ )

Nez piejdeme k podrobnéjsimu vySetfovani vlastnosti funkei C,(x) a S,(x), uvedme
jejich vyjadreni racionalnimu lomenymi funkcemi pro nékolik prvnich hodnot
indexu n:

So{x) =0, Co(x) =1,
2x 1 —x?
AS X) = -, C X) = ——,
) 1+ x2 i) 1+ x2
4x — 4x° 1 — 6x* + x*
So(x) = ——r, Cx) = ———
() (1 + x?)? () (1 + x?)?
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Véta 1. Necht posloupnosti spojitych funkei {c(x)} a {s(x)}, n > 0, vyhovuji
vztahiim (pro pFehlednost vypoustime argument x):

(6) Cn+1 + Ch—1 = 2(,'16’" ] Sn+1 + Sp—1 = zclsn ’
Cout1 — Cp—1 = — 2Slsn sy Shtt T Sp-1 = 2S1Cn ’
1 —x? 2x
Ccy = —_— 5y = .
1+ x 1+ x?

Pak s(x) = S(x) a cx) = Cyx).

Diikaz: Znasobime-li druhé dvé& rovnice vztahti (6) &islem j a pfitteme k prvnim
dvéma, dostaneme po uprave:

*) Cory + JSwer = (1 +Js0) (ea + J5,) -

JelikoZ |ey + js,| = 1, jest také |¢, + js,] = 1, o CemZ je snadné se pfesvédCit na
zakladé rovnice (*) uplnou indukci. Existuji tedy funkce ¢, takové, Ze plati pro
vSechna n > 0 celd
(**) ¢, + js, = e,
Ze vztahu (*) pak plyne

e]"f’n+1 = plP1gi%n
a tedy

¢n+1 = d)l + d)n + 2kna

kde k je vhodné celé islo.

Odtud dostdvame
¢, = np; + 2kn.
Funkci ¢, najdeme ze vztahu

1 1, 1+
¢y = -In(c; + js;) = -In J_Y
J Jool—=jx

= 2arctg x,

kde In je opét hlavni vétev logaritmu.
Na zakladé (**) viak odtud dostavame
¢,(x) = cos (2narctg x), s, = sin (2n arctg x)
coz jsme méli dokazat,

Poznamka: PoloZime-li 5, = 0 a ¢, = 1, mGZeme v rekurentnich vztazich véty 1
opustit pfedpoklad n > 0, aniZ bychom narusili jejich platnost.
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Véta 2. Jestlize pro funkci c,(x), n > 0, plati (determinant je n-fddkovy)

Cy(x); [; 0; ....;0; 0; 0 |
| 1; 2C,(x); 1 ....; 0 0; 0 |
‘ 0; 1; 2C,(x); ; 0; 0; 0
o ew= VN KOO
? 0; 0; 0; ... 13 2C(x); 1
Lo 0; 0; ....; 0; 1; 2C,(x) | (n)
1 — x?
kde C,(x) = ; 5. pak c(x) = C,(x).
+ x

Dutkaz: Pro n = 1 je tvrzeni splnéno. Pro n = 2 plati
ey(x) = 2CHx) — 1.

Rozvineme-li n-fadovy determinant (7) podle prvkd poslednibo Fadku, dostavame
vztah

Cy; 1 0 ... ;0; 0;0 |
1; 2Cy; 1 ..... ; 0; 0; 0
| 0, 1; 2Cy; ... .. ;0 0; 0
e®) =20 (x) e n(x) = | oo
r0; 0 0; ..... ;0 1; 2C; 0
0; 0 0; ..... ;00 11 (m—1)

(argument x jsme pro prehlednost vypustili).

Rozvineme-li vSak tento determinant podle prvki posledniho sloupce, dostaneme
pro jeho hodnotu vyraz ¢, ,(x) a tedy lze rovnici upravit na tvar

cn(x) = 2C,(x) C,,hl(x) — c,,_.z(x) s

coZ je prvni z rekurentnich vztaht ve vété 1. Cl(x) je podle predpokladu spojita
pro viechna x a tedy i ¢,(x) je spojitd pro viechna x. JelikoZ ¢,(x) = C,(x), je tim
tvrzeni dokazano.

Poznamka: Jak vyplyva z obecné teoric determinantli tohoto typu"’), je mozZné
ukazat souvislost vyrazu [C,(x)|/[C,-(x)] s jistym Fetézovym zlomkem, ktera se
opira o vétu 2. Pfisludny vztah je tvaru (pro viechna x, pro ktera je C,_,(x) =+ 0),

G0 =<2c(x)—w” S S | n> 1.
Cyi(x) ] 2C,(x)  12G,(x) 12C1(X) /1 rae

Jeho dikaz je snadny a ncbudeme jej uvadét.

AZ dosud jsme definovali funkce C,(x) a S,(x) Styfmi ekvivalentnimi zpiisoby
s vyuZitim souvislosti v podstaté algebraickych. UkaZeme nyni dalsi moZnosti.

4y Viz napi. G. KowaLEwskI, Einfiihrung in die Determinantentheorie, Leipzig 1909, str. 153,
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Véta 3. Funkce C,,(x) a S(x), n+ 0, tvofi fundamentdini systém Fefeni linedrni
diferencidlni rovnice
(8) (1 + 3" +2x(1 + x*)y + 4’y =0, n+0.

Dikaz: Pfedeviim se snadno presvedeime, Ze funkce Cy(x) a S,(x) vyhovuji
diferencilni rovnici (8). Upravime ji na tvar

o o, An'y

[+ By + :

=0.
i+ x?

Polozime-li y = C,(x), pak ' = — (2n)S,(x)/(1 + x*) a po dosazeni dostavame
identitu. Obdobng mizeme postupovat, ovétujeme-li, 7e funkce y = S,(x) je fefenim
rovnice (8) Zbyva dokazat linearni nezavislost obou feSeni. Avsak linearni neza-
vislost funkei C,(x) a S,(x) plyne bezprostiedng z linedrni nezvislosti funkei sin ¢
a cos t. Funkce C,(x) a S,(x) jsou tedy dvé linedrné nezavisla feleni diferencialni
rovnice (8), coZ jsme méli dokazat.

ORTOGONALITA SYSTEMU A DALSI VLASTNOSTI FUNKCI C,(x) A S,(x)

Véta 4. Systém funkei {C(x); S(x)}i-q je ortogondini na intervalu (— o; + o0)
1

s vahou p(x) = ————. Pro normu funkci®) C(x) a S,(x) plati|C,| = ||S,]| =
x

= \/g pro n + 0, |Coll = /.

Dutkaz: Mame dokézat, Ze pro viechna n a m, kterd nejsou soucasng rovna 0,

plati |
* dx
Cyx) S, (x) —- - =0,
| Tamsoct

—

+ + o0 -
* dx . dx 0 pro n £ m
Cn('\‘) Cm(x) T 2 = S,,(X) Sm('\‘) 3 = S .
o 1+ x . 1+ x ln/Q pro n=m=0
Predeviim je zicjmé, 7c viechny tyto nevlastni integraly konverguji, nebot |S,(x)| = |
™+

1
a |C(x)] <1 pro vicchna n a X

— konverguje. Déle je zfejma nulovost
N B

prvniho integralu, nebot integrand je funkce licha. Ve zbyvajicich dvou integralech
zavedme substituct arctg x = 1 a dostaneme
v/ /2 0 o nEm
cos 2nt cos 2mt dt = s‘ sin 2at sin 2mt dt = f P
)2 J -2 171/2 pro n=m=0,
co? jsme m&li dokazat. Tvrzeni o normé funkee Co(x) je ziejmé.

5) Poznamenejme, e zde i v daliim normu funkce / definujeme vztahem

LT P
) ()
2 -
“f“ J. 1 +.\'2d\

—w
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Pozndmka: Systém funkci {C,(x)};Lo a systém funkci {S,(x)}2, je zfejmé
také ortogonalnim systémem funkei na intervalu (— oo; + o) s vahou p(x) =

=11+ )

Véta 5. Funkce C,(x), n = 0, yyhovuje vztahu

I+ x?%) dz”

9 C(x) = _1"“( . 1+ x°
©) 09 = (- T

Dikaz: Plati

2n d2n-1 2x

d
(4 X)) =
den ( ) dx2n71 1+ xl

a dale
2x =] 1 _1
1+ x? 1 + jx 1 —jx .
Odtud
A I _j;,i'j‘l(zn -1 y (=) 2n - 1)t _
dxln—-l I + x2 (1 +]X Zrl ) (1 —-jx)Zn
=S (_ 1)"+1 ( l)' Re( jx
(1 + X% 1+ jx
Tedy

d*" (2n — 1)
—In(1 + xY) =2(= 1)yt A
() =2 B

C,(x),

coZ dava pozadovany vysledek.
Poznadmka: Vztah (9) lze zapsat ve tvaru

dx*"1 ) = ne1 227 — D! C(x)
o i) = (- IR

Véta 6. Funkce S,,(.x), n % 0, vyhovuje vztahu
2\n 2n
(10 5,09 = (- LT 4T

— arctg x .
(2n — 1)l dx*"
Dtkaz: UvaZujme opét

dln tg . dval 1 1 d2n—1 1 N I
—= arc = = - _
dx?" AN+ X2 2d I\ — g 1+ jx

(= 1y (2n = Dy <L_Jf>

(1 + Xz) I+ jx
a tedy
42" (2n — 1)
——arctgx = (— 1)'= S.(x).
dx*" £ (=1 (1 + x?)" ()

Odtud poZadovany vysledek.
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Poznédmka I: Vztah (10) lze zapsat ve tvaru
dxt W2.(2n = DS (x
o =(-1) f#)
dx** (1 + Xy
Poznamka 2: Vztahy (9), (10) jsou analogiemi tzv. vztahl Rodriquezovych,
jejichZz obecné odvozeni pro dostateéné Sirokou tfidu ortogonalnich polynomi je
podéno (zda se poprvé) v knize [6]. Ackoliv zde jsou tyto vztahy formulovany pro
systém racionélnich lomenych funkci, jsou vysledky a postup tvah v mnohém
analogické.

Véta 7. Pro vSechna x a pro |t] < 1 plati vztah
B 511G N oy
1 —2Ci(x) + 12 =0 " ’
a tedy wl(x, t) je vytvorujict funkci systému {C,,(x)}.

Dikaz: Uvazujme funkce C,(x) ve tvaru (4)

I — jx\" 1+ jx\"
o) = L (A=Y 4 (L
21\ + jx I —jx

Pro |f] < 1 dostaneme

wy(x, 1) =

e 1 i 1
*) LGN = o T T
e Sl O TP el R e
1+ jx 1 —jx

nebot |(1 — jx)/(1 + jx)| = 1 pro viechna x.
Po upravé plyne z (*) vztah
pu— 2 —
wi(x, 1) R t2+ X1+ 1) . 1 — 1Cy(x) ’
(=0 + 21+ 1 -2uC(x)+1*
coZ jsme méli dokazat.

Véta 8. Pro vSechna x a pro {t| < 1 plati vztah
Si(x) ¢ =
S =Y S,
I - 2?(:1()&‘) + 1 n=1 '
a tedy wy(x, 1) je vytvoFujict funkei systému {S,(x)}.
Dukaz: UvaZzuime S,(x) ve tvaru

st - 3[(12) - (2]

Pro |t] < dostaneme

wz(x, t) = -

L Jx, L+
o N 1+ jx 1 — jx
2= T L+ jx
" 1 -2 2
I+ jx I —jx-
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a po upravé
2xt
(1 + x%) — 2L — x%) + (1 + x%)

coz dava hledany vysledek.

FOURIEROVA RADA V SYSTEMU FUNKCI {C,(x); S,(x)}

Rada ) o, (x), kde ¢; jsou funkce, tvofici ortogonalni systém na jistém inter-
=0
valu (7T) a konstanty «; jsou definovany vztahem
1
o = 2 [ S(x) pi(x) w(x) dx,
lo:ll* Jery
kde [|¢;]l je norma funkci systému a w(x) jeho vaha, se obvykle nazyva Foutierovou

fadou funkce fv ortogonalnim systému {¢,}.
Budeme se zabyvat fadou

o

(1 1) Zo [aiCi(x) + /jiSi(x)] »

i=

kde koeficienty «; a 8, jsou definovany vztahy

(lla) o = J f(x) Cix 1 L Pi+0; o= iJ”rwf(x) dx

w I+ x°

/fi:%J'm ¥) S4)

T) oo 14 x°

Pro stru¢nost ji budeme nazyvat (a& tento nazev neni zcela diisledny) C — rozvojem
funkce f a koeficienty a; resp. fi; — C; resp. S; koeficienty této funkce. Pfedevsim
plati:

Véta 9. C; resp. S; koeficienty funkce f(x) jsou shodné s kosinovymi resp. sinovymi
Fourierovymi koeficienty funkce f(tg3t) v trigonometrickém systému na intervalu
(— = m).

Dikaz: Stagi napf. v prvnim integralu zavést substituci x = tg 1r a dostaneme
(i+0)

= 1—j Sltg Li) cos it dr,
n -7

coz je poZadovany vysledek. Pro druhy integral je Gvaha stejna.

Poznamka: Pro koeficient o, dostaneme
T

1 !
oy = e tgt) dt.
0 sz_nf(gz)
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Zikladni otazkou je samoziejmé otdzka konvergence fady (11). MnoZinu funkei f,
pro které konverguje integral

(12) I/l = <J+mf—(% dx)l/z,

ol + X

budeme nazyvat prostorem H a &islo || f nazveme normou funkce f'v tomto prostoru.
Pozd&ji dokdZeme, Ze systém funkci {C,(x): S(x)} s vahou p(x) = 1/(1 + x?) je
uzavieny v H. Podle znamé véty je tedy také aplny v H a plati

Véta 10. Jestlize fe H, pak fada (11) s koeficienty (11a) konverguje podle normy
v H k funkci f.

Této véty budeme v dal§im pouZivat. Zastavime se na tomto misté je§té u otazky
stejnomérné konvergence fady (1 1). Jeji Yedeni je usnadnéno platnosti tohoto pomoc-
ného tvrzeni:

Necht funkce f(x) je v intervalu (— oo; + o0) po Castech spojita zaroveii se svoji
derivaci®) a necht dale existuji kone¢né limity lim f(x). Pak trigonometricky rozvoj

x> ko
funkce f(tg 1) konverguje stejnomérng v kazdém uzavieném intervalu, ktery je
&asti intervalu (— 7; m) a ve kterém je funkce f(tg 3t) spojita.

Predeviim je zifejmé, Ze vztah x = tg3t zprostéedkuje vzijemné jednoznagné,
spojité zobrazeni intervalu (- m; 1) na celou &selnou osu. Funkce f(tg 11) je tedy
zaroveli sc svoji derivaci po Castech spojitd v intervalu (— m; ). JelikoZ existuji
(viastni) limity lim f(x), existuji také limity lim f(tg37) a lim f(tg¢)

x— too t— -4 t—T—
a tedy f(tg 5t) vyhovuje v celém uzavieném intervalu podminkam Dirichletovym’).
Jeji trigonometricky rozvoj tedy konverguje stejnomérné v kazdém uzavieném sub-
intervalu, ve kterém je funkce f(tg %r) spojita.

Véta 10a. Jestlize funkce f(x) je zdroveii se svoji derivaci po édstech spojitd v inter-
valu (— oo; + o0) a existuji viastni limity lim f(x), pak jeji C — rozvoj konverguje

x> tw
stejnoméné na kazdém uzavieném intervalu spojitosti f(x) a jeji derivace.

Poznamka: Pomocné tvrzeni i vétu 10 lze dale zobecnit.

NULOVE BODY A EXTREMY FUNKCI C,(x) A S,(x)

Budeme se nyni blize zabyvat priibthem funkci C,(x) a S,(x). Pfedeviim je zfejmé,
2e funkce C,(x) a S,(x) jsou funkce spojité pro viechna x, ohraniCené {plati [S,(x)| <

6) Piedpokladame, 7e poet bodii nespojitosti funkce f a jeji derivace je koneény na intervalu
(— o0; + ).

7y Viz napf. M. K. I'pe6euua, C. M. Hosocenop, Kypc MATEMATHYECKOrO aHasM:a,
T. 2., Vunemus, Mocksa 1953, ctp. 350.
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1, |C(x)] = 1) se spojitou a ohrani&enou derivaci (plati [Sy(x)] < 2n, |C)(x)| <
2n). Funkce S,(x) jsou liché, funkce C,(x) jsou sudé. Pro viechna n plati

S(0)=0, C0)=1,
lim S (x) =0; lim C(x) = (= 1)";  lim xS,(x) = (— 1)"*" 2n.

X0 X o0 X o0

IANIA

Dale:

Véta 11. Funkce S,(x) md 2n ~ 1 jednoduchych nulovych bodii v bodech

k
X =g S k=0,
2n

I+

L £2,.000 +(n—1).

Funkce C,(x) md 2n jednoduchych nulovych bodii v bodech
2k + 1
X = tgr(——%)ﬁ , k=0, +1,+2, .., +(n—-1), —n.
n

Diukaz této véty plyne bezprostiedné z definice.

Véta 12. Nulové body funkci Silx) Jsou body extrémii funkci )

Ci(x) Su(x)”
Diikaz provedeme napf. pro funkce S,(x). Ze vztahu
2n
Ci(x) = S,(x
()= 2 ()

plyne, Ze nulové body funkei S,(x) jsou stacionarnimi body funkci C,(x). Z diferen-
cialni rovnice (8) pak pro funkce C,(x) v téchto bodech dostavame

(1 + x5) Cilxo) + 4nC,(x4) = 0,

a tedy Cj(x,) # 0, nebot C,(x¢) # 0. Tim je jedno z tvrzeni vity dokazano. Ditkaz
druhého je analogicky.

Diferencialni rovnice (8) spliiuje podminky véty Sturmovy®) a C,(x) a S,(x) jsou
linearné nezavisla FeSeni této rovnice; proto lze vétu 11 formulovat téZ takto:

Véta 12a. Mezi kaz’dymi(d;éma sousednimi nulovymi body funkce i:'(();))
, , C,(x "
Jeden nulovy bod funkce S(x) "

V teorii ortogonalnich polynomii se dokazuje véta: Necht p,(x) tvoi{ ortogonalni
systém polynomi v intervalu [a, b] s vahou p(x). Pak mezi dvéma sousednimi nulo-
vymi body polynomu p,(x) lezi pravé jeden nulovy bod polynomu p,,,(x) a aspoii
jeden nulovy bod polynomu p,(x), m > n.%).

Pro vysetfované systémy racionalnich lomenych funkci dokaZeme vice:

leZl prdvé

8) Viz napf. B. B. Crenauos, Kypc dufhepenyuansioix ypasnenuii, Mockea 1953, str. 252,

%) Viz SzeG6 G., Orthogonal polynomials, str. 45.
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Véta 13: Pocet nulovych bodit y funkce S,(x), které lei mezi dvéma sousednimi nulo-
vimi body funkce S,(x), m = n, vyhovuje nerovnosti
p=1Z=pw=p+1,
kde p = m (mod n).
Diakaz: Pro nulové body funkce S,(x) a S,(x) musi podle zn&ni véty 11 platit
kn ' (k+ D=

g — < tg— < tg ~ —
2n 2m 2n

kde k, r jsou &isla ccld, vyhovujici nerovnostem [k + 1] < n, [r] < m, m a n jsou
¢isla pfirozena. JelikoZ tg x je funkce rostouci, je tato nerovnost ckvivalentni s ne-
ovnosti

r k ¥ k + 1

Mame dokazat, Ze pro dana m a n a libovolna cela &, vyhovujici nerovnosti [k + 1] <
< n, ma tato nerovnost pro r pravé p celodiselnych feSeni, neboli, Ze v intervalu
délky m/n obsaZeny pofet cclych Cisel vyhovuje nerovnosti, uvedené ve znéni véty.
Polozime-li m = pn + «, kde p je ¢islo pfirozené a o < n, miiZeme rozeznavat dva
piipady:

a) « = 0: otevieny interval délky p obsahuje p — 1 nebo p celych &isel;

b) o = 0: otevfeny interval délky p + (2/n) obsahuje p nebo p + 1 celych &iscl.
Tim je véta dokazana.

Poznamka: Jestlize p = 1, pak pro m > n je nutné o & 0 atedy 1 < pu = 2.
Vétu 13 mazeme tedy vyslovit v podstatng oslabeném tvaru takto: Pro m > n leZi
mezi dvéma sousednimi nulovymi body funkce S,(x) alespont jeden nulovy bod
funkce S,(x).

Ve zvlastnim piipadé pro m =n + 1 jest o = 1 a p = 1: dostdvime pro n > 2
tvrzeni (véta 14), které neni obtiZné rozsifit na viechna o < 1n.

Véta 14. Mezi dvéma sousednimi nulovimi body funkce S,(x), n > 2, leZi prdvé
Jeden nulovy bod funkce S, (x).

Dikaz: Stadi dokazat, Ye pofet nulovych bodd funkce S, (x) mezi dveéma
sousednimi nulovymi kody funkce S,(x) nemiZe byt roven dvéma (viz poznamku
k v&te 13). Necht x, a x4 ¢ jsou dva sousedni nulové body funkce S,,(.\'). Podle vztaht
(6) plati

S Senlx) = Ci(x) S,(x) + S,(x) C(x)
a tedy vzhledem k vEt& 11 a vzhledem k tomu, 7e extrémni hodnota funkce C(x) je
rovna 4 1, plati dale (S,(x,) = 0)

ISIHLI(‘YI\.)' = |S1(XI;) M

Odtud po upravé dostaneme
kn o (k+1)m

Sue1(¥e) Sus (X v1) = — sin — sin
n n
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a tedy pro n > 2 jest
Suri(v) Spai(vis 1) <0,

nebol [k + 1] < a. Poget nulovych bodii funkee S, (x) v intervalu (x, x;,,) je
tedy lichy. Tim je véta dokazana.

Snadno lze dale dokdzat tuto vétu (jeji dikaz vypoustime):

Vita 15, Funkee S(x) a S,(x) maji pravé 2r + 1 spoleénych nulovyeh bodii: v je
pocet netrivialnich spolecnych délitelii éisel m a n.
Analogickd tvrzeni lze dokdzat pro funkee C,(x).

INTEGRALNI VZTAHY MEZI FUNKCEMI CAx) A S,(x) A TRANSIFORMACE
HILBERTOVA

Abychom odvodili v dal$im daleZity integralni vztah mezi funkcemi C,(x) a S, (v)
zabyvejme se¢ hodnotou integralu

kde f(z) = [(1 = 2)[(1 + 2)]% z = & +jn a C je po &astech hladkd, jednoduch,
uzaviena kfivka podle obrazku (obr. 1), poloméry ¢; a R polokruZnic splituji nerov-
nosti ¢; < ; [¥[. R > |y +¢l, i = 1,2, integrujeme ve sméru Sipky. PouZijeme-li
residuové véty, dostancme
/(=)

] =2nj.2jy res — S = - 2njf(— jy) = = 27/ [C») + iS.(»] -
c==jy 27+ ¥

Vypoctéme nyni integraly po pllkruznicich Ky: |z — jy| = ¢, Rez =20 a K,:
[z + /1] = ¢, Rez £ 0. Doplnime-li nejprve polokruznici K, na cclou kruznici,
n pak bude zfejmé platit (vzhledem k volbg &,):

2,/}‘%) Tf(z)~§ dz = ¢ '/.(Z). dz —
PR Jeo £ 0y

- SE ' '/‘(:')f dz = 2mif(jy),
o 2+

nebot ¢, /(z)/(z + jp) dz = 0. Pro prvy integrdl pak
dostaneme, poloZime-li z — jy = ¢,¢/*:

4;,” J(E)/;z dz =

o

32 ni2
= . See™ + jp)dd + [ Slee™ 1 jy)di.
Obr. 1. Jni2 U ]

o




Ze spojitosti funkee f(z) plyne: pro z = jy jest f(z) = f(jy) + J, kde pro funkci 6
plati 1lim 6 = 0. Dostavame tak vztah:
z=jy

2mj () = (37 (f(y) + 0)dd + j [ flee™ + jy) dd,

a tedy pro integral po pravé polokruznici (podle obr. I ve sméru $ipky) po provedeni
prislusného limitniho prechodu plati

Obdobné pro integral po levé dolni polokruznici (opét podle obr. 1)

ZJ,VJ\ ;f() dz = — njf(— jv).

_|_

Pro integral po polokruZnici s polomérem R > |y + ¢;| dostaneme pomoci odhadu
(Rezz 0,R > |yl)

,_f(z) < — 1 < 1
2 12 = 2% + V2| = R2 —)/2
vysledek
lim7, =0
R—w

Konegng pro zbyvajici éast integra¢ni drahy mazeme psat (i = 1, 2)

+ o At C b o o
lim Iy = 2jy Iﬁ Z(M) jdn =2y 1}’ _ﬂ)*l_n) ZyJ _21'@3 dy
PSS ¥ = S S

vzhledem k tomu, Ze funkce S,(1) je lich4 (integraly vesmés ve smyslu hlavni hod-
noty, viz pozn. na str. 214),

Shriime nyni vysledky:
lim7 = = 2nj[C,(») + jS.(»)] e

R+ o
£~ 0

lim 7/

R0
£ 0

it

2

= w[AG) + 1= )] + 2 |j B )—C{”l d

- w0

Srovnanim obou rovnic dostavame

+ ’
nS(y) = — 2y lj} —lg"—(ﬂL’ dn .

n-—

Uvazime-li, Z¢ plati
2y 1 1

o — e

[/ yz n—-y n+y
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a dale
rre Cln ooy
‘J' ()d,]:_m () 4
_(‘C’7+y ’ID'I—U.},

dostaneme vztah

PN (B 4

Iﬁ o C,,(’I) dy = — nS,,(jJ’)'

Vzhledem k definici Hilbertovy transformace (1) tedy plati

Véta 16. Plati vztah

(13) HC, = — S

n

Analogicky vysledek dostancme, vySetiime-li hod-
notu integralu

K f=n fc Z(Z =) 9

kdeopét f(z) = [(1 — 2)/(1 + 2)]hz =& + jna C je
uzaviena, _|edn0ducha, po éastech hladka kfivka podie
obr. 2; gy < % ey < 15 PLR> 1y + eyl

Podle residuové véty plati

Obr. 2. = — 2myres fz)
=iy 2(z = jy)

PR G ffz)d/::fﬁlmdz

cz—/y z—=jy

= 2m[C(y) — iS{»)] -

Jelikoz

a (viz pfedchozi dikaz)
lim ) dz = njf(jy)
) z—Jy
a kromé toho na kruZnici z = Re”’ , R>|y+ ey
" /(2) é 1 H
2z =) RR~= 1)
zhyva jiz jen vy&islit integral po polokrunici z = gye’® ve sméru, vyznadeném na

obr. 2 Sipkou. Obdobné jako v pfedchozim p¥ipad€ dostaneme pro tento integral
vysledek

Jy lim [ —-& dz = 7j.
w00}, 2(z = j)
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Integral po imaginarni osc miZeme povazovat po provedeni piislusného limitniho

prechodu za
e 1 + .
+ w ./’7(/'] ‘j)’) —w )1(;1 — y)
A+ of . n b pf o
- |J1 SUn) dy + Ul 7(mn) dy |
i

—y
—w ¥ -

jelikoZ oba integraly na pravé strand cxistuji ve smyslu hlavni hodnoty. Uvazime-li
Ze timto limitnim pfechodem neni naruiena platnost vysledku, ktery jsme pro hile-
dany integral ziskali pouZitim residuové veéty, dostivame vztah

21 [C») = jS.(»)] = - 1J‘1|+ ’ ”—f@” dn + |Jl ' j}—((:?) dn + mj[Cy) = jSA»] + nj

]

—a. -0

a odtud srovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti na obou strandch rovnice dosta-
vame (kromé vztahu z véty 16)

rreg g
nC,(y) = IJI 1) gy — J ﬂdy + .

/. Y

— o

Pro druhy integral jest

+ o s T o1 3
J’ :S'&:Q (_]y = 2 [‘ ;“117_‘& dx.,

v o Sinx

—m o Y

UvaZujme nynin =2k — 1,k = 1,2, ..., pak

) . k=1
M_l_)_" =1+ 2 cos2ix
sin x =1

a tedy
o _ k—1 n
2J MdA»:2n+4LJCOSZixd.K=2n.

o sin x i=1 )

Pron =2k, k =1,2,..., jest

" Gin e . . ) ‘
J sin 2k dx :j (2k cosFt x — (231‘> cos?* P sin?x 4+ ...+

o SInx 0
+ 2k cos x sin®* 7% x) dx,
2k — 1
v - v s se -, ~ . 7o o ~ " 2m-—
co’ po Upraveé dava jisty soucet integrald, které jsou vesmés typu fgcos™ Uy dx.

Viechny tyto integraly jsou ale rovny nule. Odtud zavér:

8 v = {0 pro n suda
2 gy = e
e ¥ 127{ pro n lichd .

K vété 16 tedy plati analogicka



Véta 17. Plati vztah
(14) yf‘s‘" = C" + (_ 1)"'1 .

Poznamka: Pro transformaci Hilbertovu se uvadi tvrzeni: Je-li o f =g pak
Hg = — . Toto tvrzeni neni v naSem piipadé splnéno, nebotf neni ani v této podobg
spravné. Uvadi joj tak napf. [2] a zapomina podotykat, Zc plati pouze pro funkce
feL*(— oo; + )'%). Neni napt. splnéno pro konstantu, nebof #°1 = 0.

Z v&ty 16 nyni snadno odvodime platnost vztahii (n + 0)

(19) a GO S0) e S G
L+ 1+ x? 1+x 1+x°

Ve smyslu pfedchozi poznamky sta¢i dokazat napf. prvni z nich. Pfimym vypocétem
dostaneme

(= TR =0

Druhy integral na pravé strang je roven nule pro n % 0 (viz véta 4).

SOUVISLOST SYSTEMU FUNKCI {C,(x); S,(x)} S TRANSFORMACI HILBERTOVOU

UvaZzujme funkce f, které maji tuto vlastnost: Ke ka?dé funkci f existuje jista
konstanta C a funkce f, € L* (— o0; + o) tak, Ze plati

(16) , S(x) = fi(x) + C.

Mnozinu takovych funkci oznatme L2. Kc kaZdé funkei fe L2 existuje jedini
funkce f, a jedina konstanta C tak, aby byl spInén vztah (16). Kdyby totiZ existovaly
napf. dvé rizné konstanty C, a C,, pak funkce f(x) — C; a f(x) — C, by obg
patfily do prostoru LZ(— o00; + oo) a tedy by tam také patfil jejich rozdil C;, — C,,
coZ je mozné pravé jen pro C; = C,. Funkci f, nazveme representantem funkce
fe L.V mnoZing L} definujeme normu vztahem (12).
Vztahy (16) a (12) definuji normovany linearni prostor'’). V tomto prostoru pro
Hilbertovu transformaci plati Jf = #°f,.

Uvedeme nyni zvlastni pfipad véty, dokazané M. Rieszem a jeden jeji jedno-
duchy disledek (viz [9], str. 183, rus. vyd.).

Véta 18. Necht funkce f, g, h, k patii vesmés do prostoru L* (— oo + ) a necht
dile g = Jf, k = Hh; pak
] ro f(x) h(x) dx = fifj g(,r) k(x) dx.

10) Presndji LP(— on; + 00); p > 1; viz Tircumarsa E. C., Introduction to the Theory of
Fourier Integrals, Oxford 1937.

11y Ztejmé je L2 ¢ M, kde H je definovano na str. 223.
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Dikaz:

Plati
JE2 fAx)dx = [I2 g¥(x)dx

a analogicky pro dvojici 4 a k. Plati tedy také
FI2 [/(x) + h(x)]? dx = [I2 [g(x) + k(x)] dx

a odtud poZadované tvrzeni.
Disledek: Polozme h(x) = C(x)/(1 + x?), k(x) = — S,(x)/(1 + x*),n £ 0,
fe L? ge L% Predpoklady véty 18 jsou splnény. Plati tedy
+ C" x t oo Sn X
f(x) —()i dx = — g(x) ——()5 dx
w I+ x —w 1+ x
pro vSechna n =+ 0.

Uvedme nyni jedté, Ze funkce C,(x) a S,(x) patii do prostoru L%. Pro funkce
S,(x) je toto tvrzeni zfejmé a u funkei C,(x) stadi uvést, ze [C(x) + (— 1)"] e
€ L*(— oo; + o0). Systém funkci {C,(x); S,(x)} je uzavieny a tedy i uplny v H, nebof
je-li f(x) € H, pak f(tg 1) e L*(— n; m) a trigonometricky systém (ve ktery {C,(x);
S,(x)} piejde substituci x = tg 1), je uzavieny v L*(— n; m).

MiuZeme nyni vyslovit vétu, ktera dava pfibliZznou metodu konstrukce Hilbertova
obrazu jisté t¥idy funkeci.

Véta 19. Necht' f je sudd funkce, fe L% a necht ddle o; jsou koeficienty jejiho C —
rozvoje. Pak

1€+ 3 o.S{x)| =0 pro n— .
i=1

Dikaz tohoto tvrzeni plyne okamZit¢ z tplnosti systému funkei {C,(x); S,(x)}
v prostoru L% a z disledku véty 18. NeZ piejdeme k analogii véty 19 pro funkce
lich¢, uvedeme jednu dilezitou vlastnost koeficienti 8, definovanych vztahem (11a).

Véta 20. Jesilize [ je funkce lichd a plaii fe L*(— o0; + o), pak

e I L

b
1 +x2)

i=1 T .,
kde g = H f.
Diikaz: Snadnym vypoctem sc nejprve presvédéime, Ze plati

igl(— ])i+1 Si(v) = % - ( _21)" (S,,(x) I .\‘(‘,,(,\‘)) '

VySetfme nyni n-ty Caste¢ny soudet Fady > (— 1)""';, kde f8, jsou definovany vztahy
(11a). Jest

: )it _:% : -4—00_ i+t X"M— Y o=
Y (=0, nf%J_( )i 2 g

! 0
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-2 *;” R
A g T S0 g S e

_ _j SO e (B + ).
n)_, 1 +x

kde jsme a, oznadili n-ty C — koeficient funkce xf(x). Podle pfedpokladu viak

fe L? a tedy xf(x) e H, jak se lze snadno piesvédéit. Odtud plyne, Ze lim a, = 0.

Analogicky, jelikoZ fe L?, je také lim f, = 0. Odtud plyne: Rada ) (— 1)""'p;
=1

konverguje a jeji soucet je roven 1/ (12 [xf(x)}/[1 + x*]dx. Pouzijme nyni véty
18. Plati totiZ, Ze

wo ¥ o

L+ x* 1 +x
a odtud jiz plyne poZadovany vysledek.
Na zaklad¢ toho mliZzeme nyni zobecnit vétu 19.

Véta 21. Necht fe L2, Jsou-li kocficienty o,, f; definovdny vztahy (112), pak plat
| f — Z{ﬁ [Cx) + (= D] — o S{x)} =0 pro n— .

Diikaz opét plyne okamzZité z vlastnosti vySetfovaného ortogonalniho systému
funkci a z véty 20.'%)

Uziti v&t 19 a 21 bude v dal§im ukazano na nckolika prikladech.

O charakteru konvergence fad, jejichZz caste€né soucty aproximuji Hilbertiv
obraz funkce, lze v nékterych pripadech tici vice, neZ je obsaZeno ve vétach 19 a 21,
které uZivaji pojmu konvergence podle normy. Zejména otdzky absolutni a stejno-
mérné konvergence pfisluSnych fad mohou byt v praktickych pfipadech zajimavé.
Jako piiklad feSeni této otazky uvedme nasledujici uvahu:

Jestlize f(x) splituje pro viechna kone¢na x Hélderovu podminku, tj. kdyZ existuji
gislad > 0a0 < 2 < 1tak, Ze pro libovolnou dvojici &isel x; a x, plati

(xi) = fG)l < A4 lxg = x,17,
dale kdyZ existuje lim f(x) = g a pro velkd |x| jest

x— o

/(x) = gl < H“

kde B > 0, u > 3, pak g(x) = 1/n [iZ2 [ f(1)]/[1 — x] dr existuje a spliiuje Holde-

12) Poromdmm vét 10 a 21 vznikd otdzka, zda lze néjakym zpisobem rozsifit platnost véty
21 i na funkce, které nespliiuji podminku fe L%, ale pouze podminku fe& H (je totiz L2 ¢ H).
Takovou funkci je napf. f(x) = sign x, pro kterou ovSem J#f neexistuje.
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rovu podminku s timtéZ cxponentem, je-li 4 4 1 a s exponentem | — & (¢ > 0),
je-li A =1, na kaZdém otevieném omezeném intervalu. Dikaz tohoto tvrzeni je
obsaZen v knize [8] na str. 43 —51. Jestlize viak ¢ = 5 fsplituje Holderovu podminku,
pak jeji C-fada konverguje stejnomérné a je-li spinéna Hoélderova podminka s expo-
nentem £ > 7, pak C-fada konverguje krom& toho jest& v kazdém bodé absolutng.
Dostavame tak tvrzeni:

Véta 22, Jestlize existuje A > 0 a ; < A £ 1 rak, Ze pro libovolnou dvojici x| a x,
plati | f(x)) — f(x,)] < A |x; — x|, existuje viastni limita lim f(x) = q a pro

x>t

velkd |x| jest | f(x) — q| < B/|x|", (B > 0, p > 3), pak Fada
';l{ﬁi[ci(x) + (= l)Hl] - O‘iSi(x)}

konverguje absolutné a stejnomérné k funkci g = Jf na libovolném omezeném intervalu.
K dikazu tohoto tvrzeni stadi nyni jiz jen uvést, Ze kdyZ plati | f(x;) — f(x),] <
< A |x; — x,)% pak také |f(tg+t;) — f(tg 3t,)| < A* iy — t,]* pro viechna

8]
te(— m, n), a dale konverguje-li napf. absolutnd Yada Y a;cosix + b;sinix

i=1
v intervalu (— 7; m), pak také fada Y a,C{x) + b;S(x) konverguje absolutné
i=1

v libovolném omezeném intervalu. Tvrzeni véty pak vyplyva okamZité ze znamych
vlastnosti Fourierovych fad (viz napf. ZYGMUND, Trigonometric Series, 1. dil,
Cambridge 1959, str. 241).

PRIKLADY A APLIKACE

Uvedeme nejprve jednoduchy priklad na ilustraci uvedené metody.
Pfiklad 1. Najdéte Hilbertiv obraz funkce

1+ x?
f(x) = k——— , k>0.
() 1+ kX2
Reseni: MaZeme pouzit véty 19, jejiz predpoklady jsou ziejmé splnény. Pro
vypodet koeficientli o; pouzijeme véty 9. Funkce f(tg 57) je tvaru
1 - 4?
flg) = ————,
( 2) 1 —2acost + d®
kde a = (k — 1)/(k + 1) a plati |a| <1 vzhledem k piedpokladu k > 0. Tri-
gonometricky rozvoj této funkee (jadro Poissonovo) je tvaru

0

— =1+22aicosit

1 —a?
1 — 2acost + a* i1

a pro koeficienty o; (i + 0) dostdvame

o; = 2a".
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Podle véty 19 tedy plati

1+ x? ®
Hhk ————— = — 2 Sdy) .
1 + k2x2 igla ‘(J)

PouZijeme-li nyni vztahu (4), dostaneme
2 /1 — o\ N
e 2T L (LY (Ll
14+ k°x Ji=1 L+ jy 1—jy
res/st. ﬂ
charakleristika

10-apf> \

05 - AN
— \\

y!

-~
1L
L]

-
It

Obr. 3.

a po dpravé
2 _ 2
aop 21X _( =Ky
1+ k2x* 1+ k%2

Obvykle se nam ovsem nepodafi Fadu pro s f secist. Tento nedostatek viak neni
pfili§ podstatny, zejména uvazime-li, Ze v béznych praktickych ptipadech nebyva dan
analyticky pfedpis funkce, jejiz Hilbertovu transformaci hledame. Je-li tato funkce
dana svym grafem, pak prakticky hledame stejné Hilbertv obraz jisté jeji aproxi-
mace.

Pro vy¢isleni ¢astecného soudtu fady je uZite¢né mit po ruce tabulky hodnot funkeci
C,(x) a S,(x). V prakticky postaéujicim rozsahu jsou tyto tabulky pfipojeny na konci
prace.

Uvedeme jest& piiklad, ktery je feSen v praci [7].
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Priklad 2. K dané resistanéni charakteristice pasivniho elektrického dvojpdlu
(obr. 3) najdéte reaktanéni charakteristiku®?).

Postup prace: Najdeme graf funkce f(tg 3¢) piislusnou transformaci stupnice
na vodorovné ose. (Graf funkce f(x) je dan.) N&kterou z pfibliznych metod stano-
vime Fourierovy koeficienty funkcef(tg %1) V naSem pfipadé dostaneme pro prvnich
10 koeficienth mechanickym analysitorem systému Henrici-Coradi tyto vysledky:

0 ! 2 :
reaklanc.
lcha Pak!ea‘,s(‘iﬁ 1a

10. @roxzmac:\% [
\—

Obr. 4.
o, = + 0,3683, o, = + 0,1448 ,
oy = — 00376,  ay= — 00894,
oy = + 0,2172, g = — 0,0349 ,
w, = — 00677,  ay = + 01015,
os = — 0,0791, oy = — 0,0624 .

Koeficient a, je oy = + 0,50235, tento kocficient v§ak nemé vliv na hledany Hil-
bertliv obraz. Do obr. 3 jsme v8ak chéli zakreslit zroveii aproximaci dané charak-
teristiky. V obou pripadech je vynesen 10. CasteCny soulet pfisluiné fady. Koefi-
cienty f3; jsou vesmés rovny nule, nebof funkece je sudd. Pomoci tabulek funkci
S,(x) miiZzeme nyni vypogist hodnoty #f. Vysledky Ize shrnout v grafu (obr. 4),
kde je zakreslen naméfeny priibéh reaktanéni charakteristiky a jeji aproximace
CasteCnym soultem.

13) Resistandni resp. reaktanéni charakteristikou dvojpolu nazyvame zavislost redlné resp.
imagindarni ¢asti jeho impedance na frekvenci.
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Priklad je vzat z prace, kterd zda se formuluje nejp¥esnéjdi aproximaéni metodu
Hilbertovy transformace sudych funkei. Vysledky dosaZené prave popsahou metodou
jsou pfi pouZiti 10. CasteGného soudtu ponékud horsi, jeji pfesnost viak je mozné
stupfiovat aniZ by bylo tfeba pfedchozi vypolty opakovat. Kromé toho je pravé
popsana metoda pouZitelnd pro podstatng sirsi tfidu funkef.

Uvedeme jeité jeden velmi jednoduchy piiklad, jehoZ feseni dosavadnimi aproxi-
macnimi metodami neni moZné.

Priklad 3. Stanovte 5 f(x), jestlize

0 pro x<a,
fx)={1 pro a<x<b,
0 pro x=>bh.

Reseni: Vypoéteme nejprve koeficienty «; a B, ve smyslu véty 9 a najdeme tak
C-rozvoj funkce f{(x).

oy = 1 (arctg b — arctg a),
T

b -
2 = _2_[ ) - = L(s(s) - s(a) pro i+0,
T 1+ x in
b
T COR O
). 1+ x in
Ve zvlastnim pfipadé pro a = 1, b = 2 dostaneme
% = 0,10240,
o, = — 0,06417, fi = 0,19099,
a, = — 015279, B, = — 0,11459,
ay = 014345, B, = — 0,09931,
o, = 0,04278, fs = 0,14668 ,
os = — 0,12714, fs = — 0,00483,
e = 0,03421, fs = — 0,09296,
o, = 0,05486, f, = 0,04449,
2y = — 0,03568, Py = 002299,
%y = — 0,00419,  flo = — 0,01670,
o9 = 0,00481, fiio = — 0,00036.

Podle véty 21 pro Hilbertiv obraz funkce f(x) dostaneme

L) = 3 [(= 1B+ B.CO) — @S],

i=0
kde 8, = 0.
Pfimym vypoctem dostaneme pro
, bodx 1 -
A f(x) =1 [ LS M y-l.
T),x—y T a-—y
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V obr. 5 je porovnan pribéh funkce f(x) s jeho aproximaci &asteénym soudtem
jejtho C-rozvoje ve vySetfovaném zvlastnim ptipadé. Na obr. 6 lze analogicky
srovnavat Hilbertiiv obraz funkce f(x) a jeho aproximaci. Nelze mit samoziejmé
velké naroky na pfesnost aproximace v okoli bodd nespojitosti originalu. Jinde je
v tomto pfipadé aproximace obrazu dokonce ,,lepsi neZ aproximace originalu.

Jix) »
aproxim. funkce
11 R /\ /
10.¢dst. soucet
05+ :
| 1
1 |
' .
! i
g 7 7 ;
Obr. 5.
frx)
7 |
10. ¢dst. soucet
05
e
v 1 2 X
Obr. 6. Hilbertiv obraz

SHRNUTI A ZAVER

Byl vySetfovan jisty ortogonalni systém funkef a zkoumany moZnosti jeho uZiti pti
" pribliZném stanoveni obrazu nebo originalu v Hilbertové transformaci. Byly formulo-
vany piislusné postaCujici podminky a na prikladech ukazana Gnosnost metody
a moZnost jejiho uZiti. Matematicky lze dale rozvijet metody aproximace pomoci
racionalnich lomenych funkci. Nami vySetfované funkce C,(x) a S,(x) maji,,Ceby-
evovu vlastnost* (maximum jejich odchylky od nuly je v jisté t¥idé racionalnich
lomenych funkei minimalni). Jsou tedy feSenim problému, ktery je blizky tloham
Zolotarevovym. Zde ji7 je zfejma souvislost s nékterymi otdzkami syntézy pasivnich
elektrickych obvodi (viz napt. [4], str. 312)'*. Jak ukazuje ptiklad 3 lze metody uZit
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1 v souvislosti s tzv. kone¢nou Hilbertovou transformaci. Pomoci popsané metody
zejména lze konstruovat priblizné feSeni integralni rovnice specialniho typu, ktera
je jednou ze zakladnich rovnic teorie kiidla (viz pozn. 2 na str. 214).

Praktické uZiti metody neni obtiZné, vSechny potfebné vypoéty lze provadét
na kalkulaénim stroji; tyto vypolty nejsou pomérné pfili§ pracné.

DODATEK

Praktické uZiti metody velmi urychli pouziti tabulek. Pfipojujeme proto tab. 1 a 2,
ve kterych jsou uvedeny hodnoty C,(x).10°, resp. S,(x).10° pro n =1,2....,10
a pro nékteré hodnoty argumentu. Tabulky lze snadno dopliiovat pro hodnoty
n> 10 pomoci vztahi (6) a pro jiné hodnoty argumentu napf. podle vztah@i

Cx) = (= 1" C1/x), SJx)=(—1)"'S,(1/x),

které neni obtizné dokazat.
Tab. 1.

i | |

X Ci(x) | G Ci(x) | Cy(x) ‘ Cs(x) | Cg(x) ’ Cq(x) i Cglx) | Colx) | Cjolx)

| | '

10,10 ) 98020 92158] 82646, 69861 54309 36606/ 17454/ —02390,—22139| — 41011
0,20 ) 92308 70414 37688 —00837\— 39233| — 71593|—92938|—99986{—91651| — 69216
0,30 83480 39399|— 17701|— 68954/—97434) —93734|— 59075 — 04906/ 50884 89868
0,40 | 72414}  04875|—65353|—99524|— 78786, — 14579 57671 98103 84409 21444
0,50 | 600001 —28000{3—93600 — 84320|— 07584 75219; 97847i 42197,—47210! — 98850
0,60 | 47059 —55709|—994911— 37929 63793 97970i 28414'—71227|—95451| — 18609
0,70 | 34228 —f76569‘—— 86644 17255, 98456 50144|— 64129|— 94045 — 00251 93874

C0,80 1 21951 —90363'—61623 63309 89417 —240534—99977 — 19839 91267 59908
0,90 10497) —97796|— 31029| 91282) 50193] —80744 — 67145 66647 81137 —49613
1,00 | 00000{— 100000| 00000 100000 00000 — 100000, 00000, 100000| 00000|— 100000
1,10 |— 09502 —98194! 28164 92842|—45808! — 84136, 61797 72392 — 75555 — 58033
1,20 | —18033] — 93496 51753| 74831 ]‘— 78741 —46433} 95487 11995099813 24003
1,30 | 25651 —868411 70201 50827,— 96276 — 01436 97013—48332|— 72218 85381
1,40 |— 32432 — 78963 83651 24702/ — 99675 39951 l 73760/ — 87796;— 16811 98701
1,50 I— 38461 — 70414  92626|— 00837,— 91983 71 593% 36911|— 99986 40001 69216
1,60 |—43820, — 61596/ 97803|—24119|— 76665 91309/ —03358]— 88365| 80802 17550

01,70 |— 485861 — 52788 99881 |— 44269 — 56864 99525 39847|— 60805 98932| — 35329

01,80 |— 528300 —44179° 99510 ~—-609641—35096‘ 98046 — 68500/ — 25669 95622 — 75365

11,90 |- 56616 —35892° 97258 —74235|— 13200 89182/— 87782 10216 76215 —96515

12,00 |— 60000/ — 28000 93600|— 84320/ 07584 75219197847 42197 47210, — 98850

2,50 |— 72414 04875 653531—99525] 78786 — 14579/ —57671| 98103|— 84409 24144
3,00 |— 80000, 28000/ 35200|— 84320/ 99712 — 75219 20639 42197|— 88154 98850

© 3,50 |— 84906; 44179, 09884} 60964 93639 — 98046  72854|— 25669 — 29266 75365

- 4,00 |—882351 55709 — 10075‘—37929; 77009! A97970} 958781—71227| 29817 18609

| | .
14y Tyto problémy byly podrobnéji vySetfeny v praci V. DOLEZALA, [Tpumenenue meopuu an-

npokcumayuii a8 nocmpoenua Iiekmpudeckux yeneii, Acta technica 1957, €. 1, str. 57 —100.
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Tab. 2.

x Sx) ;‘ 8§,(x) | S§3(x) S4(x) \ S5(x) Se(x) S4(x) Sg(x) | So(x) ! Siol®) ‘
' | 1 l | i
0,10 19802 38820l 563000 71551 83968‘ 93059 98465‘ 99971 97518‘ 91203
0,20 38462 71006 92626 99996| 91983 69817 36911 —01674|— 40001, — 72174
0,30 55046, 91911 98421 72424, 22508,— 34842) — 80685|—99879|— 86086}— 43861
0,40 689651 99881 75690, 09739 61585|— 98931 — 81695/ 19385 53620 97041
0,50 80000 96000! 35200/ —53760,— 99712 — 65894 20639| 90661| 88154 15124
0,60 88235, 83043 — 10075 —92528|—77009| 20048 953878, 70190|— 29817/— 98253
0,70 93960 64321) —49928/—98500|— 17502! 86519 76730!— 33992{— 10000!— 34464
0,80 97561 42832 — 78757 —77408] 44773] 97064| —02159|— 98012|— 40870/ 80069
0,90 99447 20878| —95064|— 40837 8649!‘ 58995 — 74105{— 74553 58453/ —86825
1,00 | 100000, 00000/— 100000, 00000; 100000| 00000/— 100000] 00000, 100000 00000
1,10 99547|— 18918] — 95952 37[54: 88891|— 54047 —78620] 68988 65509 —81438
1,20 98361|— 35474 — 85567[ 66334|  61643|— 88566 — 29701 99278 — 06104| - 97076
1,30 96654|— 49585 — 71217 86120] 27036)— 99990’ 24259 87544|— 69170|— 52059
1,40 94594|— 61359| — 54794 96901|— 08060{— 91673 67523 47873;—98577 16068
1,50 92308|~ 71006! —37688; 99996 — 39233~ 69817; 92938/—01673|— 91651 72174
1,60 89888 — 78778] —20846 ‘)7048‘— 64207 40777‘ 999431 — 468 14‘— 58915 98448
1,70 87403|— 84932 —(48731 89667 — 82259 —09735} 91718|—79390|— 14573; 93551
1,80 84906{— 89912 09884  79268|— 93639 19671 72854|— 96649, 29266 65727
1,90 82429/—93337 23257 67002|—99125! 45240 4789999477 64741 26170
2,00 80000|— 96000 35200/ 53760997121 65894 2063990661, 88154 — 15124
2,50 68966, — 99881 75690|—09739|—61585] 98931} — 81695 193851 53620|— 97041
3,00 60000 - 96000 93600{— 53760|— 07584) 65894| --97847| 90661 -—47210|-- 15124
3,50 52830/~ 89712 99510|— 79268‘i 35096]- 19671 —68500] 96649|—95622] 65727
4,00 47059|— 83045 99491{— 92528 63793(— 20048\‘ — 28414 70190(— 95451 98253

! | | |
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Pesome

OB ATHIIPOKCUMALNUN TTPEOBPA30OBAHUA TTMJIBBEPTA
OPTOIOHAJILHBIMU PAAAMU JIPOBHO-PAITUOHAJIBHBIX ®YHKLUNA

MPXW T'PEFOP (Jifi Gregor)

B cratbe paccMmaTpuBaeTcs cucreMa (PyHKIMH
{cos (2n arctg x) ; sin (2n arctg \)} R

opToroHansHeix ¢ Becom p = 1/(1 4+ x?) B npoMexyTke (— oo; + o). Tlocne u3-
JIOWCHHSI XaPaKTCPHBIX YEPT 3TOH CUCTCMBI IAHBE JIOKA3ATENbCTBA OCHOBHBIX TEOPEM
0 cxoaumocTi psaaoB Mypee B 3Toi cucreMe. OCHOBHBIM PE3ysIbTATOM SBJISICTCS
JIOKA3aTCbCTBO MHTCTPANBHBIX COOTHOWEHUH Mexiay (GyHKumusmu cos (2n arctg x)
W sin (27 arctg x) B BHJIE Tak HasbiBacMoro npeobpaszosanus [unnbepra (Teopema
16 u 17). DTO COOTHOUWIEHME MCIOJB3YCTCs JUISl NPUOIMKEHHOTO TOCTPOCHUS
npeobpazosanust Tuinbepra QyHknuit onpeneieHHoro kaacca. [lpuseneHsl qocra-
TOUHBIC YCJIOBHS Takoro nocrpocHus (teopema 19 u 21). Hcenonsiosauue 3TOrO0
METOJa ToKa3aHo Ha TpeX mpumepax. HeoOXo/aMble BBIMMCICHMS CBOJSTCS K rap-
MOHMYCCKOMY aHAJIM3Y TIO CTAHAAPTHBLIM MeToHaM. B npukiaaHbelX 3azadax yno0Ho
NoJB30BaTHCH TaOJIMLAMH, TIPUITOKEHHBIMU K CTAThC.

Zusammenfassung

ZUR ANNAHERUNG DER HILBERT-TRANSFORMIERTEN MIT HILFE
VON ORTHOGONALREIHEN RATIONALER FUNKTIONEN

Jiki GREGOR

Es wird das, im Intervall (— o0; + o) beziiglich des Gewichtes p(x) = 1/(1 + x7)

orthogonale Funktionensystem
{cos (2n arctg x) ; sin (2n arctg x)}

untersucht. Nach Erorterung der Grundeigenschaften dieses Systemes werden die
Hauptsitze tiber die Konvergenz der Fourierschen Reihen in diesem System be-
wiesen. Das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit besteht im Beweis gewisser
Integralrelationen zwischen den Funktionen cos(2n arctg x) und sin(2n arctg x),
welche die Form der sog. Hilbertschen Transformation besitzen (Satz 16. u. 17.).
Auf Grund dieser Relationen werden dann die Hilbert-Transformierten von Funktio-
nen einer gewissen Funktionenklasse anndherend konstruiert. Es werden weiter hin-
reichende Bedingungen fiir diese Konstruktion bewiesen (Satz 19. u. 21.). Zur
Berechnung geniigen die iiblichen Methoden der harmonischen Analysis. In An-
wendungen empfiehlt man die Beniitzung von Tabellen der Funktionen cos (2 arctg x)
und sin (2n arctg x) dic dieser Arbeit angeschlossen sind. Das Ganze Verfahren
wird an drei Beispielen erldutert.
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