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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

O FOURIEROVE TRANSFORMACI V TEORII LINEARNICH SOUSTAV

VAcrav DoLEZaL

(Doslo dne 5. kvétna 1960.)

4

Clanek je vénovan feSeni otdzek dynamiky linedrnich fysikdlnich soustav
pomoci Fourierovy transformace distribuci. Po tvodnim zavedeni transfor-
mace a odvozeni jejich zdkladnich vlastnosti je vySetfen problém déleni obrazu
mnohoclenem. Tyto vysledky jsou pak aplikovany k feSeni soustav integro-
diferencidlnich rovnic, na jejichz pravych strandch jsou distribuce; zarovefi
je diskutovén fysikalni vyznam téchto vysledki. Clanek je doplnén FeSenim
nékolika konkrétnich prikladua.

Tato prace je vénovana otdzkam pouziti Fourierovy transformace k FeSeni pro-
blém dynamiky linearnich fysikalnich soustav. V aplikacich se ¢asto pouZiva
nasledujicitho pravidla: Fourieriv obraz (spcktrum) odezvy soustavy je roven sou-
¢inu prenosové funkce a Fourierova obrazu popudu. Je vSak zniamo, Ze moZnost
pouZiti tohoto pravidla je omezena tim pfedpokladem, Ze je viibec moZno Fourierfiv
obraz daného popudu vypocitat, tj., Ze pfisluSny Fourieriiv integral konverguje.
Toto omezeni ,,ristu popudu®, tj. jeho chovani pro |f| — oo, je dosti silné, nebot
napf. konstanta uZ nema obraz. Bylo by moZno namitnout, Ze z tohoto hlediska
je lepsi pouzivat Laplaceovy transformace; avSak tam dovedeme zpracovat jen ty
pfipady, kdy popud je pro t < 0 roven nule. (,,Dvoustranna® Laplaceova trans-
formace nam také nepomize, protoZe tam je tfeba, aby origindl bud pro £ - — o
nebo pro 1 — oo ubyval dosti rychle.) Odtud vyplyva, Ze zname-li pfenosovou funkei
soustavy a je-li popud tvaru tfeba 12, neumime odezvu klasickymi prostfedky stano-
vit.

V tomto ¢lanku ukdZeme, 7e vhodnym zobecnénim Fourierovy transformace,
kdy obraz bude distribuci, 1ze uvedené nedostatky klasického aparatu odstranit.

K sestrojeni teorie Fourierovy transformace budeme potfebovat zakladni fakta
teorie distribuci asi v tom rozsahu, jak jsou uvedena v [1] na str. 407—414. Tam se
operovalo vyhradné s realnymi &isly; to vSak pro naSe tcely nestadi a proto ta-
mnéj§i pojmy rozsifime do komplexni oblasti.

Bud K systém viech funkcl ¢(f) (nyni obecn& komplexnich!), které jsou defino-
vany na (— oo, o) a maji tyto vlastnosti:

1. ¢(r) ma derivace vSech fada,
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2. kazda funkce ¢(f) je rovna nule vn& n&kterého kone¢ného intervalu (ktery
obecn& zavisi na §(r)).

Réeni ,,posloupnost ¢,(7) - 0 v prostoru K* bude znatit totéZ, co v [1].

Funkciondl f, definovany na K, nazveme distribuci na K, splituje-li tyto podminky:

I. pro kazda &isla o, o, a ¢(F), ¢,(1) € K je

(f> a4+ oahy) = 0‘1(fa d)l) + ay(f, ¢2) >

2. pro kazdou posloupnost ¢,(1) = 0 v K je (£, ¢) — 0.

Systém vSech distribuci na K oznagime K'.

Distribuci fe K’ nazveme regularni, existuje-li lokaln& integrovatelna funkce f(t)
tak, Ze pro kaZdou ¢(r) e K je
(1) (1, ) = 2. (1) 6(1) dt .
(Pruhem budeme oznadovat konjugovanou hodnotu.)

Obracené budeme kazdou lokalng integrovanou funkei f(7) pojimat jako distri-
buci podle piedpisu (1).

Jsou-li f, g € K', zavedeme soudet / + g rovnici

) (f+gd)=(fd)+(2¢)-
Je-li o &islo, fe K definujeme nasobek «f rovnici
(3) (of, §) = (/. 2¢) = &/, ).

Je-li konednd a(r) funkce, definovana na (— oo, o), majici tam derivace vsech
fadt, definujeme soucin af rovnici
4) (af, d) = (/. ad).

Stejnym zplsobem jako v [1] zavedeme pojem derivace /" a konvergence f, - f.

Ctenaf se snadno presvéddi, ze viechny vysledky, uvedené v [1] pro redlny obor
(zejména véta 1 a 2), plati beze zmény i pro pravé zavedené pojmy v komplexnimn
oboru.

Dale budeme potfebovat je§té pojem primitivni distribuce. Bud tedy fe K’;
primitivni distribuci nazveme onu distribuci "V e K’ pro kterou je (f"V) = f.
Snadno se lze presvédéit, Ze

1. fOY k fe K existuje,

2. dvé primitival distribuce k f e K’ se lisi o konstantu,

3. pro kaZdou f'"V lze najit ¢islo C a zvolit funkci ¢o(f)e K, pro kierou je
12 do(r) dt = 1 tak, Ze je

(SO ) =(f, — [Lnd(r)dr + (J2, d(r) dr). [L, do(r) dT) + C[Z, P(r) dr.
Mimo to plati: je-Ii fe K’ reguldrni, pak £~V je reguldrni a je rovna nékteré primitivai
Sunkci k f(1).

Obecng ozna&ime symbolem /™", n > 0 celé, distribuci, pro kterou je (/™)™ = f.
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Snadno pak podle predeslého nahlédneme, Ze dvé n-té primitivai distribuce se nazvd-
Jem lisi o mnohoclen nejvyse (n — 1)-ho stupné.

Kone&né budeme potiebovat pojem ,,posuvu distribuce. Bud f'e K', h realné &islo.
Posunutou distribuci, oznatenou symbolem P, f, zavedeme jako funkcional

(4a) (Pufs §) = (f, d(t + 1) .

Je zteymé, ze P,fe K', a Ze je-li f reguldrni, je i P,f reguldrni a je rovna funkci
f(t = h).

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi funkci, které jsou Fourierovymi obrazy
funkei z prostoru K. Bud tedy ¢(r) e K, s = o + it a poloZme
(5) U(s) = (2, p(t) e dr.

JeZto (1) je rovna nule vné koneného intervalu, integral (5) konverguje pro kazdé
s a definuje v komplexni roviné né&jakou funkci, ktera je analyticka a celistva.

Poznamka: Zde i v dal§im vyhradime pismeno y pro oznaeni Fourierova
obrazu funkce ¢, nebo budeme téz psat y(s) = F|¢].

Z vlastnosti funkce ¢(7) vyplyva, Ze v integralu rov. (5) je moZno piehodit pofadi
derivovani podle s a integrace, takZe mame pro kazdé pfirozené g:

© V) = 2 (= o) e dr,

tj. plati

g & FI4] = FI(=iy9(o)].
Dale plati

[ 6™ e di = [§" D) e #]7,, + isf2,, ¢ (1) e dr =
( (
co=(is) [, P(1) e P de,

it

tj.
() F[™] = (isy" F(¢), n=z0.
Nyni plati
Véta 1. Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby funkce l//(s) byla Fourierovym
obrazem nékteré funkce ¢(t) € K, kterd je rovna nule vné (— a, a), je spinéni podminek
1. Y(s) je celistvd analytickd funkce proménné s,
2. existuji kladnd cisla Cqy, C,, C,, ..., tak, Ze pro kaZdé q = 0, 1, ... a kazdé s je
9) [s7y(s)] < C,el.
Dukaz: Nutnost: Necht ¢(¢) = 0 vn& (— a, a). Podle (8) pak je
[ (s) = 12, 9P (H)e™ ™" dr] £ [2,1¢ ()] dr. max >lexp(— ist)| = C, exp (alt]) .

te(—a,a

Postacitelnost: Necht tedy y(s) je celistva analyticka funkce, spliiujici podminky (9).
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Definujme pro realna ¢ funkci ¢(f) pfedpisem

(10) (1) = EI;F Y(w) e do .

Zfejm& v dbsledku (9) integral (10) konverguje pro kazdé realné ¢ absolutng;
jezto rovnéZ integral
(11) I, = |7, (iw)'¥(w) " dw
konverguje ze stejného diivodu pro kazdé pfirozené n absolutng, plati ¢™(r) =
= 1,/2m, tj. ¢(r) ma vSechny derivace. Ukazme nyni, Ze ¢(r) jc rovna nule pro 1] Z a.
V disledku platnosti Cauchyovy véty moZno v integralu (10) provést integraci
po primce paralelni s osou w, takZe

-1t

(12)  ¢(r) = %J Y(w + it) "7 dw = 82 j ) Yo+ i) " dw .
T il ) o

T

Z podminky (9) plyne pro ¢ = 0,2 a kazdé s:
(13) 1(s)l < e min [Co, C, Is172] < Ce™(1 + [s1?)7! £ CeTI(1 + w?) 7"

Bud nyni 7 realné, || > a; zvolme &islo p > 0 a kladme ve (12) © = p|r|/r. Pak
podle (12) a (13) je
e—!r fades)

911 < %

[Y(w + it)] do <
2n

o T OO

, T ]
< L__, Cealrl . __d(l) _ L CeamArr - 1Ce—,,(|,[_a) .
T 2 a4+ w2 2

Jezto |1} — a > 0 a p je mozno volit libovoln& velké, mame ¢(r) = 0 pro [t| > a.
Je tedy ¢(f) e K. Ponévadz koneéné podle véty o Fouricrove transformaci plati
podle (10), ze F[¢] = y(s), je véta dokazana.

Zavedme nyni toto oznaceni: Bud Z prostor viech celistvych analytickych funkci
¥(s), které splituji podminku

Is|* [(s)] < C,exp(alel), g=0,1,2,...

Podle véty | je Z tvofen obrazy viech funkei ¢(r) € K, a Fourierova transformace
zprostiedkuje prosté zobrazeni mezi K a Z.

Vsimnéme si nyni blize struktury Z! Jezto plati ¢(r) € K = (— ir)? ¢(r) € K, mame
podle (7) tvrzeni:

Je-li Y(s)e Z, pak y'(s)e Z, q=1,2,...
Podobng z (8) plyne: je-li Yi(s)e Z, pak s"Y(s)e Z, n = 1,2, ...

Trivialni je nasledujici tvrzeni: jsou-li oy, o, Cisla, Yy(s), W,(s) € Z, pak o, ,(s) +
+ ay,(s) € Z.

Bud dale 4 realné; pro obraz posuvu mame
(14) Flp(t = h)] = [, d(t — h)e ™ dt = [*, d(u) e” """ du =

e" ™ F[(1)] .
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Podobné, pro libovolné A plati:

(15) F[e™p(0)] = 2, d(1) e 7P dt = y(s — 2).
Podobné jako v prostoru K, zavedeme i v Z pojem konvergence.
Bud y,(s)e Z, n = 1, 2, ... Reknéme, Ze ¥,(s) » 0 v Z, jestliZe
1. existuji pevna kladna &isla a, C,, C,, C,, ..., tak, Ze je

(16) Is(s)| < C,exp (a |1])
pro kazdé s a kazdé ¢ =0,1,...,n=1,2,...,
2. posloupnost ¥,(w) = 0 stejnomérné na kazdém konecném intervalu osy c.
Pak plati

Véta 2. Budie (s)e Z, n = 1,2. ... a budte $,(t) € K pFistusné vzory (tj. F[¢,] =
= ). Nutnou a postacujict podminkou pro to, aby bylo W,(s) > 0 v Z, je ¢,(t) > 0
v K. Nadto plati: je-li y1,(s) — 0 v Z, pak pro kazdé celé q = 0 je

a) Y@»s) > 0 v Z,

b) W\(s) — O stejnomérné na kazdé ohranicené mnoZiné roviny s.

Dokazme nejdfive nutnost. Necht tedy y,(s) — 0 v Z. Podle véty I a predpokladu
(16) plyne, Ze kazda funkce ¢,(f) je rovna nule vn¢ intervalu (— @, a). Podle (10)
plati pro kazdé k = 0

(17) dW(1) = ZLJ‘ (iwYy(w) e do .
) -
Je tedy pro kazdé ¢
6P = 2—'«[ ol 19,()] do> = 1,.
n

V disledku stejnomérné konvergence funkei ¢/,(w) na kazdém koneEném intervalu
osy w a okolnosti, Ze viechny funkce |,(w)| klesaji k nule s rostoucim |w| rychleji
nez libovolna mocnina || %, ¢ > 0, je I, -> 0. Je tedy q’),,(t) - 0v K.

Necht nyni naopak je ¢,(r) — 0 v K, a viechny ¢,(1) jsou rovny nule vné (— a, a).
Zvolme pevné celé ¢ = 0. Podle rov. (6) plati

(18) YO (s) = [Z, (= it)'p, (1) e” ™ dt
Oznaéme (— it)p, (1) = v,,(7). OCividné kazda v, (1) = 0 vn&(— a, a)a je v,,(t) > 0
v K. Z (18) plyne podle (8) pro kazdé celé k = 0, Ze
(is)yiP(s) = [2,vG(1) exp (— ist) dr,
takZe plati
(19) Is*W@(s)) < 2a max [V(z)| . max Jexp (— ist)] .

te{—a,a) te{—a.a)

Jezto v,(1) > 0 v K, existuje pro kazdé k konstanta C{*’ tak, ze r<nax >|vf,’;’(t)| <
te{ —a,a
< C!? pro viechna n. Je tedy

ISY@(s)] £ 2aCP exp (a ).
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Bud nyni s = o + iz, [s| £ M. Podle (18) pak je
W) £ [2a 1117 1gu(0)] e di < [, a%™ | ¢, ()] dt >0 pro n— oo,
Je tedy ¥@(s) — O stejnomérné na kruhu |s| £ M, a tedy tim spiSe na kardém
konecéném intervalu osy w, &imZ je pro ¢ = 0 prvé tvrzeni véty dokazano. Soudasné

jsou dokézéana i tvrzeni a), b).
Ucifime na tomto misté jednu poznamku, kterou budeme pozdé&ji potfebovat.
Je-li y(s)e Z, h &islo, potom (v obvyklém smyslu konvergence) plati Taylorfiv

rozvoj
0 k
(20) s+ h) = Y BT
‘ k=0 k!
Ukazme, Ze (20) plati i ve smyslu konvergence v Z, 1j. Ze
n k
(21) W+ ) — Y lp(“(s)% S0v Z.
K=o !

Vskutku, plati exp (— iht)= Z (— it)*n*[k! pro kazdé realné ¢, stejnomérné na kazdém
K=o

kone&ném intervalu {f,,). Zarovetr plati (exp (— i)™ = 3 ((— it))™h"/k!
k=0

stejnomérné na {t, t,». Pro libovolnou ¢(7) € K tedy je
(22) (exp (— iht)) . ¢(t) = ¥ (— ity (1) H*/k! - 0 v K.
k=0

Polozime-li y(s) = F[¢], plyne z (22) podle véty 2 pomoci rovnic (15) a (7)

n

W(s +h) — Y ¥¥s) Wikl -0 v Z c b.d

k=0
Doka?me nyni jedno lemma, kter¢ budeme pozdé&ji potiebovat.

Lemma 1. Budn = | celé islo; pak existuji funkce
Yo(8)s Wi(s)s s Yo i(5) € Z tak, ze je W§P(0) = O prok + i, y$°(0) = L; i, k = 0, 1,
e, — L
(Takovou soustavu o, ¥y, ..
soustavou*.)

. W,~1 pro dané n budeme téZ nazyvat ,normdini

Diikaz: Zvolme funkce ;i(t)e K,i=0,1,...,n— 1 tak, Ze je
[, vty dr = (= DY, (0! = 1), a polozme v{1) = ¥{(s).

Lehko se presvédéime, Ze pak plati

(23) M = %y ty(1)dt =0 pro 0k <i,
=1 pro k=1i.
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Vskutku, mame
M = (290 de = [T, = (2, k() de =L =
= (= D! 2 () dr,
coz dokazuje tvrzeni.

Utvofme nyni étvereéné matice M, A n-tého fadu predpisy

Moo,  Mors ooy Mg 4y Xogs  Oyor - y—10
M= ﬂ’l‘lo, IH.“, cey 771.1,”-, A= 0([?1, (1-]13 ...,O(,f],l
-’nrr'l,Os ’”n*l.lﬂ e My tsn—1 oC(‘),nﬂls &y BB EILR AL 0(n*l!n—'1-- .

JeZto prvky hlavni diagonaly matice M jsou rovny jedné a prvky nad hlavni diago-
nalou jsou nuly, je det M = 1 a tudiZ cxistuje jedind matice A, spliiujici rovnici
MA = I (I je jednotkova matice).
Sestrojme nyni funkce
1) = aiovo(t) + ovy(1) + oo+ dpamyvuy(t), i=0,1,..,n—1.
Ocividné ¢ (1) e K a plati
I = ffw tk(;bi(t) df = myeiq + My oy + oo 0
Jetedy I, =0proi+ k=0,1,....,n— 1;I; = 1.
Polozme koneéné
(24) Yls) = 5[, () e ™ dt, k=0,1,...n—1.
Podle (7) pak plati
) = (=2 ri) s (= i)t
takZe
l10(:') ) l)r k|o" ’d)k(f) dr = (* l)r k]
Tvofi tedy funkce Yy(s), ¥, (s) o> Wu_1(s) podle (24) hledanou soustavu, &mZ je
lemma dokazano.
Pfistupme nyni k zavedeni distribuci na prostoru Z. Rekneme, 7e funkcional g,
definovany na Z je distribuci na Z, jestlize
1. pro kazda Cisla oy, o, a funkce 4(s), Yo(s) € Z je
(& oty + a¥3) = ay(g, ) + aa(g, ¥s)
(linearita funkcionalu) ,
2. pro kazdou posloupnost ¢,(s) —» 0 v Z je
(2. ¥,) — 0 (spojitost funkcionalu).
Systém vsech distribuci na Z oznaime Z’,

Distribuce g, h e Z’ budeme pokladat za sobé rovné, jestlize (g, ) = (h, ) pro
kazdou y(s)e Z.

190



Analogicky tomu, jak se to &ini u K zavedeme i pro Z’ pojem soutu a nasobku:
Je-li g, he Z', o Cislo, bud

(25) (g +hw)=(g.9) + (h ),
(g, ¥) = (g a¥).
Ocividné plati g + h,age Z'.

Je jisté zfejmé, Ze pro zavedeni nasobeni distribuce ze Z’ funkci nebude stacit
poZadovat pouze existenci vech derivaci funkce, jako tomu bylo v K’. Proto defi-
nujme nasledujici pojem:

Funkei v(s) nazveme multiplikatorem v prostoru Z, jestliZe

1. je celistvou analytickou funkci,

2. existuji ¢isla C, b, g = 0 tak, Ze pro viechna s je
(26) b(s)l < C(1 + Is])*exp (b [z]).

Snadno nahlédneme, Ze plati nasledujici tvrzeni:

Je-li v(s) multiplikdtor, pak pro libovolnou Y(s) € Z je v(s) Y(s) € Z, a pro kazdou
posloupnost y,(s) — 0 v Z je v(s) y,(s) > 0 v Z.

Dikaz: Ziejm& v(s) y(s) je pro libovolnou y(s)e Z analyticka. Pro libovolné
celé k = 0 dale plati

(27) Isv(s) w(s) < 1] 1v(s) w(s)] . (g éolsli) T+ )<

q q
< @ CeY s (s)] £ gt €T Y Cype™ = Myt
i=0 i=0

q
kde jsme poloZili M, = q! C Y. Cyp. Je tedy v(s) y(s) € Z.
i=0

Jestlize dale je ,(s) - 0 v Z, stejn& jako prve vyplyne, Ze pro kazdé n plati pro
s°v(s) ¥,(s) odhad (27). Ze koneéng v(w) ¥,(w) — 0 stejnomérné na kazdém koneéném
intervalu osy w, je zfejmé,

Zavedme nyni nasledujici oznadeni: Bud /(s) funkce, ktera je analyticka v oblasti
G. Bud G oblast, sestavajici ze viech bod?, které jsou konjugované k bodiim oblasti
G. Sdruzenou funkei h*(s) k h(s) definujme na G predpisem h*(s) = h(s), se G.
Ogividng (/*(s))* = h(s). Dale je beze vicho ziejmé, Ze /*(s) je analyticka v oblasti
G.

Snadno nahlédneme, Ze plati nasledujici tvrzeni: je-li w(s) multiplikdtor, pak
v¥(s) je rovnéz multiplikdtorem. Vskutku, jeZto v(s) je analyticka v celé roving, plati
totéz pro v¥(s). Klademe-li pak ve (26) 5 misto s, nerovnost se neporusi, takZe pro
v¥(s) plati stejny odhad, c. b. d.

Poznamenejme, Ze specidlng kazdy mnohoclen P(s) = a,s" + ... -+ ap je multi-
plikatorem, a je P*(s) = d,8" + @,_s""" + ... + do. Ziejmé je téZ tvrzeni: jsou-li
W(s), u(s) multiplikdtory, pak v(s) u(s) je rovnéz multiplikdtor.
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Nyni miiZeme jiz zavést soucin distribuce ze Z’ a funkce. Bud g e Z’, v(s) multi-
plikator v Z; souéinem vg nazveme funckional
(28) (vg, ¥) = (&, v*¥) .
Z toho, co jsme dokazali, vyplyva, Ze je vge Z'.
Dale plati
Véta 3. Bud f, g € Z'; W(s), p(s) multiplikdtory: pak plati
Wf+g) =vf+vg; vug)=(weg.

Dikaz je zfejmy, stadi si pouze uvédomit, Ze je

() v4(s) = 1) 7 = 13) o) = (uls) o))+
Nékteré funkcionaly ze Z’ je mozno definovat integralem; je-li C kfivka v roving s,

jejiz kazdd v konelnu lezici &ast je rektifikovatelnd, h(s) funkce definovand na C,
pfi¢emz existuje r = 0 tak, Ze pro kazdé b = 0 je

fc ]/1(5)] (l + |s)) " exp (b 7)) |ds| < o0,
potom zfejmé predpisem

(29) (h, ) = [.h(s) ¥(s) ds

a to regularnich a analytickych distribuci.

Bud g(w) funkee, definovana na (— oo, o0); g(w) nazveme ,,pomalu rostouci*,
existuje-li celé Cislo r = 0 tak, Ze g(w) (1 + |w])™" je absolutné integrovatelnd na
(— o0, ). Zfejm& potom funkcional g, definovany predpisem

(30) (8. ¥) = [258() ¥(w) dow
je ge Z'. Ty distribuce ze Z', ke kterym existuje takova pomalu rostouci funkce
g(w) tak, Ze plati (30), nazveme regularnimi. Lze dokazat, e ke kaZdé reguldrni
distribuci je prislusnd funkce g(w) urdena jednoznacné az na mnoZinu miry nula. (Srv.
[2]). Naopak kaZdou pomalu rostouci funkci budeme pojimat jako distribuci na
Z podle rov. (30). Analogicky jako v K', budeme regularni distribuce zapisovat
symbolem ¢ = g(w).

Bud nyni g(s) funkce, ktera spliiuje podminky:

1. g(s) je analytickd v pasu — o0 < 1, <1 <1, < ®©,

2. existuje pevné Cislo r = 0 a ke kazdé dvojici & < &,; &, ¢, € (rl, T,) existuje
¢islo C tak, Ze je

lg(s)l = C(1 + |s]y pro ¢, <Ims

Utvofme na Z funkcional g pfedpisem
(31) (g ) = [Zr g () ps)ds, — 1, <a< — 1,

kde integrace se béfe po pfimce 7 = a. Ocividné g € Z’ a v disledku Cauchyovy véty

IIA
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funkcional g nezavisi na a (pokud oviem spliiuje nerovnost — 1, < a < — 14).
Takové distribuce g, které pripoustéji vyjadieni (31), nazveme analytickymi.")

Pro jednoduchost zapisu zavedeme nasledujici licenci: analytickou distribuci g,
vyjadienou rov. (31), budeme prost& zapisovat symbolem g = g(s), [~ 1, < a <
< — 1,]. Tak tedy napiiklad symbol (s* + 1)7", [@ > 1] znaéi distribuci [* %, .
. (52 + l)_ll//(s) ds,a > 1.

Z vyslovené definice je zfcjmé, Ze kaZda analyticka distribuce, pro kterou 7; < 0 <
< 75, je soucasné regularni distribuci.

Distributivni konstantou C, analogicky jako v K', rozumime funkcional

(C ) = Cf?, Y(w) dw .

Ctenaf se snadno presvdé, e pro nami zavedené nasobeni distribuci ze Z’
multiplikatorem plati nasledujici tvrzeni: Je-li g reguldrni, odpovidajici funkci g(w),
v(s) multiplikdtor, pak vg je reguldrni a odpovidd funkci v(w) g(w).

Obdobné plati: je-li analytickd distribuce g = g(s), | — 1, <a < —1,], pak
vg = ws)gls), [t <a< — 1]

V Z' existuji distribuce, které nejsou regularni; takovou je Diracova distribuce
Js, kde ¢ je (komplexni) &islo, ktera je definovana predpisem
(3) (35 ¥) = (D).

(Z vety 2 plyne, Ze d; skutecng patfi do Z'.)
Pro 6, plati tvrzeni:
Je-li v(s) multiplikdtor, pak
(33) v5§ = v(f) (55 .

Vskutku, podle (32) a definice nasobeni mame

(v, W) = (85 v¥) = v¥(&) W(&) = v(&) Y(&) = (35 v(&) ¥) = (&) 0 ¥). c. b. d.

Obdobné jako v K’ tak i pro Z’ zavedeme derivaci. Bud g € Z’; derivaci g’ nazveme
funkcional podle pfedpisu

(34) (& v) = (& —¥).
Lehko vidime, Ze funkcional (g, y) je linearni, a z v&ty 2 vyplyva, Ze je i spojity,
takZe g’ € Z'. Odtud plyne

Véta 4. Kazdd distribuce g € Z' md derivace viech iddit a je

(35) (g(n)’ l//) — (g’ (_ I)n I//(")) .
Specidlné tedy plati
(36) (08, ) = (= 1) y™(&) -

1y | Analyticka distribuce* je zde pojata uZeji nez ve [2].
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Snadno lze dokazat nasledujici tvrzend:

Bud g(w) absolutné spojitd, jejiz derivace g'(w) je pomalu rostouci; potom distribuce
g’ je reguldrni a odpovidd funkci g'(w).

Daéle budeme jesté potfebovat pojem posuvu distribuce. Bud % &islo, g € Z'; posu-
vem P,g oznac¢ime funkcional na Z podle pfedpisu

(37) (Pug, V) = (g ¥(s + ).

Snadno nahlédneme, e P,ge Z'. Vskutku, pfedné podle (15) je y(s + h)e Z.
Je-lidale y,(s) = 0v Z, je podle véty 2 (1) —» O v K, takZe téZ exp (— iht) . ¢,(t) > O
v K, atedy podle (15) je F'[exp (— iht) . ¢,{t)] = ¥.(s + h) > 0v Z. Je tedy funkcio-
nal P,g spojity, a jeZto ziejmé je linearni, je P,gc Z’, c. b. d.

Vsimnéme si na tomto misté, co znaci posuv analytické distribuce. Bud tedy g =
= g(s), [~ 1, < @ < — 1;]; pak mame

(Pug. V) = (g, (s + h)) = [22 8. 8*(s) Y(s + h)ds, —1,<a< —71,.

Zavedeme-li sem novou proménnou z = 5 + A, plati

(P, ¥) = [23 00580 = W) () dz = [ g%z ~ 1) §(2) dz,
takze je
(38) Pg(s)=gls—h), [-t,—Imh<a< —1 —Imh].
Snadno dale nahlédneme spravnost tvrzeni:
Budte ge Z', o, h &isla: pak plati

(39) 1. Pyog) = o(P,g),
2. PoY = 5.

Vskutku, pro 1. mame (P, og), ) = (ag, ¥(s + h)) = (g, ay (s + h)) = (P,g,
ay) = («Pyg), ). Tvrzeni 2. je ziejmé.

Konvergenci v systému Z’ zavedeme nasledovné: budte g, g, e Z;n=1,2,..;
fekneme, Ze g, — g, jestlize pro libovolnou ¥(s) e Z je (g, ¥) - (g, ¥).

Je ziejmé, Ze konvergentni posloupnost distribuci ze Z' md pravé jednu limitu.
Ptimo z definice vyplyva

Véta 5. Budie g, g,, h, h,e Z';n = 1, 2, ..., v(s) multiplikdtor; je-li g, — g, h, — h,
pak

(40) gt hog+h; vg.ovgs g8
k
Budte dale h,heZ'; n=1,2,...; jestliZe Z h, — h, zapifeme to symbolem
n=1
h= Y h,
n=1

Distribuce ze Z’, na rozdil od distribuci z K’, maji vlastnosti analytickych funkci,
tj. maji ,, Tayloriv rozvoj*“. Plati totiZ nasledujici
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Véta 6. Je-lige Z', h Cislo, pak plati
(41) P_g= Y gWnk!.
k=0

Dikaz: Zvolme y(s)e Z a pro n >0 kladme g, = Y g®™A*/k! Pak plati
k=0

(g ¥) = Y (™0 Ik!, ) = Zo(g, (= Dy PIKY) = (g, ﬁ(— DRy ® k). Podle

k=0 k= =0
definice (37) je (P_,g, ¥) = (g, ¥(s — A)). Utvotime-li distribuce f, = P_,g - g,
mame

n

(S ) = (& (s — B) — 3 (= DR YN(s)kY) .

o=

Jezto viak podie (21) je
Wis — h) — Y (= D™ (s)kt - 0 v Z,
k=0

vyplyva ze spojitosti funkcionatu g, Ze (f,,¢) — 0, tj. g, - P_,g, ¢. b. d.
Nyni mame jiZ vechno pfipraveno k tomu, abychom mohli zavést Fouricrovu
transformaci.
Bud fe K'; funkcional £, definovany na Z rovnici
(42) (£ ¥) =2n(£,¢), ¥ = F[4],
nazveme Fourierovym obrazem distribuce /. Budeme jej t6Z znadit F[ f].
Otividne fe Z'; vskutku, (/, ¥) je zfejmé linearni, a je-li y,(s) — 0 v Z, pak podle
véty 2 je ¢,(1) = O v K, takze (7, ¥,) = 0, c. b. d.
Nyni plati
Véta 7. Bud f(t) absolutné integrovatelnd funkce v (— oo, o) a bud g(w) jeji (obycejny)
Fourierity obraz, tj.
(43) glw) = [Z, f(H)e ™ di, we(— o, ®).
Potom obraz [ distribuce f podle (42) je reguldrni distribuce na Z a je f = g(w).
Diitkaz: Podle definice funkcionalu (/, ¢) a Fubiniovy véty plati pro libovolnou

$(1) e K:
(f:¢) =

" 70 o) dr = J 1 7 {?;2 j iot,b(w) oot dw} ar —

—m

= —l—f Y(w) {J‘ S(tye it dt} do = ij Y(w) g(w) dw = i(g, ¥),
2n ) _ ., o 2n ) _ o 2n
takze (g, y) = 2n(f, ¢) = (% ¥), c. b. d.

Z definice (42) vyplyva, Ze kaZdd fe K' md obraz. Naopak plyne z véty 2 (prosté
zobrazeni K na Z), Ze kazdi g € Z' je obrazem nékteré f e K'. Rovnice (42) zprostted-
kuje tedy mezi systémy K’ a Z’ prosté zobrazeni. Distribuce z K’ budeme 1¢7 nazyvat
»vzory* a v disledku unicity budeme uZivat oznaceni f = F'l[]’].
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Pfimo z‘ definice obrazu plyne
Véta 8. Bud f, g € K', o ¢islo; pak plati
(44) FLf+ el = FLST+ Flels Flaf] = ar[/].
Prva rovnost je trivialni; dokaZme proto jen druhou! Mame
(Flaf1 ) = 2n(af, &) = 2n(f, a9) = (FLSf], Flag]) = (F[f], ap) = («F[f], %),
c. b.d.
Dale plati
Véta 9, Bud fe K', n celé = 0; pak
(45) FLf™] = (s)F[/].
Diikaz: Podle definice a (8) je
(FL/™] ) = 2a(f™. ¢) = 2n(£. (= 1)'¢™) = (F[/], F[(— 1)'¢™]) =
= (FISL (= y'Gs)'rLe]) = (= 1) FLST. ) = ((is)" FLST, ), c. b. d.
Je-li tedy P(x) = @,x" + @, x""! + ... + a,, plati podle (45) a (44) vzorec
FLP(D)f] = P(is) F[ f],
kde D znaé&i operator derivovani.
Dualni je nastedujici
Véta 10. Bud fe K', n celé = 0; pak plati
(46) (FLAD®™ = FI(—itye].
Diikaz: Dle definice, (7) a (35) mame
(FI(= it)f], ¥) = 2a((— it)f; &) = 22(f, (i1)'d) = (F[ /1, F[(ir)']) =
= (FLAL (= ™) = (FLSD™, ¥). e b.d.
Pro posuv obrazu platf
Véta 11. Bud fe K', A &islo; pak plati
(47) Fle™f] = P,F[f].
Dukaz: Podle definice, rov. (15) a (37) méame
(F[e™'f1, 0) = 2n(e™f, ¢) = 2n(f, e~ ™) = (F[ 1], F[e™¢]) = (F[1],
Y(s + 2) = (P.FLS], ¥), c. b. d.
Dualnim tvrzenim k vété 11 je nasledujici
Véta 12. Bud fe K', h rediné islo; pak plati
(48) FP.f] = exp (= ihs). F[f].
Dikaz: Podle (4a) a (14) plati
(F[Puf] ) = 2n(Pof, &) = 2n(f, ¢t + h)) = (FLS]. < + h)]) =
= (F[f], &""y) = (e"™"F[f], ¥), c. b. d.
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Viéty 8 —12 ukazuji, Ze pro zavedenou Fouricrovu transformaci distribuci plati
formalné stejné vzorce, jako pro klasickou transformaci.

Trivialni avsak daleZitd je nasledujici

Véta 13. Budie f, [, €K', n = 1,2,...; nutnou a postalujici podminkou pro to,
aby bylo f, —~ £, je FLf.] = F[f].

Dikaz: Bud tedy f, — f. Zvolme y(s) € Z a bud ¢(r) € K, pro kterou je F[¢] =

= Y. Podle definice je (£, ¢) = (f, ¢). takZe 2n(f,. ¢) = 2n(f, ¢), 4. (F[ £, ], ¥) —
(FLf], ¥). Diikaz obraceného tvrzeni je stcjny.

Vénujme nyni pozornost nékolika specialnim pfipadm. Snadno se presvédeime,
Ze plati: je-li h redlné cislo, pak plati

(49) F[8,] = exp(— ihs), [— o0 <a< m].
Vskutku, podle definice je
(F[8,]. ) = 2n(8,, ) = 2ngp(h) = 2= 2—1EJW Y(w) e do .
AvSak integral vpravo je roven integralu
5 i ls) €™ ds = 25T (e ™) W(s) ds

pro libovolné realné a, takse podle nasi symboliky (49) plati.

Podle véty 9 tedy plati obecné pro A realné, n celé = 0:
(50) F[of"] = (is)" exp (— ihs), [~ o <a < o].

Snadno se dale presvédéime, Ze plati vzorec
(51) F[1] = 2n6, -

Mame totiz (F[1], ¥) = 2n(1, ¢) = 2nf”,, ¢(r) dt = 2=[=_, §(r) exp (it .0) dr =
= 27‘[!//(0), c. b. d.

Stanovme nyni F[7"], n Z 0 celé. Podle véty 10 a rov. (51) plati F[(— it)". 1] =
= (2750)™; aviak F[(— it)". 1] = F[(— iy't"] = (= i)"F[1"], takZe

(52) F["] = 2mi"55" .

Pomoci véty 11 odtud snadno plyne pro n = 0 celé vzorec

(53) F[i"exp (i21)] = 2mi"5{" .

Specialné pro n = 0, il = ¢ mame

(54) Flexp (at)] = 2rd_,.

Odtud plynou vzorce

(55) Flcos 2t] = (6, + 6-;); F[sinit] = —in(5, — 5_,).
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UZiteéna je nasledujici
Véta 14. Bud f(1) integrovatelnd funkce, kterd md periodu 2m. Je-li C, = n"",

Jf(t)exp (= int)dr, n = 0, £ 1 £ 2,... (Fourierovy koeficienty), pak plati

(56) F[f]=2x }j Cidu

Dakaz: Snadno Ize dokazat (srv. [2], str. 46), 7e Fourierova fada pro f(¢) kon-
verguje v distributivnim smyslu k £, tj. Ze

(57) =Y Coexp (int) .

Pomoci véty 13 a vzorce (54) pak okamZité z (57) plyne (56).
Obdobna je
Véta 15. Bud f(1) celistvd analytickd funkce proménné t, tj. f(i) = Z a,t*, kde

Fada konverguje pro kazdé t; pak plati

(58) F[f]=2n }_ a,i*sP .
k=0

Dtkaz: Za uvedenych piedpokladii konverguje Fada ) @u* stejnomérné na
k=0
kazdém kone¢ném intervalu (7, 7,>, a tedy konverguje i v distributivnim smyslu.
Podle véty 13 a vzorce (53) dostaneme ihned (58).
o
Piiklad: Pro Bessclovu funkei Jo(7) plati pro kazdé ¢ fada Jo(1) = Y (- 1)
k=0

A1/2)7 (k7. Plati te t)| = 2n AT %0, Snadno se presvédcime,
12)%' [(k")*. Plati tedy F[J, 2n Y 27Kk 7280, Snad fesvéd

. k=0
Ze F[Jo(1)] je regularni distribuce g(w), kde

glw) =2l — 0*)™"? pro o] <1,
=0 pro |w| =1

Vskutku, predné podle (36) je (F[Jo(1)], ¥) = 27{22 (k)2 PP(0). Na druhé
strané mame
% 1
(9, %) ;J g(o)(») do = ZJ‘ o)1 — w?) 2 do =2 (Z Py 0)w'it) .
= -1 —q =0
(1 =) de .
Ziejmé v poslednim integralu mozno prfehodit pofadi integrace a sumace, takZe plati
1

(9. %) = ;}iw“’(o) : (u)‘j w'(1 = 0?)7 " do = 2n Z 272K(1!) T2 R(0)

-1

Je tedy F[Jo(1)] = g(w). c. b. d.
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Stanovme nyni F[H,], kde Hy(t) = 1 prot > T, H(r) = O pro t < T. K tomuto
cili uvazme funkei £,(f) = Hy(t) exp (— 1), & > 0. Jejim (obycejnym) Fouricrovym
obrazem je [¢ exp (— et — iwt) df = (¢ + iw)™", takZe podle véty 7 plati

(F[£] ¥) = 20 (e — iw) "Y(w) do .

7 Cauchyovy véty vyplyva, 7e zaroveii plati

(59) (FLLL W) = [20Fa(e —is) " (s)ds, a> —¢.
Jinak miZeme uvaZovany funkcional vyjadiit takto: z residuové véty plyne pro
a< —eg:
J2a (e = is) Y(s) ds — [*, (e — iw) " Y(w) dw =
= 2m Res [(e — is)~" l//(s] = — 2n(— ig),

takZe
(60) (FLAL ) = 2nd(— ig) + (25 5%u(c —is) " Y(s)ds, a< —&.

Jezto viak fi(t) » Hy(r) stejnomérné na kazdém koneéném intervalu pro & — 0,
je v distributivaim smyslu £, = H,, takZe podle véty 13 phm' (FLA] ) = (F[Ho ), ¥)
pro kazdou y(s)e Z. Avsak ziejm& [Z1%. (e — is) "y(s)ds — [70 %, (—is)™"'.

. ¥(s) ds pro ¢ — 0 jak pro a > 0, tak pro a < 0, a soutasné je y(— ic) — y(0);
miiZeme tedy podle nasf symboliky na zakladg (59) a (60) psat:

(61) F[Hy) = (is)™", [a > 0]; F[H,| = 2n5, + (is)™", [a < 0].
Odtud pomoci véty 12 mame ihned hledané vzorce
(62) F[Hy] = (is)"" exp (— isT), [a > 0];
FLHp) =218 + (is)™ " exp (— isT), [a <0].
(nebof je exp (— isT). 5y = exp (- iT.0). &)

Pomoci vzorce (61) a vét 10, 11 mohli bychom nyni vypogist obrazy funkci Ho(1) .
cexp (o), Hy(ry 1", Hy(r) cosar atd. Jezto viak by zde §lo pouze o elementirni
tpravy jiz odvozenych vzorci, viimneme si radéji celé véci obecnd. Existuje toti?
Gzk& souvislost mezi Fourierovym a Laplaceovym obrazem ,laplaceovskych di-
stribuci* (ty jsou rovny nule na (— oo, 0)). (Srv. [1], str. 415.) Plati totiz

Véta 16. Bud fe K’ laplaceovskd distribuce a necht Laplaceiiv obraz #(f) = G(p)
Je definovdn v poloroviné Re p > &, Pak plati

(63) F[f] = G(is), [a>¢].
Dikaz: Necht tedy f=H" H(/)=0 pro t <0 a je spojiti v (— o0, ),

pficemz | H (1 )| < M exp (). (Sry. [ 1]!) Podle definice Laplaceova obrazu je £(f) =
= G(p) = p*K(p), kde

K(p)= [z exp(— pt) H(t)dt ,Rep > &.

Zvolme nékteré p, rcalné, po > ¢ potom funkce A(r) = H(f)exp (— pot) ma
obycejny Fourieriv obraz

rw) = [§ H(t) exp [~ (po + iw)t] dt = K(po + iw).
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Podle v&ty 7 viak plati pro F[h]:
(FIR], ¥) = [Zw r(@(0) do = [©, K(p, + iw) $(o) do .

Funkce K(p) je regularni v poloroving Re p > &; to znaci, Ze funkce K(p, + is)
proménné s je regularni v poloroving Ims < p, — &, a tedy funkce K*(p, + is) =
= K(po + is) je regularni v poloroviné Ims > & — p,; olividné tato polorovina
obsahuje osu w. V disledku Cauchyovy véty tedy plati pro kazdé a > £ — p,:

(64) (F[n], ¥) = [21%. K*(po + is) Y(s)ds .
Jeito H(t) = h(z) exp (pot), je podle véty 11 F[H] = F[hexp (pot)] = P_,,,F[h].
a dale podle definice posuvu
(P—ip,FL1]. ) = (FLRL. (s = po)) = (F[h], ¥(s + ipo)) -
Podle (64) tedy je
(F[H]’ ‘//) = .“T;Tz'a K(Po + is) '//(S + il’o) ds, a>¢&—po.

PoloZime-li sem z = s + ipg, takZe je s = z + ip,, obdrzime kone¢n& (F[H], y/) =
(oo +ib ()

= (2 Y K(iz) Y(z)dz, b = a + po > &V nadi symbolice tedy plati F[H] = K(is),
[a > &]. Podle véty 9 konedné je
F[f] = F[H®] = (is)F[H] = (is)*K(is) = G(is), [a > &], ¢ b.d.
Uvedme si nékolik prikladi! Jak zndmo, plati
F(Hyt) =p" " 'I'(v+ 1), Rev>—1, Rep>0;
L(Hycos ) = pl(p* + 2%), Rep>0; PL(Hyexp(ut))=(p— o)’
Rep > Rea; :
odtud plyne
(65) F[Hot"] = (is)™""'I(v + 1), [a > 0].
F[Hgcos At] = is/(A* — s%), [a>0].
F[Hyexp(xt)] = (is — o)™", [a > Rea].
Pfistupme nyni k feSeni dileZitého problému — dé&leni distribuci ze Z’. Ke zkou-
mani této otazky vyuZijeme s vvhodou isomorfismu mezi prostory K' a Z’.

Predné plati

Véta 17. Bud fe K', « éislo, r > O celé a necht f = F[f]; potom vzor x kaZdého
FeSeni x rovnice

(66) (s —o)yx =7

md tvar
r—1

(67) ¥ = ireial(e—iay‘)(—r) 4 eirxt z thk ,
k=0

tj. ke kazdému ieseni x rov. (66) Ize najit ¢isla Cq, Cy, ..., C,_; a sestrojit r-tou pri-
mitivai distribuci k exp (— iat) . f tak, Ze je I'[x] = x.
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Diikaz: Je-li g€ K', pak je znamo, e viechna feseni rovnice u” = g maji tvar
(srv. [2])

r—1
(68) u = g(_") -+ Z thk .
k=0

Odtud plyne, Ze viechna feSeni rovnice exp (i) [exp (— int). x| = i"f maj
tvar (67). Posledni rovnici viak lze psat jako

(69) ST xR ) = iy
=o \k
Je-li x n&jaké feseni (69) a polozime-li x = F[x], je rov. (69) podle véty 9 ekviva-
lentni rovnici
r
) <r> (is) (= i)fx = 77,
K=o\ k
tj. rovnici (s — oc)";c = f. Je?to Fourierova transformace zprostiedkuje prosté zobrazeni
K’ na Z’, je véta dokazana.

Pro tplnost uvedme nyni v&tu, kterd poskytuje Feeni (66) explicitnd a blize si
viima nékterych jeho viastnosti. (Zfejmé véta 17 poskytuje FeSeni (66) jen nepfimo,
pomoci jeho vzoru.)

Véta 18. Bud fe Z', o Cislo, r > 0 celé a nechr \o(s), ¥y(s), ..., ¥,—(s)e Z
tvoii normdlini soustavu (srv. lemma 1'). Bud funkciondl X definovdn na Z rovnici
(70) (% ) = (£ 0(s)) »
kde
(71 p(s) = (s — @) ™" {y(s) — (=) 1{;0(5' ) —)p’(&) Yas —a) — ... —

~ YU @) (s — @)} .

r—1

Budte ddle Cy, Cy, ..., C,_y Cisla a necht’y = Y C,8%; pak plati
k=0
l. xeZ’,

2. je-li
(72) X=Xx+p,
pak x vyhovuje rovnici
(73) (s—ayx =7,

3. kazdd distribuce x € Z', vyhovujict rov. (73) md tvar (72).

Dikaz: Predng se Ize snadno presvédiit, Ze x € Z'; nejprve se dokaZe, 7e p(s) e Z
pro kazdou W(s) e Z; dale je zfejmé, Ze funkcional (x, y) je pii pevné normalni
soustavé Yo(s), ¥,(s), ..., ¥,_,(s) linearni, a bez obtizi Ize nahlédnout, Z¢ je téz
spojity, tj. ze (x, ¢,) — 0 pro kazdou posloupnost ¥, » 0 v Z. (Od detaiiniho pro-
vedeni zde upoustime; dikaz je celkem zfejmy na zakladé definice normalni sou-
stavy, a proto jeho provedeni doporudujeme Stenafi jako uZitedné cvideni.)
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UkaZme nyni, Ze je (s — @)X = f; mame

(s =% ¥) = (5, (s = 2)¥) = (7, 0),
1(s) = (s = 0)™" {(s — &) ¥(s)} = ¥(s),

nebot funkee (s — a)"y/(s) ma v bod& s = = r-ndsobnou nulu, takze je [((s — ) .
() ]z =0 prok =0,1,..,r — L. Je tedy ((s — a)%, ¥) = (f, ¥), atedy x
je feSenim (73).

Snadno dale nahlédneme, Ze pro y plati (s — @)y = 0. Vskutku, prok =0, 1, ...,
.o, ¥ — 1 mame

(s = 2y G2, W) = (37, Culs — ) g(s)) = (— D{ICLs — 2 Y(s)]sza = O
Splituje tedy distribuce x = X + j rov. (73) a tvrzeni 2. véty je dokazano.

Dokazme kone¢né tvrzeni 3. Necht tedy x e Z’ spliiuje rov. (73). Pomoci normalni
soustavy o(s), ¥4(s), ..., ¥, (s) sestrojme podle (70) distribuci x e Z’. Potom
u = x — X splituje rovnici
(74) (s—a)u=0.

Podle véty 17 pak vzor u kazdého feseni u rov. (74) mé tvar

kde podle (71) je

r—1
(75) u = exp (i) . Y, Cut*.
k=0

r—1
Podle vzorce (53) viak je u = F[u] = 2r Y i*C,6{", takZe x = x + u ma skute¢ng
K=0
tvar (72), ¢imZ je véta dokazana.

vvvvv

buce. Zde plati

Véta 19. Bud f = f(s), [~ 1, < a < — 1,], « ¢islo, Ima ¢ (1, 1,), 7 > 0 celé?);
potom kaZdé FeSeni rovnice (s - oz)'x = f md tvar

r—1
(76) x=YCSP +fls).(s—o)", [~1,<a< —1].
k=0
Pro na3c ulely je velmi dileZita nasledujici véta.
Véta 20. Bud f € Z'; P(s), Q(s) = 0 mnohocleny; bud ddle
(77) P(S)/Q(S) = H(S) + ;{iik/(s - @:)k ,

kde H(s) je mnohoclen, a nechi gy € Z' je Fesenim rovnice (s — o,)'g, = f. Pak plati:
1. Je-li

(78) x = H(S)f + % A& s

2) Predpoklad Imx ¢ (v, T,) neni podstatny; je-li totiz Imx & (v, 7,), pak otividné je f=
= f(s), [— 7, < a < — Im«a] nebo [— Ima < a < — 7], ¢imZ je tento piipad uveden na
predpoklady véty.
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pak X je Fesenim rovnice
(79) O(s)x = P(s)f .

2. KaZdé Feseni rovnice (19) md tvar (78).

Dikaz: Sestrojme x podle (78). Z (77) plyne, Ze plati identita
(80) P(s) = H(5) 0() + ¥ 2,0()/(s — 2}

i,k

Pro X potom plati (uZivame komutativnosti m ultiplikatord)

O(s) x = Q(s) H(s)f + ZMQ( ga = Q(s) H(s)f + Z [ O(9) (s — ) ™"

s — o g = (_)(s) H(S)_/ + Z AaQ(s) (s — o) K= P(s)j, c.b.d

DokaZme nyni tvrzeni 2.! Necht tedy x je FeSenim (79); sestrojme nékteré feseni x
podle rov. (78). Potom ziejmg y = x — X vyhovuje rovnici Q(s) y = 0. Podle véty 9
je tato rovnice ckvivalentni rovnici Q(— iD) y = 0 v prostoru K’ (D zna¥ operator
derivovani a p = F[y]) jejimz charakteristickym mnohoclenem je Q(— i&). Kofeny &

mnoho&lenu Q(— i&) odividng jsou ix;. Dale je zndmo, (srv. [2]), Ze viechna feSeni
rovnice Q(— iD) y = 0 lze zapsat ve tvaru

(81) y =3 Cyut*exp (ia;t) .
ik

Podle vzorce (53) tedy je y = 2r Y i*C, 0. Je tedy x = x + y; prihlédneme-li
ik

k bodu 2. véty 18 a k rov. (78), ihned vidime, ¢ x ma skute¢né tvar (78), ¢imZ je
véla dokazana.

Dale plati

Véta 21. Budte f,e Z',n=0,1,,..; P(s), O(s) & O mnohocleny. Je-li f,— fo.

pak pro kaZdé n Ize najit takové FeSeni x, rovnice
(52) 0(5) %, = P(5) 7.
Je je X, — Xq-
Ditkaz: Podle véty 20 je kazdé FeSeni rovnice (82) dano vyrazem x, = #H(s) f, +

+ Y 2ugh), kde g je Fefeni rovnice (s — o) g% = f,. Pro kazdou dvojici 1, k
Tk

zvolme normalni soustavu Yo(s), ¥ ,(s), ..., Y¥x—(s) pevnou pro viechna n a sestrojme
(n)

g% podle rov. (70) véty 18. Pfimo z (70) vyplyva, Ze je g0 — giy). Jeito H(s) je
multiplikator, plati zaroveii Hf, — Hf,, &im¥ je véta dokazana.

Pozdgji bude uZiteCna nasledujici véta

Véta 22. Bud f e Z'; P(s), Q(s) & 0 mnohocleny; pak plati;

a) Je-li y FeSeni rovnice

(83) As)y =1,
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potom x = P(s) y je FeSenim rovnice
(84) O(s)x = P(s) f.

b) Jsou-li nadto mnohocleny P(s), Q(s) nesoudélné, potom kaZdé FeSeni x rov.
(84) md tvar x = P(s) y, kde y je FeSeni (83).

Poznamenejme, Ze¢ pro platnost tvrzeni b) je pfedpoklad nesoudg&lnosti podstatny.
Vskutku, bud napi. P(s) = Q(s) = s*, f = f(s), [a > 0]; potom rovnice s?y = f
mé feleni y = Cody + Cy0 + s7°f(s), [a > 0]. Zde je x = P(s)y = f(5), a to
skutedné je fefenim rovnice s?x = sf. Naproti tomu viak obecné feSeni posledni
rovnice je x = Cydy + C1dq + f(s), [a > 0].

K dikazu véty budeme potiecbovat nasledujici lemma:

Lemma 2. Bud P(s) £ 0 mnohoclen, ktery nemd kofen «, a necht g = iC S,

i=0

Potom existuji ¢isla By, By, ..., B, tak, Ze je
(85) Pls). ZB ) =

Dakaz: Jeli P(s) = konst., je vie jasné. Necht tedy P(s) % konst. Viimnéme si,
ze plati (s — ﬁ) S = (o — B) oL — nl D, n = 1. Plati tedy

k—1
(86) (s — B) Z A0 = Ao = BY 0P + Y (A o0 — B) — Ay (m + 1)) 50
m=0 m=0

Bud nyni P(s) = ﬂ (s = Bi)s Bi+oasi=1,2,..,r. Z rovnice (86) plyne, Zec
k
existuji (dokonce)ednoznacne) Gisla AQD, .., ALY tak, Ze je (s — By) Y AP = g

m=0
Analogicky plyne, Ze existuji soustavy &isel A4S, AP, .., AP p =23 ... r tak,
7e je .
(87) (s — ﬂ) Z AP — Z AL=Dsm
m=0
Klademe-li konetng A = B;:i = 0,1, ..., k, plyne ze soustavy (87) rovnice (85)
a lemma je dokazano.

Doka%me nyni vétu 22! Tvrzeni a) je trividini; je-li Q y = £, pak P( (Qy) = O(Py) =
= Pf,c. b.d. b) bud tedy x n&jaké fedeni rovnice Ox = Pf; zvolme n&jaké fefeni y
rovnice Qy = f a poloime x = Py. Podle a) plati 0% = Pf, takze je O(x — x) = 0.
Podle véty 20 tedy plati

(88) x Z Cudt

kde o; jsou kofeny Q(s). Je7to P(s) je nesoudéiny s O(s), existuji podle lemmatu 2
éisla By, tak, Ze je

Y Cud = P(s) Y Byuo® .
ik ik
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Z (88) tedy plyne x = P(s){(y + Y By5&). Jezto viak y + Z Bid® je tesenim rov-
nice Qy = f, je véta dokazana. ‘*

Vétu 22 doplnime jesté nasledujicim jednoduchym tvrzenim:
Véta 22a. Bud fe Z'; M(s), N(s), R(s) mnohocleny, z nich? M (s), N(s) jsou ne-
soudéiné. Pak plati:

a) Je-li x FeSeni rovnice

(89) N(s)R(s) x = f,
potom y = M(s) R(s) x je FeSenim rovnice
(90) N(s)y = M(s)f.

b) Je-li y Fesenim (90), pak existuje Feseni x rov. (89) tak, 2e je y = M(s) R(s) x.

Dikaz: a) je trividini, dokazme proto jen b). Nechf tedy y je FeSenim (90); jeito
M (s), N(s) jsou nesoudéIné, existuje podle tvrzeni b) véty 22 feSeni = rovnice Nz = f
tak, Ze je y = Mz. Sestrojme pro toto z n&které feSeni x rovnice Rx = z; potom je
NRx = Nz = f, tj. x je fefenim (89). Pro x viak je M Rx = M(Rx) = Mz =y,
c. b.d.

Poznamenejme, jaky je vyznam vét 22, 22a. Jak uvidime pozdgji, budeme pro
feSeni konkrétnich wloh potfebovat sestrojit funkcional y = P(s) x, kde X je feseni
rovnice Q(v)x Af Je zfejmé, ¢ pohodInéjsi je stanovit y p¥imo podle véty 20,
neZ konstruovat x a pak je nasobit P(s). Pravé k tomuto ucelu byly véty 22, 22a
dokézany.

Véty 17, 18, 20, 22a jsou prostiedky, které nam umoZiuji Feit (prozatim) dife-
rencialni rovnice. Uvedme si pfiklad na jejich uZiti! Bud tedy fe K’ a mame stanovit
viechna x € K’, ktera spliiuji nasledujici rovnici (takové rovnice se vyskytuji v teorii
automat. regulace)

(91) X" 4 Ax" 46X+ dx = £ 57 4+ 1417 + 207 + 12f.
Oznatime-li ¥ = F[x], f = F[f], pak podle véty 9 je (91) ekvivalentni rovnici
(92)  ((is)* + 4(is)* + 6is + 4) X = ((is)* + 5(is)> + 14(is)* + 20is + 12) f.
Abychom nalezli viechny X e Z', splitujici (92), uZijeme véty 20. Rozkladem plyne
(93) [Gs)* + oo+ 12)/[(is)® + ... + 4] =is + 1 + 2(is + 2)7" +

+ls+1+) s+ 1 —i)t.
Ve smyslu rov. (71) véty 20 nutno nyni sestrojit FeSenf 1 G25 93, Tovnic (s — 2i) g, =
=f,(sF1—1i)g,s=f; jezto samy funkcionaly g; nas tolik nezajimaji jako pfi-
sluiné vzory g,, pouzijeme ihned véty 17. Tak pro g, mame podle (67):

gy = ie" ()T + Cre” .

Obdobné vyrazy dostaneme pro g, 3, takZe hledané vzory x k x podle (93) jsou

X = f 4207 ) TN 4 Crem? o T )Y b e
+ e(—1+1)t(e(1—i)1f)(#1) + CSe(—Hm .
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Snadnou upravou odtud kone&né& plyne

X sz +f+ 28—2t(02tf)(f1) + Aie—zr + e_'{cost.(E' cosl.f)(’” +
+sint.(efsint. /) + A, cost 4+ Aysint}.

Ptistupme nyni k pouZiti dosaZenych vysledkl v teorii linearnich soustav se sou-
stfedénymi prvky. Jak znimo, dynamika kaZdé takové soustavy (uvaZujeme-li
Casovy interval (— oo, o0),) je popsana nasledujicim systémem rovnic

(94) Z (O‘ikxk + BuXi + Vi J‘Lm Xy d‘f) =fu I=12,...,r.
k=1

kde oy, Bir, vi jsou Eisla, f; predstavuji vngjsi sily a x; odezvy soustavy.

V klasickém ptipadg, kdy f; jsou funkce, definované na (— oo, c0), rozumime
fesenim (94) onu soustavu funkci x(¢), x,5(¢), ..., x,(f), z nichz kazda ma v (— oo, o)
spojitou prvni derivaci, konverguji integraly ", x,(t) d¢ pro kazdé ¢ a rovnice (94)
jsou splnény v kazdém bodé& 1. Je ziejmé, Ze k existenci klasického FeSeni systému
(94) musi funkce f{7) spliovat dosti silné podminky co do hladkosti i ristu pro
{ = — oo. Proto pojem feSeni zobecnime.

Budte f;e K', i =1,2,...,r; fekneme, Ze soustava x;e K' tvofi (distributivni)
FeSeni systému (94), existuji-li y, e K', k = 1, 2, ..., r tak, Ze je splnén systém

(95) Y @aXe + vaye + Buxi) =S i=1,2,...r,
k=1
xi—y:.:O’ i=l,2,,...,r.

Uciime na tomto misté jednoduchou, ale prakticky dalezitou poznamku. Pred-
pokladejme, Ze v soustavé (94) je v, = O proi = 1,2, ..., 7 a sestrojme soustavu

r—1

(96) 3 (axy + Buxi) + kzl}’ik}’k =fs i=12,..,r,
k=1 =
X;—yi=0; i=12..,r—1.

Snadno nahlédneme, Ze plati nasledujici tvrzeni: spliuje-li soustava xi, x,, ...,
o Xy Vis Var oo r 1, € K systém (95), potom soustava X, Xy, ..., Xps Y1, Vas evos Voot
spliuje (96); jestlize naopak soustava Xy, X, ..., Xp, V1> ¥2s -+, Yooy € K splituje (96),
pak Ize najit y, € K’ tak, e soustava x, X, ..., Xps Y15 Y25 - - -» ¥y Spliuje (95). Vskutku,
prvni Sast tvrzeni je ziejma; vyhovuje-li naopak soustava x;, ..., X,, ¥y, ..., ¥,_ € K’
systému (96), potom sta&i polozit y, = x{™"
vidn& vyhovuje (95), ¢. b. d.

Tento fakt znadi, 7e kdyZ nékteré nezndmé x,,, Xu,, -+ Xy, s¢ v (94) nevyskytuji
v integralu, pak pro stanoveni feeni stalf v (95) vypustit ony rovnice x; — y; = 0,
pro které i = ky, ks, ..., k,,. Systém (95) ma pak jen 2r — m rovnic.

, a soustava x;, ..., X, ¥, ..., ¥ OCl-

m-

Je beze vicho zfejmé, e nami definované distributivni feSeni (94) je zobecnénim
klasického. Ma-li totiz (94) klasické FeSeni, pak toto je zaroven distributivnim fe-
Senim.
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Soustavu (95) (resp. zjednoduSenou soustavu) mizZeme zapsat ve vektorovém
tvaru
(97) Mx + Nx' =f,
kde M, N jsou Ciselné matice, x, f vektory. Budeme proto nadale uvaZovat jen sou-
stavu (97).

Poznamenejme, 7e jednoduchy tvar soustavy (97) neni na ujmu obecnosti celé
véci. Mame-li totiZ obecngji vektorovou rovnici '

P
*) Y M =1,
i=o0
definujeme jeji feSeni x jako FeSeni x, soustavy vektorovych rovnic
p—1
)] Mx,  + Y Mx;=f; x;=xi_y; i=12,..,p—1,
i 0
kterou dostaneme z (*) znamou substituci x; = x7, i =0, 1,...,p — 1. Zkejm&
viak (%) lze psat ve tvaru (97).

Zavedme jesté nekterd oznadeni. Bud K, systém vSech n-dimensionalnich vektord,
které maji za prvky distribuce z K’'. Bud dale U(s) = M + isN, a bud Y(s) matice
adjungovana k U(s), (prvek vy, stojici v i-tém Fadku a k-tém sloupci matice Y(s)
je roven (— 1)"**4,,, kde 4,; je subdeterminant matice U(s), piisluSny prvku u,;),
tj. plati U(s) Y(s) = d(s) 7, kde [ je jednotkova matice a d(s) = det U({s).

K dikazu hlavni véty o Fefeni (97) budeme potfebovat nasledujici dvé lemmata.

Lemma 3. Budte C;, ¢isla, «; navzdjem riiznd &isla, je-li v Z' splnéna rovnice

(98) Y Cud® =0,

=0

gk

it
—
=

pak Cy = 0 pro vSechna i, k.

Dutkaz: Zvolme index j, | £/ £ m a sestrojme mnohoélen

n
(99) PO(s) = (s — o [ L (s — o))t

i
Ziejme potom plati P{SY = 0 pro i # j, k < n;, nebot viechny derivace P az
do fadu n; veetné zmizi v bodé s = a;. Podobné je P{V5%) = 0 prok < nj,a PSS =

= A5, kde A = (- 1)""”,-!‘[—[ (o — )" "' % 0. Nasobime-li tedy rov. (98)
i=1
i+

P{V, dostaneme ihned Cj,, = 0. Jestlize dale sestrojimc mnohodlen PA(s) =

m

. n;—1 nit1 , - .

= (S - otj) g r[ (S -~ D(i) 77, a opakujeme cely proces, dostaneme Cj no1 = 0
i=1 ,
i+j

atd., ¢imz je lemma dokazano.
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Lemma 4. Bud U(s) ¢tvereénd matice n-tého Fddu, jejiz prvky jsou celistvé analy-
tické funkce, a bud d(s) = det U(s); je-li o prdvé k-ndsobnym koFenem d(s),0 < k < n,
pak hodnost matice U(x) neni mensi nez n — k.

Diikaz: Pfimo z definice determinantu vyplyva, Ze plati
(100) d'(s) = 2 (= D)™uils) Auls)

kde jsme oznalili U(s) = [un(s)] a Au(s) subdeterminant matice U(s), pfislusny
prvku uy(s). Bud r ptirozené &islo, 1 = r < n, a oznadme (i), r-tici, sestavenou z Cisel
1,2,...,n; symbolem A 4, ozname determinant, vznikly z U(s) vynechdnim
fadki o indexech (i),, a sloupcii o indexech (k),. (Je tedy A, ), Fadun — r.)

Derivaci rov. (100) plyne
(101) d’(s) ( D uils) Aguaw, + Z(“ D™ uiy(s) Ao, -

Vyjadiime-li nyni der1vac1 Ay, znovu pomoci (100), vidime, Ze d"(s) je linearni
kombinaci subdcterminantl A ), a Agy,m, Odtud vyplyva, Ze obecné plati
prol =r = m

M _
(102) d"(s) = (12) Sty Ay + ;)S(i)z(k)z Ay + oo (Z)S(i)r(k)r A0, >
(2) r

kde S(i, .. znafi soudet soulinii derivaci t&ch prvki u,(s), které se nevyskytuji
V Ay, & kde v kazdé sumé )’ se s&jta pies viechny subdeterminanty A, ...
(m)

Bud nyni o pravé r-nasobnym kofenem d(s), takze d(x) =+ 0, a pfedpokladejme,
ze U(x) mé& hodnost mensi nez n — r. To znadi, Ze viechny subdeterminanty A, o).
prom = 1,2, ..., r jsou rovny nule, takZe podle (102) je d"(x) = 0, coZ je spor.

Nyni miZeme jiZz vyslovit vétu:

Véta 23. Bud fe K] a necht matice M, N rovnice (97) spliiuji podminku d(s) % 0;
oznacme f = F[f] a bud g vektor, spliwjici rovnici d(s) g = f. Potom plati:

a) Kazdy vektor X, definovany rovnict
(103) X=Y(s)g
Je obrazem Feseni x rov. (97).

b) Md-li d(s) vesmés jednoduché kofeny, pak obraz x kaZdého FeSeni x rov. (97)
md tvar (103).

Dikaz: Jezto Fourierova transformace zprostfedkuje prosté zobrazeni systému
K’ na Z', je rov. (97) ekvivalentni nasledujici rovnici
(104) U@s)x =1
UkaZme nejdfive, Ze vektor x podle (103) splituje (104). K tomu cili si viimnéme,
Ze prvky U(s) i Y(s) jsou mnoho€leny a tedy multiplikatory, takZe pro n& plati komu-
tativni a distributivni zdkon. Mame

U(s)x = U(s) (Y(s) g) = (U(s) Y(s)) g = Td(s) g = If = f

a tedy x = F~'[X] je fefenim (97).
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DokaZme nyn{ b)! Necht tedy x je fefenim (97) a sestrojme nékteré feseni x, =
= Y(s) g. Potom je

(105) U(s) (x = xo) = 0.
Z této rovnice plyne nasobenim zleva matici Y(s):

Y(s) U(s) (x — Xo) = d(s) I(x — xo) = d(s)(x ~ xp) = 0.
Podle véty 20 a predpokladu pak plati

m

(106) X=Xxo= Y b,

i=1
kde ¢; jsou Ciselné vektory. PFitom podle (105) zaroveii plati U(s) ) ¢d,, = 3. U(a,) .
i=1 i=1

. ¢0,, = 0, takZe podle lemmatu 3 je U(e) c; = 0;i= 1,2, ..., m.

Zvolme nyni néktery index 7, 1 < i < m a ukaZme, Ze potom existuje vektor A;

spliiujici rovnici
(107) () by = c;.
Vskutku, jeZto matice U(w;) je singularni a a; je jednoduchym kofenem d(s), vy-
plyva z lemmatu 4, Ze hodnost U(a;) je n — 1. Odtud vyplyva (srv. [3], str. 108),
Ze hodnost Y(a;) je rovna jedné. Ma tedy Y(x;) aspon jeden prvek y; = 0. Oznaéme
¥i k-ty sloupec Y(a,). (Je tedy y, nenulovy vektor.) Jezto U(x;) mé4 hodnost n — I,
je dimense systému vSech FeSeni g rovnice U(a;) ¢ = 0 rovna jedné, tj. viechna fe-
Senf jsou nasobkem né&jakého vektoru gq. JeZto je U{w;) Y(x;) = 0, mizeme poloZit
o = Y atedy plati ¢; = Py, kde f3 je &islo.

Ponévad? dale Y(x;) md hodnost 1, jsou viechny jeji sloupce nasobky vektoru
Vi takZe Y(o;) = pb’, kde b je &iselny vektor, jehoZ k-ty prvek je 1, takie b # 0.
(Cérka znadi transponovani.) Zfejmé lze nyni zvolit vektor 4, tak, Ze &islo b'h; = .
Potom ale je Y(o) h; = ynb'h; = By, = c;, a nae tvrzeni je dokazano.

m

Sestrojime-li takto pro kazdy index i vektor #; a poloZime-li g* = > #,5,,, potom
i=1

Y(Oti) hidy, = Z €0y, =
1 i=1
=X — x, podle (106). Mame tedy konetné X = x, + Y(s) g* = Y(s) (g + g*),
a jezto g -+ g* splituje rovnici d(s) (g + ¢*) = 0, je tvrzeni b) véty dokazano.

Z véty 23, 21 a 13 plyne okamzZité platnost nésledujici véty:

IngE

zfejmé g* spliiuje rovnici d(s) g* = Oadaleje Y(s) g* =

Véta 24, Budte M, N ciselné matice, pro které d(s) £ 0abudtef;eK,,i =0,1,2,..;
Je-li f; = fo, potom pro kaZdé i Ize vybrat takové Feeni x; rovnice M x; + Nx, = f,
i=0,1,2,..., Ze plati x; > x,.

Tato véta ukazuje, Ze feeni (97) zavisi spojité na pravé strang, a tedy zejména to,
Ze kazdé (distributivni) FeSeni (97) je limitou klasickych FeSeni téZe rovnice.

Z toho, co jsme a7 dosud uvedli o systémech rovnic, popisujicich dynamiku fysi-
kalnich soustav, vyplyvaji nasledujici zavéry. Jak znamo, prvky matice d~'(s) Y(s)
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nazyvaji se ,,prenosovymi funkcemi* dané soustavy; jsou znamy metody jejich
stanoveni pfimo ze'struktury a hodnot prvkil soustavy, aniZ by bylo nutno sestavo-
vat systém rovnic (94). Z konstrukce feSeni podle rov. (103) véty 23 vyplyva, Ze pro
odezvu soustavy plati nésledujici tvrzeni: Je-li P(w)/Q(w), kde P(w), Q(w) jsou
polynomy, pFenosovd funkce soustavy, potom pro obraz X odezvy x plati x = P(s) g,
kde g je FeSenim rovnice Q(s) g = [, pricem? f je obrazem popudu f.

Ponévad pro obraz x odezvy plati x = P(s) g, vyplyva z vét 22, 22a, 7e X miZeme
jednoduseji stanovit z rovnice O(s)x = P(s)f, kde je P(s) = P(s) R(s), O(s) =
= O(s) R(s), (tj. P(s), O(s) jsou citatelem resp. jmenovatelem ,,vykracené* prenosové
funkee.)

1
J 2

Obr. 1.

Viimnéme si jesté téchto véci. Pravé vyslovenym tvrzenim rozsifili jsme podstatng
platnost znamého pravidla, o kterém jsme hovofili uZ v Gvodu ¢lanku, a neni tedy
JiZ nutné omezovat se pouze na popudy, které rychle ubyvaji pro |7| - co. Mimo to
dostaneme timto zplsobem téZ vlastni kmity soustavy, tj. vSechny odezvy, které
mohou na daném vystupu soustavy pfi daném popudu existovat. Fysikalni vyznam
téchto skuteénosti spociva v tom, Ze je-li dan pouze popud, nenf tim je§té d&j v sou-
stavé uréen jednoznacné. Teprve predepsanim stavu soustavy pro t - — oo nebo néja-
kym dalsim tdajem je odezva urcena jednoznacné. Nejobvyklejsi piipad, kdy se u-
vazuje pouze Casova poloosa <0, o) a kdy sc predpoklada, Ze fysikalni soustava
byla v klidu pro ¢ < 0, (srv. [1]), dostaneme specialisaci zde uvaZovaného obecného
pfipadu. Zde popud f je distribuce, rovna nule na (— oo, 0); definujeme-li odezvu
jako vzor x toho feseni x rovnice ((s)x = P(s)f, ktery je roven nule na (— o, 0),
pak snadno zjistime, Ze x je uréeno jednozna¢né. Vskutku, z definice primitivni di-
stribuce vyplyva, Ze existuje pravé jedna primitivni distribuce (exp (—iat) . )77,
ktera je rovna nule na (-0, 0). Z véty 17 a 20 pak plyne uz okamZité nae tvrzeni.

Uvedme nakonec dva jednoduché piiklady na uZiti vyloZenych vysledki!
Ptriklad 1. Nasim ukolem je stanovit napéti ¢ na odporu R &tyfpdlu z obr. 1,

ptisobi-li na jeho vstupu napéti fe K'.
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Oznadime-li x, x, proudy podle obrazku, bude hledané napétie = 1 . x,; z Kirch-
hoffovych zakond plynou rovnice
(108) x, + 31, (x + xy)dt = f,
X, +2x] —x,=0.
Podle definice distributivniho feseni (108) budeme hledat fefent soustavy
(109) X, + 3x3 + 3x, = f,
X, +2x —x, =0,
Xy — x5 =0
X, —x, =0.
Zde je
(110) o, 1, 3 3
14+2is, =1, 0, O
U(s) =
(S) 1, 0, —is, O
L 0, 1, 0, —is
Snadnym vypotem nalezneme d(s) = — is(2(is)> + 7is + 6); jeito hledame
pouze x,, nemusime vypocitavat celou matici Y(s), ale jen jeji prvni fadek. Ozna-
gime-li ¥ ;, i = 1,..., 4 jeho prvky, obdrzime z rov. (110):
Yin = — (is)z; Yiz = — (,-S)z —3is; yi3 =y = —3is.
Pro hledané X, bude pak podle véty 23 (rov. (103)) platit
(]11) 3"1 = V1191 + V1292 + Y1393 + V1494
kde g, je feSenim rovnice d(s) g, = f, g1, g3, g4 FeSenimi rovnice d(s) g = 0. JeZto
viechna y ; jsou soud&lnd s d(s), pouZijeme s vyhodou véty 22a. Spoleény &initel
je vSude — is, takzc misto abychom postupné pocitali y, ;g;, nalezneme je jako
feSeni rovnice
(2(is)* + Tis + 6)(¥1.9:) = isf pro i=1
=0 pro i=2,73,4.
Dale postupujeme podle véty 20. Plati
is/(2(is)* + Tis + 6) = — 3/2(is + 3) + 2/(is + 2),
takZe podle véty 17 je
F_l[)’11g1] - C18—3/Zz + ng—Zt _ 7;6—3/'2r(€3/2rf)(~1) + ze—zr(euf‘)(—l) .

Je7to dale feSeni rovnice (2(is)* + 7is + 6) h = 0 jsou (véta 20, 18) h = C38;,5; +
+ C4by5, jsou vzory k yy g, i=2,3,4 tvaru F 'y;g,] = C; exp(— 3f) +
+ C4exp (— 2f). Dosazenim do (111) mame konegng

X, = Ale'-3/'22 + AZE"*ZI - 20*3/21(63/27)(—1) + ze—lf(e?_t/‘)("l) .
Piiklad 2. Pfenosova funkce A(w) n&jaké soustavy je

(112)  A(o) = (2iw)* + Y(iv)* + 8iv + 7) (io + 1) *((iw)* + 2io + 5)7*,
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a soustava je buzena popudem f = > + 1; mame stanovit piislusnou odezvu.
JeZto Citatel a jmenovatel 4(w) jsou nesoud&lné, bude obraz x odezvy x FeSenim
rovnice

(113) (is + 1)%(— s> + 2is + 5)x = (— 2is® — 7s* + 8is + 7) f.
Reseni x stanovime podle véty 20. Rozkladem plyne
Als) = (is + 1) + (is + 1+ 2i)7" + (is + 1 = 20)7".
Odtud méame ihned pouzitim véty 17:
(114) x=e"(Cy + Cyt) + Cye"' + Cue™ + e ()72 +
A Gy B SR R e

kde jsme poloZili 4, , = — 1 F 2i. JeZto f je regularni distribuce, stanovime primi-
tivni distribuce (e'f)' %, atd. integraci. Snadnym vypo&tem obdrzime

(™M) = — e (1 + )+ 2047 + 2/4°},

()2 =e(? -4t +7);
dosadime-li tyto vyrazy a za A, 4, do (114), dostaneme snadnou {pravou kone&né

x =e (A, + Axt) + e (A;cos 2t + A, sin 2t) + 2 (175t — 4401 + 881).
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Peszrwme
O TIPEOBPA30OBAHUU ®YPLE B TEOPUW JIMHEMHBIX CUCTEM
BALIJIAB JOJIEXAJ (Vaclav Dolezal)

Crarps nocssilieHa NPUI0KEHUAM npeodpazosanns ®ypbe 06o0LIeHHBIX (QYHK-
LM K PELLICHUIO 344 U3 JMHAMUKW TUHEHHBIX Qu3ndeckux cuctem. TTocie BCroMo-
ratejJbHBIX PaccyKACHWI B BBeAcHUM (rae cTpouTtes cuctema Z’, WzoMopgHas
cucteme o0oOwieHbix Qynkumnit K’) onpeseseHo mpeobpasosatde dypbe; 3aTeM
BLIBOJISITCS €0 OCHOBHbIC CBOMCTBA, Kak TEOPEMbI O MPOM3BOJAHOH, O CABMKEHHU
OPUIHHAJIA, KOTOPLIC € (POPMaAIbHON CTOPOHBI COBMAAAIOT C TCOPEMAMU O KJIACCH-
yeckoM npeodpaszosanun Pypee. ONHOBPEMEHHO MOKa3aHO, YTO BBEACHHOE TIpe-
obpazosaune ®Pypee sBaseTca 0600eHeM Kknaccuyeckoro. [lanee pewaercs 3a-
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mava menenns oGpasza Ha mHorowieH, [ToJjiyqeHHbIe Pe3ybTaThl NPUMCHSIFOTCS [IPH
PEUIEHHH CHCTEM HWHTErpo-AN(depeHuMalbHbIX yPABHCHUIA (KOTOpEIE B 0obueM
CJlydae HeJib3si CBECTH K KAHOHMYECKOMY BHJY), TIpaBble HacTW KOTOPBLIX Mpej-
CTaBJISIIOT co00it 00001IenHbie dyHkUKM. [laeTcsd XapakTepUCTHKA CUCTEMBI pellle-
HWH TaKOW CHCTeMbI YPABHEHWH M [JOKa3bIBACTCS TEOPEMA O HENPEPBLIBHOI 3aBUCH-
MOCTH peuleHust 0T NpaBbix yacTed. Ha oCHOBaHWM 3TOro majiece TOKa3aHO, KaKUM
00pa3oM MOXHO YCTAHOBUTbL OTKJIMKH JIMHCHHOW (M3HYeCKOW CHCTeMBI B Ciyyae,
KOT[l@a BO30YXZACHMs AeiCTBYIOT BHOJbL BCeH OCH BpeMeHH (— 00, 00); peluaercs
TAKXKe 3a/la4a onpenesicHls OTKJIMKA NPU NOMOLLM NepenaTouHOi QyHKIMH.

B zaxirouenue WJJTIOCTPUPYCTCA OPUMCHEHNE U3JTOKEHHON TCOPHNU H& HECKOJIb~
KHX KOHKPETHBIX NpHUMEpax.

Zusammenfassung

UBER DIE FOURIERSCHE TRANSFORMATION IN DER THEORIE
LINEARER SYSTEME

VAciLav DoOLEZAL

Der vorliegende Artikel ist der Anwendung der Fourierschen Transformation
von Distributionen zur Lésung von Fragen der Dynamik linearer physikalischer
Systeme gewidmet. Nach den einfithrenden Gedankengingen (es wird das System Z’
gebildet, welches mit dem System von Distributionen K’ isomorph ist) wird die
Fouriersche Transformation definiert; es werden ihre grundlegenden Eigenschaften
abgeleitet, wie z. Bspl. die Sitze iiber die Ableitung des Originals und iiber die
Originalverschiebung, wobei diese Sitze, formal angesehen, den Sitzen der klassi-
schen Fourierschen Transformation &dquivalent sind. Es wird gleichzeitig gezeigt,
dass die eingefiihrte Fouriersche Transformation eine Verallgemeinerung der
klassischen Fourier-Transformation darstellt. Danach wird das Problem der Teilung
(Division) einer Transformierten durch ein Polynom gelost.

Die in dieser Arbeit erreichten Ergebnisse werden dann zur Lésung von Integro-
Differentialgleichungssystemen angewendet (welche sich allgemein nicht auf kano-
nische Form bringen Iassen), wobei auf der rechten Seite der Gleichungen Distribu-
tionen stehen. Es wird das Losungssystem eines solchen Gleichungssystems cha-
rakterisiert und der Satz iiber die stetige Abhidngigkeit der Losungen von den rechten
Seiten der Gleichungen bewiesen. Auf Grund dessen wird gezeigt, wie man Reaktio-
nen eines lincaren physikalischen Systems im Falle, dass die Stérungen auf der ganzen
Zeit-Achse (— o0; o) wirken, ermitteln kann; gleichzeitig wird die Bestimmung der
Reaktion mittels der Ubertragungsfunktion geldst.

Zum Schluss dieses Artikels wird die angefiihrte Theorie durch die Losung einiger
konkreter Beispiele erldutert.
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