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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

STOCHASTICKA APROXIMACNI METODA PRO HLEDANI OPTIMAL-
NiCH PODMINEK V EXPERIMENTALN{ PRACL A V SAMOADAPTIVNICH
SYSTEMECH

VAcrLav Fapian

(Doslo dne 3. ledna 1960.)

Jsou uvedeny zdkladni vlastnosti jedné multidimensiondlni stochastické
aproximaéni metody a jsou uvazovany — s piiklady — jeji aplikace jako me-
tody experimentdlniho vyzkumu a jako strategic optimalizatoru v samo-
adaptivnich systémech.

1. UVOD

Popisovand metoda je jednou z tzv. stochastickych aproximacnich metod. Prii-
kopnickym ¢lankem, zakladajicim tento novy obor matematické statistiky, je prace
H. RoBBINSE a S. MonroA [13], publikovana v roce 1951. Prvni metoda pro
optimalizaci vice neZ jednoho parametru byla navrZena JULIEM BLumem [3] v toce
1954. V této praci uvadime metodu ve formé navrZené a studované autorem v praci [4].

Prva &ast prace (odst. 2—9) je ponckud podrobngjsi versi autorova sdéleni na IV.
konferenci chemického inZenyrstvi ve Smolenicich v Tijnu 1958. V této Casti prace
je popsana aproximalni metoda z hlediska pouZiti v experimentalnim vyzkumu.
Je podan podrobny navod k pouZiti a pfiklad.

V druhé &asti diskutujeme moZnosti pouZiti aproximaéni metody jako strategie
uréujici funkci optimaliztoru v samoadaptivnim systému. Popisovanid metoda je
porovnana s jinymi k témuzZ cili navrhovanymi metodami.

Uvedené dvé aplikace nejsou jedinymi. Zcela jiného druhu jsou napf. aplikace
stochastické aproximacéni metody k FfeSeni numerickych problémi. Pripustnost
nahodnych chyb v urovani hodnot maximalizované funkce ¢ini metodu v nékterych
piipadech necitlivou vi¢i chybdm zaokrouhlovani, provadi-li se zaokrouhlovani
nahodné.

2. FORMULACE PROBLEMU

Abstraktni formulace je tato: Mame vyhledat ty hodnoty reilnych proménnych

X, %@, x®, pro néz nabyva funkee f(x), x®), .., x®) své¢ maximalni hodnoty.
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Analytické vyjadfeni funkce / nezname, mliZzeme pouze pro kaZdou z pﬁpustn)'/ch‘)
hodnot proménnych urdit nebo aspoii odhadnout odpovidajici funk&ni-hodnotu.

Tak napf. miZe byt k = 3, x'¥, x®, x® mohou charakterisovat podminky po-
kusu, v ném# se mele baryt v kulovém mlyng, x!* miie udavat mnostvi barytu,
x'®> dobu mleti, x* rychlost otageni mlyna a f(x), x®, x*) miZe udavat vhodng
zvolenou charakteristiku, kterou je ticba maximalisovat. Hned zde pfipomceneme,
Ze vhodna definice maximalisované charakteristiky (tj. funkce f) podmifiuje prak-
tickou usp&snost fefeni problému, nevhodna definice vede k feseni, které je prakticky
neupotiebitelné, nebot je feSenim jiného problému, neZ mél experimentitor na mysli.
Udava-li napt. f(x™*, x*, x¥) jemnost barytu po mleti, zjistime, Ze jemnost f(x",
X2, x3) je tim vetsi, &m je mnozstvi x) barytu mensi, doba x® mleti vitsi,
takZe se dostdvame k podminkamm prakticky zcela nevhodnym. V uvaZovaném
prikladu by patrné musila funkce f v sob& zahrnout oba dilezité aspekty, jemnost
barytu po mleti i ndklady na mleti. Jinym problémem by mohl byt pozadavek mini-
malisace nakladi na mleti pfi dosaZeni urcité pfedem stanovené jemnosti. Formu-
lace druhého problému je snadnéjsi neZ formulace prvého, aviak druhy problém
vznikd z prvého obvykle subjektivnim rozhodnutim parcialni otazky, totiz subjek-
tivaim stanovenim minimalni poZadované jemnosti (jinde jiného ze dvou proti-
chiidng plisobicich kriterii). To, Ze se minimalni poZadovana jemnost apod. stanovi
nékdy napt. na zakladé existujici normy, nezlepSuje pfili§ situaci, nebot ve vEtSing
pfipad by mél vyzkum spiSe normy tvofit, neZ jich poslouchat. Pfitom experimen-
talni Fefeni takto oklesténého problému je podstatné sloZitgjsi, neZ feSeni problému
ptvodniho.

Cim specialnéjsi bude otazka, tim bude volba vhodné funkce fsnadnéjsi. Chceme-l
zjistit optimalni teploty TO, T®, T 7™ ng zatatku prvé az étvrté etaze konkrétni-
ho kontaktniho kotle pro konversi SO, na SO;, budou patrné nejlepsi ty teploty, jimZ
odpovida maximalni konverse f(T, T, T®), T™). Mize se oviem stat, Ze z né-
kterych divodi jsou predepsany meze, v nichZz musi zminéné parametry leZet, v naSem
ptikladu budou musit byt viechna T vé&t§i nebo rovna urdité teploté zazehu T
a musi byt shora omezeny teplotou T, nebof pfi jejim pfekroceni by se katalysator
nicil.

Je tedy Casto v praxi nutné ménéni sledovanych proménnych omezit pouze na
tzv. pripustné hodnoty.

Koneéné si vS§imneme, e v obou uvaZovanych pfikladech vzhledem k ndhodnym
vliviim ovliviiujicim vysledek méfeni nebude méfena hodnota y(x'", x®, ..., x)
rovna pfimo funk&ni hodnoté f(x'", x®, ..., x™) ale bude jen jejim odhadem.

3. NAVOD

3.1. Umluvy a oznadeni. Misto o proménnych XD x@ 0 x® funkee £ mizeme
: : ‘ o = [ @ o fx g
mluvit o volitelné podmince x =[x, x*, .., x®] g znatit zkrdcend f(x) =

1y Vysvétlime za chvili, co minime slovem pfipustny.
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= f(x?, x®, .., x®). Jsou-li x, a apod. podminky, znadi x©, 4P, ... i-tou soutad-

nici téchto podminek, tj. x = [x'V, x®, .., x®], a = [V, ¢, ..., @] apod.
Piedpokladame, ¢ mnoZina (souhrn) A4 piipustnych podminek je urlena Cisly

AV AP AW D B® takto: je-li x podminka, je x pFipustna tehdy

a jen tehdy, je-li

(3.1.1) AD < xD < BY pro i=1,2,..,k.

Béhem pokusi budeme ménit podminky pFigitanim jistych &isel k jejich soufad-
nicim. PFi tomto pii¢itani by mohlo nékdy dojit k tomu, Ze by jiZ vysledni soufad-
nice nebyla v pfedepsaném intervalu (4, BV &m# bychom dospéli k neptipustné
podmince. V tomto ptipadé modifikujeme soudet tak, ¥e jej poloZime rovnym A4
piipadng BY podle toho, zda ptivodni souget byl mensi nez 4'” nebo vétsf nez BV,
Zavedeme-li pro toto s&itani symbol @, je pro kaZdou podminku x, &slo A? a index
i=12,..,k

x4 p®
(3.1.2) NGV AR L N je-li x4 A
B

v intervalu <A(i), B”)> ,
Z— vlevo od intervaly <4®, B9y
AN vpravo od intervalu (A4, B .

Podobny vyznam ma i znak ©, ktery definujeme vztahem
(3.1.3) x(® o JAC N ) ® (m h(i)) )

Hledani optimalni podminky x (maximalisujici f(x)) probihd v cyklech, jez se
déli na kroky. V n-tém cyklu vychazime od podminky x, a dospivime k podmince
X,+1, kterd je vychozi podminkou pro n + 1-vy cyklus. Pfitom se n-ty cyklus déli
na kroky 1, 2, ..., h,; v j-tém kroku odhadujeme funkéni hodnotu f(x, ;) pro podmin-
ku x, ;; ziskanou hodnotu zna¢ime y, ;. Prvych k& + 1 kroka (j =0,1,...,k) je
zkusebnich a urcuje se v nich smér, v némZ bude zménéna podminka x,. Dalsi
kroky jsou pracovni a jejich koneénym vysledkem je urdeni x,,, ;.

3.2. Piiprava vychozich prvkit. Zvolme kladna &isla ¢?, ' mensi nez 2(4” — B)
pro i = 1,2,..., k, napf.
(3.2.1) oD = (40 DY D < 0

v jednotlivych cyklech pak budeme potfebovat hodnoty
. L c®
(3.2.2) el = (= 1yt S

Y

(i)
a = (- I)n+1 7‘7*,

Ynd
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prigemz |c{?| resp. |a\”| nazyvame délkou zkuSebniho resp. pracovniho kroku a je
moZné je snadno uréit z hodnot tabulky 1. Kone¢né je tfeba uréit x,, vychozi pod-
minku pro aproximaénf proces. Neni-li divoda k jiné volbg, miiZeme poloZit

(3.2.3) P = 24P + BY).
Tabulka 1

1 IR 1 1
" RE s L G
1 o } 1 I 0,50 l 0,13
2 ‘ 0,84 0,59 17 0,49 | 0,12
3 \ 0,76 0,44 ‘ 18 0,49 ‘ 0,11
4 ‘ 0,71 0,35 19 0,48 0,11
5 | 0,67 0,30 | 20 0,473 | 0,106
6 ‘ 0,64 0,26 | 21 0,467 ' 0,102
7 ‘ 0,61 0,23 | 2 0,462 | 0,098
8 0,59 0,21 | 23 0,456 0,095
9 | 0,58 0,19 | 24 0,452 0,092
10 \ 0,56 0,18 25 0,447 | 0,089
11 | 0,55 0,17 [ 26 0,443 | 0,087
12 0,54 0,16 [ 27 0,439 % 0,084
13 ‘ 0,53 0,15 ‘ 28 0,435 0,082
14 | 0,52 0,14 29 0,431 0,080
15 1 0,51 0,13 | 30 0,427 0,078

1 ‘ ———. B —

3.3. Urceni sméru v n-tém cyklu. Zjistime odhady y, o, ¥, 15 - - ¥, 4 funkCnich hod-
not pro tyto podminky:

1) — 1 2) o~ 2 k-1 k—1 k k
(33']) Xn0 — [sz ) @ C'(. )’ Xf; ) @ Cr(x ), . )() ( ), X( ) O C( )
"1 1 2 2 ‘1 -1 k (k

Xt _[x()/“p(> ()K\()’.' )@( ) g)ocn)],

1 1 2 2 k—1 k—1 k k
X2 [X()@C(),X()O()..,( )OC( ) )(1)@6;(1)]’

: 1) ~ (1 2 (2 (k—1) Ay k—1) (k) Kk

xn,kﬂ:[()(»c“ PO, L xEV DD AP O],
1) 1) (2 (2) ( -1 (k—l) (k) k

)Cn,k = ( O ( s n)e(‘n ERCERE ] ; @( X @[’f,)]-

Z hodnot y,,; ur€ime

+ ]’ Je"h Yu,i = Vno > 0 >
(i) /

(332) An < 0:- je']i Yu,i 7 o = 0 ’
- 1 jﬁ?-“ Yui = Vo < 0.
(A2 = 1 resp. = — 1, znadi, Ze smér zmény i-t¢ soutadnice bude shodny se znamén-

kem resp. opacny znaménku &isia alP.)

165



3.4. Postup v uréeném sméru. Rozli§ime dvé modifikace o = 0,1,
Modifikace & = 0:

(3.4.1) X0 =P @AY =12, k;

v tomto pfipadé se neprovadi Zadny pracovni krok a ihned se uréi x,. ;.
Modifikace « = I:
Klademe pro j = 1,2, ...

(3.4.2) A0 =X @ AP pro i=1,2,...,k,
j=12 ...
(4. napt.
ey =[x @ 340aD, P @ 34 e, .., xP © 341a0])

a ziskavame odhady y,; hodnot f(x, ;) pro j =k + 1, k + 2, ... tak dlouho, aZ
ziskané odhady poprvé neprojevi vzestupnou tendenci, tj. aZ nastanc jev

(3.43) C Pt <2 <o < V=t Z Pag -
Pak je postup v daném sméru skon&en a klademe

(3.4.3) Xpt1 = Npn=1»
takzejex(), = x4+ (h, — 1) 4P proi=1,2,.., k.

4. VLASTNOSTI METODY

Za velmi obecnych podminek konverguje posloupnost x,, x,, ... ziskani aproxi-
mad¢ni metodou k podmince x, v niZ nabyva funkce fsvého lokalniho extrému.

P#i praktické aplikaci ov§em neprovadime nekoneéné€ mnoho cykli, avsak zkuse-
nost ukazuje, Ze se hodnoty x, bliZi svym limitnim hodnotam s rychlosti prakticky
uzZite¢nou.

Predpoklady, o nichZ jsme se zminili, vyZaduji pfedev§im, aby pouZité odhady
funk&nich hodnot byly ziskany z nezavislych experimentl a aby jejich nepfesnost
nerostla v prabéhu aproximace nade vSechny meze. Pro podrobngj§i formulaci
viz praci [4].

Jestlize ma tedy funkce f jediny lokalni extrém a je to maximum, konverguji x,
k podmince, v némz funkce f tohoto maxima dosahuje.

Jestlize v8ak ma funkce f vice lokalnich maxim, neni zarudeno, Z¢ metoda vybere
nejvetsi z nich. Jestlize f je v néjaké oblasti konstantni, mizZe aproximaéni metoda
zlstat v této oblasti. Neni presné zndmo chovani metody v okoli lokalniho minima,
avak nebezpedi, Ze by metoda konvergovala k bodu lokéalniho minima, nepovazujeme
za prakticky vainé.

Horsi jsou potiZe s vétsim poétem lokalnich maxim, které nelze odstranit jinak,
neZ systematickym odhadem funkénich hodnot f(x) pro dosti hustou sit hodnot x
(faktorialnim experimentem s velkym poc¢tem hladin) nebo jinym postupem, zname-li
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funkéni tvar funkce f. Posledni pfedpoklad bude zfidka kdy splnén a prvni postup
je velmi naro¢ny na pocet odhadovanych funk&nich hodnot. Situace se zlepsi, zname-li
hodnotu funkce f v jejim absolutnim maximu, nebotf v tomto pfipadé maZeme
posoudit, zda je hodnota f(x,) blizkA tomuto absolutnimu maximu. Je-li blizka,
miizeme hledani optima skon¢it. Neni-li blizka, ale vykazuje-li s rostoucim n rostouci
tendenci, pokracujeme dalsimi cykly. Neni-li blizka, avSak uz se neméni, tj. domni-
vame-li se, Ze jsme se jiZz pribliZili k lokalnimu maximu, jez v8ak neni absolutnim
maximem, miZeme zkusit dospét k absolutnimu maximu novou aplikaci metody
pii radikalni zméné vychozi podminky x,.

Vyhodou aproximaénich metod je, Ze nevadi, jsou-li ménéné soufadnice x*,
x@ xR ve vzajemné interakei. Tento piipad je v praxi velmi asty a znemoZ-
fiuje pak pouziti metod latinskych a Feckolatinskych Etvercii, které jinak, tj. jsou-li
interakce zanedbatelné, jsou velmi uc¢inné. Oproti faktoridlnim pokusiim, které
jsou také aplikovatelné pfi pfitomnosti interakci, ma aproximaéni metoda vyhodu
ve snadngjsi interpretaci a v Uspofe poétu pozorovani, kterd je znacnd a rapidné
roste pii zvétSovani poctu sledovanych proménnych. Zvolime-li pocet hladin roven 3
u kazdého z k faktor( sledovanych faktorialnim pokusem — a poéet 3 hladin je
nejmensi, pri kterém je mozZno aspoi pfiblizné hledat optimum — pak zvySeni
poftu sledovanych faktort z k na k + 1 ma za nasledek trojnasobné zvySeni celko-
vého poétu pozorovani. Proto se obvykle experimentator chrani ptibrani dalSiho
faktoru v Gvahu, pokud ma obavu, Ze tento faktor nema vliv na studovanou vlast-
nost. Opomine-li oviem v disledku této obavy faktor, ktery ma vliv, miZe to zna-
menat podstatné znehodnoceni vysledku prace. Naproti tomu pfibrani dal§iho
faktoru (proménné) je vyhodné, ma-li vliv, a jestlize nema vliv, zvysi pfi pouZiti
aproxima¢nich metod pocet pozorovani nanejvy§ na (k + 2)/(k + 1) nasobek.
NezatéZuje tedy toto pfibrani dal§iho faktoru experimentatora ani zdaleka tak jako
u faktorialnich pokusf, coZ umoZfiyje sledovat aproximadnimi metodami velké
mnoZstvi proménnych a poskytuje nadé&ji podchytit vSechny vlivy pro dany problém
dulezité.

5. PRIKLAD

Uvedeme vysledky umélého pokusu, ktery byl proveden jen pro ilustraci pouZité
metody, a ktery nemé samostatného vyznamu. Snazili jsme se najit maximalni
extinkei f(x, x®, x¥) smési roztoku kyseliny citronové, roztoku sekundarniho
fosforeénanu sodného a chloridu sodného ménénim vinové délky x"), koncentrace
x® Kyseliny citronové a koncentrace x** chloridu sodného; extinkce byla méfena
na Hilgerové fotometru. Zvolili jsme modifikaci o = 1 (viz (3.4)). P¥ipustnymi
hodnotami pro ka*dou z proménnych byla kladn4 &isla, odhadovalo se, %e pro x*,
x® x bude optimum leZet po fadé v intervalech (4000, 5000), (0, 2), (2,5; 7.5).
V souvislosti s tim jsme zvolili
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(5.1) xD = 4500, X =1, =5,
P =100, ¢? =02, V=05,
aV = 200, a? =04,, a® =1

a piipravili jsme si predem tabulku ngkolika ¢ = (= 1)""'c//n] a ol =

= [(= 1)"*"*a'"]j/n*] se zaokrouhlenim, které umoZifuje skuteéné nastaveni sle-
dovanych proménnych. Vypocet téchto hodnot nAm umozni tabulka 1.

Tabulka 2
n (Tgl‘ ) C;Z) (’513) Hgll) [15,2) 6513)
1 100 0,20 0,5 200 0,4 1
2 — 80 —0,20 —0,4 ~ 120 —{Q,25 —0,6
3 80 0,15 0.4 80 0,20 9,4
4 —70 —0,15 —0,35 —170 —0,14 —0,4

V tabulce 3 je zachycen priibgh prvych étyf cykld, v nichZ jsme sc jiZ, jak lze soudit,
pfiblizili optimalnim hodnotam proménnych &isly x™ = 3800, x* =0, 1 =
= 0,6. Sloupec 1 udava &islo cyklu, sloupec 2 &islo kroku, ve sloupci 3 hvézdicka *
znadi, Ze v tomto fadku je zapsana vychozi podminka cyklu (jeji prva az tieti soufad-
nice je po Fad@ zapsana ve sl. 4—6). Dile jsou v Fadku oznaeném = zapsany ve zby-
vajicich sloupcich délky pracovnich krokd. V dalfich fadcich jsou jiz zapisovény
ve sl. 4 —6 soutadnice podminek x, ; a ve sloupci 3 jeSté vyznacujeme kroky, v nichZ
se uréuje smér, pismenem S. V téchto fadcich jsou pfipsany ve sl. 8—10 hodnoty
A4l Podminky x, ; pro j=> 3 pak ziskdvame pficitinim t¥chto vyznadenych
hodnot A{"a'” k soutadnicim vychozi podminky oznadené *, Ve sloupci 7 jsou na-
méfené extinkce pro pfislusné podminky, v fadcich s # cxtinkce bud uvedena neni
(pro n = 1), nebot metoda nevyZaduje jeji pozorovani, nebo je uvedena v zivorce
(pro n > 1), nebot nebyla v tomto fadku zvlast pozorovina, ale jea pro piehlednost
tabulky byla opsana z fadku pfedesiého.

Ctenaf tedy snadno verifikuje zachovani obecné predepsaného postupu. V ¥adku

al" z tabuiky 2. V nasledujicim fadku n = 1, j = 0 je uvedena podminka Xi0 =

=[x = e XD = e, P — Y] = [4500 — 100, 1 - 02, 5--0,5] =
= [4400; 0,8; 4,5] s hodnotami x{" z pfedchoziho fadku a hodnotami ¢{” z tab. 2.
Pak jsou postupné v dalgich fadcich uvedeny podminky x, ;, které vzniknou z x, , na-
hrazenim j-1é scufadnice Cislem x‘l” + c(lj). Z hodnot extinkce y, ; napozorovanych
za téchto podminek je uréeno 49” pro kazdé i. Protoze je y, ; < y, o pro kazdé j = 1,

2,3,je 49 = — 1proj=1, 2,3, coje vsouladu se zapsanymi hodnotami aaP =
= — 200, 4P = — 04, 4P = — 1. Viadcichn = 1,/ = 4,5, 6, 7 jsou pak
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Tabulka 3

Podminka Extinkce al® pro *
AWDa(D jinak
no| Xusj Yei | =1 2 |3
v 2|3 o4 s e |1 |8 o | 10
|
1 * 4500 1 5 [ 200 0,4 1
0 S 4400 | 08 4,5 313
1 S 4600 | 0,8 45 46 | —200
2 5 4400 1,2 4,5 266 | —04
3 5 4400 | 08 5,5 288 & ~1
|
4 4300 | 0,6 4 819 |
5 4100 | 0.2 3 1 696 \
6 3900 | 0 2 4140 |
7 3700 | 0 1 3200 |
IR R T ) D S |
2 * 3900 | 0 2 (4140) | —120 | —025 | —0,60 |
0 S 3980 | 0,20 2,4 2850
1 S 3720 | 0,20 2,4 4210 —120
2 S 3980 | 0,00 2.4 3240 -0,25
3 S 3980 | 6,20 1,6 3120 ~0,60
4 3780 1,4 4080
3660 | 0 0,8 3100
: ‘ |
3 * 3780 | 0 [ 14 (4 080) 90 0,20 | 040
0 S 3700 | 9 1,0 3700
1 S 3860 | 0 1,0 4350 90
2 S 3700 | 6,15 1,0 3 400 —0,20 |
|3 S 3700 | 0 1,8 3 600 —0,40
S — — — :
4 3870 | © 1 4400 |
5 3960 | 0 0,6 3980 i
S S S ———— e e L —
4 * 3870 | 0 I | (45400 | =70 | —~0,14 | —0,40
0 S | 3940 | 0,5 1,35 4010
1 s 3800 | 0,15 1,35 4700 —170
2 S 3940 | 0 1,35 4150 ~0,14
3 S 3940 | 0,15 0,65 4120 --0,40
4 3800 | 0 0,6 4800
5 3730 | 0 0,2 4300
5 * 3800 | 0 0,6 (4 800)
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5000 vinova délka
4500
4000 T
3500 1 1 1 [ I I B —
701 1 1 2 3 4 n
¥ 4 5 6 4 4 4 Ji
.5 konc kyseliny citronoveé
1
1,0
05
0 2 e @ .1 .t -
1 1 1 1 2 3 4 n
* 4 5 6 4 4 4 J
75 konc. chloridu sodného
5,0
25
0 L i 1 Lo L g 1 1
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Obr. 1. Grafické sledovani prab&hu aproxi-
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macniho procesu.

v tomto sméru ménény podminky. Protoze
jen nezdporné hodnoty soufadnic jsou pii-
pustnéajex{? 4+ 34%PadP =1 -3.04 =
= — 0,2, je druh4 soufadnice podminek
Xy,6 @ X 7 rovna 0. Podminkou x, ; kon¢i
postup ve zvoleném sméru, nebof v tomto
kroku nastal pokles v mé&fenych extink-
cich. Pfedposledni podminka x, s je vy-
chozi podminkou druhého cyklu a data
z tohoto Yadku jsou pfepsana do dal§tho
fadku n = 2, *. Zavorkou kolem extinkce
je naznadeno, Ze se nejednd o dal3i neza-
vislé mé&feni a do sloupcit 8 — 10 jsme si pfi-
pravili hodnoty a$? pfevzaté z tabulky 2.

V dal§im fadku je j = 0. Prva soufad-
nice podminky p4 je x® — ¢{? = 3900 —
— (~ 80) = 3980. Urceni ostatnich sou-
fadnic probiha analogicky. Podle naméfe-
nych extinkci uréime tentokrat A% = 1
a tak jsou op&t sméry zmén jednotlivych
soutadnic zdporné (proti pfedeslému cyklu
se zménila pouze délka pracovniho kroku).
V tomto cyklu pfinese postup zvySeni ex-
tinkce jen v prvém kroku pfi podmince
X, 4, kterd je tedy vychozi podminkou pro
dal§i cyklus, v pofadi t¥eti. Podobng se
postupuje v dalsich cyklech. P¥i podmince
= 3800, x® =0, x* = 0,6 je pak
dosaZeno extinkce 4800. Pii posuzovani
otazky, kdy je vhodné skoncit aproxima-
tivni proces, miiZze ndm pomoci grafické
znazornéni.

6. GRAFICKE ZNAZORNENI{ PRUBEHU
APROXIMACNIHO PROCESU

V grafu v obr. 1 jsou vyneseny sou-
Fadnice ménénych podminek a pfislusné
extinkce tak, jak byly potfad& napozoro-
vany v pracovnich krocich kazdého cyklu
s vyjimkou posledni podminky cyklu,
ktera jiZ ptinasi zhorSenl.



Z grafu vidime klesajici tendenci druhé a tfeti souradnice, kdeZto optimalni hod-
nota vinové délky leZi v blizkosti &isla 3800.

7. MOZNA MODIFIKACE POSTUPU

Jsme-li jiZz blizko optimalnich podminek, mlZe se stat, Ze po kaZdém urceni
sméru jen jeden krok ptinadi zlepseni. Pak je mozné prejit na modifikaci a = 0, tj.
provadét vidy jen jeden pracovni krok bez zkouseni, zda by daldi neptinesly zlepseni
a po tomto jednom kroku zacit hned dalsi cyklus. V uvazovaném ptikladu by takovyto
postup mohl pfinést zlepSeni jiZz od druhého cyklu pocinaje.

8. SUBJEKTIVNI ZASAHY DO PROCESU

Obecnost aproximaéni metody pasobi, Ze neni schopna vidy dost dobfe reagovat
na viechnu informaci z pokusi ziskanou. Experimentator mize zkouset dosahnout
rychlejs$i aproximace subjzktivnim zasahem, napf. zménou délky zkuSebniho nebo
pracovniho kroku pro jednotlivé soufadnice, nebo radikalni zménou soufadnice,
méni-li se stale, ale pfili§ pomalu,v uréitém sméru (napf. zménou koncentrace chlo-
ridu na 0 v uvazovaném piikladu). Pro picsngjsi alokaci optima ke konci procesu
nebo prib&hem celého procesu, nejsou-li pfitomny interakce, miiZe pomoci gra-
ficky zaznam odhadu derivaci sledované funkce, které ziskavame prib&hem procesu.

9. ODHADY DERIVACI FUNKCE f

Podil [y, ; — yaol/[2¢{7] lze povaZovat za odhad parcialni derivace funkce f
(pokud tato derivace existuje) v bod& (podmince) x,. Rikdme, Ze sledované soufad-
nice nejsou v interakci, jestlize
tato parcialni derivace zavisi 10 |}
jen od i-té soufadnice x{”,
Grafické vyneseni téchto od-
hadfi nam umozni nékdy od- 51
hadnout, jak blizko jsme jiz
optimalni hodnoté soutad- L

. 0
nice.

Jestlize predpoklad nepfi-
tomnosti interakei neni splnén, 51

projevi se to obvykle tim, Ze
ziskané odhady derivaci nelze
proloZit rozummnou kfivkou. o |

Pro uvaZovany priklad do- 1
stavame pro hodnoty 4500, Obr. 2. Zavislost (3, ; — », o)/(2¢,) na x{M.
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3900, 3780, 3870 vlnové délky po fadé tyto odhady derivace podle této proménné:
46 — 313 4210 — 2850

_ ]7347 —_——— = — 8,50,
200 — 160
o 700 —
4330 = 3400 _ 5o, A0 —A0I0 g os
160 ‘ - 120

které jsme té7 vynesli do grafu obr. 2.

Pii interpretaci takového grafu je tfeba ovSem znaCné opatrnosti a budeme Cinit
zavéry obvykle z vétiiho poctu bodi, neZ které jsme ziskali v naSich 4 cyklech. Na
druhé strané nam viak nezaleZi na pfesném vystiZeni tvaru této zavislosti, ale pouze
na odhadu, ve které oblasti je derivace kladna a kde je zaporna.

10. POUZITI APROXIMACNI METODY PRO ZLEPSENI VYROBNIHO PROCESU

Pfi hledani optimalnich podminek v laboratofi pljde velmi Casto o to, urdit
optimalni podminky pro né&jaky vyrobni proces. Odhad téchto optimalnich podminck,
ziskany v laboratofi (pﬁpadné poloprovozu) se mize od skuteCného optima liSit.
Chyba je zplsobena jednak omezenym ¢asem i1 prostfedky na laboratorni a polopro-
vozni vyzkum, jednak rozdily mezi laboratornim modelem a skuteCnym vyrobnim
procesem. Pritom velikost zejména druhé z obou chyb je velmi téZké odhadnout.
Na druhé strané vyrobni proces je sam sob# dokonalym modelem a doba, po kterou
Ize z jeho prib&hu Serpat zkulenosti, je vzhledem k dob& urcené laboratornimu
vyzkumu prakticky neomezena.

To vybizi k pouziti aproximaéni metody pfimo k zlepSovani vyrobnich procest,
v némZ se vyjde od podminek stanovenych pfedbéinym vyzkumem laboratornim
a poloprovoznim a v némz se blizime k optimalnim podminkam procesu. Pritom
je moZné vidy predem stanovit obor ptipustnych podminek, z n€¢hoZ aproximaéni
metoda nevykrodi. Dale je mozné zvolit takové délky pocateénich krokd zkuseb-
nich a pracovnich, aby zmény v podminkach, které bude aproximaéni metoda
pozadovat, aby mohla rozhodnout o vyhodném sméru zmén, nebyly z praktického
hlediska podstatné. PouZiti aproximacnich metod pro optimalizaci vyrobniho procesu
je tim takavéjsi, Ze tu vzhledem k dlouhé dob& moZného procesu aproximace maji
pfimy vyznam limitni vlasinosti metody.

Predpokladame tedy, Ze

(10.1) Hledame optimalni podminku x = [x™, x® . x®7] mezi p¥ipustnymi
podminkami tj. takovymi, pro néz 4; = x' < B,. (Bez ujmy obecnosti mZeme
predpokladat, Ze méfitka pro jednotlivé soufadnice zvolena tak, Ze A, = 0, B, = 1;
takZe podminka x je pfipustna, je-li 0 £ x'? < | pro viechna i.) Obor piipustnych
podminek byl zvolen jiZ tak, Ze v ném zasadné maZeme zvolit jakoukoliv podminku,
aniZ dojde k nepfijatelnym dasledkéim (havarii, vyhasnuti reakce apod.).
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(10.2) Optimalizovany systém vysild udaj o kvalité procesu a to bud spojité
nebo, jedna-li se o SarZovy proces, na konci kazdé 3arZe.

(10.3) Lze urcit dobu 4 s toute vlastnosti. Jestlize jsou volitelné podminky ne-
ménné a rovny x v &ase (1, — 4, t) pro ¢ > f,, pak kvalita procesu v intervalu (1o, 1)
nezéavisi na stavu procesu v dob& pfed okamZikem 7, — 4 a jeji stfedni hodnota
f(x) je zAvisla jen na x.

V pfedchozi podmince bychom mohli nazvat 4 dobou odeznéni nebo maximaini
paméti daného systému. Pfedpoklad (10.3) dale znamena, Ze p¥i neménné podmince x
se neuplatiiuji Zadné jiné vlivy kromé nahodnych. V pfipad¢ dal$ich zmén v nekon-
trolovanych podminkéach by stfedni hodnota kvality v intervalu (f,., 1) zavisela nejen
od x, ale i od 7, a  amohli bychom ji psat ve tvaru f;_ (x). K pouZiti aproximacnich
metod v pfipadu, kdy plati podminka (10.3), seslabend vSak zavedenim f; (x)
misto f(x), se vratime pozdéji v odst. 12.

Pii spinéni podminek (10.1) — (10.3) bude zpéisob pouZiti aproximaéni metody
patrny, jakmile provedeme rozdéleni prib&hu procesu na ¢asové intervaly odpovi-
dajici krokdm aproximacni metody.

U sarZové vyroby mohou aproximacni kroky byt realisovany jednotlivymi SarZemi
tehdy, jestliZe se priibéhy v ¢asové sousednich SarZich vzajemné neovliviuji, pficem?z
kvalita jednotlivé SarZe je odhadem y stfedni kvalityf(x) pfislusné zvolené podmince
x. (Nejsou-li SarZe vzajemns nezévislé, je tfeba mezi jednotlivymi kroky vynechavat
tolik SarzZi, aZ je nezavisiost vysledkid v jednotlivych krocich zarucena: ziejmé sta-
&, aby mezi jednotlivymi kroky byla Casova vzdalenost aspoii 4.) U spojité vyroby
je tieba rozdéleni na kroky uméle provést a k tomu zvolit dobu 9, po kterou sledu-
jeme kvalitu procesu v kazdém kroku. Pfed zapocetim sledevani kvality musi byt
jiz po dobu aspori 4 nastavena pfisluind podminka. Oznalime-li tedy ¢, ; zaCatek
J-tého kroku n-tého cyklu, jestlie v &ase 1, ; + & je jiZ nastavena podminka x, ;
budeme sledovat kvalitu v ¢asovém intervalu {t, ; + €5, 1, ; + &), kde g, = ¢ + 4,
&, = & + 6. Kvalitu y, ; pak poitame jako integral z kvality y(r) spojité méfené
v tomto intervalu, tedy
(10.4) Yoy = foia (o dr.

Dalsi krok nebo dalsi cyklus zaind v dobé ¢, ;1 > 1, ; + €.

Pocet krok, které Ize vykonat v daném ¢asovém intervalu, a tim i do zna¢né miry
rychlost, s niZ aproximaéni metoda hledd optimalni podminku, zavisi pfedevsim
na dob& 4. Tak pii praktickych aplikacich se miZe doba trvani jednoho kroku
fadové ménit od nékolika hodin do zlomkd vtefiny.

Pti malych 4 by bylo nevyhodné provadét zménu podminek ru¢nim nastavovanim
pro ztratu rychlosti. Piistroj, ktery by podle aproximacni metody takové zmény
provadél automaticky, a ktery miZeme nazvat automaticky optimalizator, 1ze vzhle-
dem k jednoduchosti aproximacni metody snadno konstruovat a jeho pouZiti by
bylo zfejmé vyhodné i tam, kde by v zasadé mohl provadét — pii velkém 4 — po-
tiebné tkony 1 clovek.
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11. AUTOMATICKY OPTIMALIZATOR

Podle zavéru predchoziho odstavce Ize nejjednoduseji zobrazit zapojeni optimali-
zatoru, ktery spolu s optimalizovanou soustavou tvofi samoadaptivni systém, ve
schématu obr. 3.

Zapojeni optimalizatoru (.l/daje o volilelnych poa’m/nkéch (1

predpoklada, 7e optimali-

zovany systém je jiz na oo ¢ ] A *“-
znaéné urovni automatiza- Oplimalizovany O,DT/ma[iszor
ce (je tieba automatické systéem  (2) (3)

sledovani kvality a nasta-
vovani a udrZovani pod-

minek). Typickym piikla- Udaj o kvalité (4)
dem bude celek tvofeny
vyrobnim procesem a re- Obr. 3. Schema samoadaptivniho systému.

guldtorem. Regulator sam

miiZze byt jiZz pfipadné extremalnim regulatorem, vyuZivajicim n&kterych specifickych
vlastnosti vyrobniho procesu a optimalizator mtZe volit podminky ne pouze p¥imo
souvisici s vyrobnim procesem, ale i podminky urcujici ¢innost regulatoru. V né-
kterych piipadech nebude

Optimali ) systém (2 . .
plimalizovary_systém (2) mozné piimo méfit kvali-

{_ . 7, tu, ale bude nutné ji zviast-
| Vyrobna, . (5) (7 | nim  pocitatem pocitat.
| | laboralorni Reguldtor (Kdyby vsak uréeni této
| | gparatura a pod } kvality vyZadovalo kom-
yzadovalo kom

: e ves | 1 plikovangjsich ukond, bylo
| .. | ey by mozné funkci tohoto
| | LT T pocitace spojit s funkei
| | Poditac urcujici ' Optimalizator optimalizatoru a ob& vy-
| | kvalitu ©) , (3 konavat universilnim sa-
Ll _ | modinnym pocitadem.) Po-
4" Kvalita (4) drobnéjsi a specialngjsi

: schéma zapojeni optimali-

Obr. 4. Podrobnéjii schema zapojeni automat. optimalizitoru. ~ ztoru je uvedeno v obr. 4.

i2. OPTIMALIZACE V PRIPADI MENICICH SE NEKONTROLOVANYCH PODMINEK

Pfi striktnim splnéni pfedpokladu (10.3) by se podminky ménéné optimalizatorem
po jisté dobé prakticky ustalily na limitni hodnoté. V takovém pfipadé by bylo
mozné optimalizator odpojit a pouZit jinde.

V praxi mize viak dochazet k poruseni pfedpokladu (10.3) tim, Ze se nepodafi
udrZet ostatni podminky kromé optimalizatorem kontrolovanych, neménné. Pak
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zavislost f kvality procesu na podmince nastavené optimalizitorem se méni s Casem.
Jestlize rychlost, s jakou se blizi aproximaéni metoda k optimalnim podminkam, je
v&t§i neZ rychlost, s niz se poloha optima méni vlivem zmén nekontrolovanych pod-
minek, Ize s Uspéchem aproximaéni metody uZit. V takovém pfipadé miZe byt do-
konce prakticky dasledek aproximaéni metody zavaznéjsi, i kdyZ po teoretické stran-
ce se nejedna o tak p¥imou a jednoduchou aplikaci, jako pfi spInéni podminky (10.3).

Pfi pouziti aproximadni metody pii ménicich se nckontrolovanych podminkach

je vsak tfeba si pfipomenout jednu vlastnost této metody. Vime z odst. 3, Zc se prii-
béhem aproximace zmensuji délky jak zkuSebniho tak pracovniho kroku, coZ zna-
mena v podstaté zpodrobiiovani studia maximalizované funkce. Jestlize vSak dochazi
k zménam této funkce a tedy ke zménam optimalni podminky, vedlo by toto zjem-
néni krokl posléze k p¥ili§ pomalé aproximaci optimalni podminky. Proto by bylo
tieba vidy, jakmile se aproximace pfili§ vzdali od skute¢né optimalni podminky,
zménit stav aproximacni metody na pocateéni, tj. zacit znovu s pivodni délkou
krokt. Technicky provést takovéto pfepnuti neni Zadny problém. ObtiZngjsi vsak je
urdit, kdy k takovému prepnuti ma dojit. Regit tuto otizku je mo¥né rizné podle
konkretnich situaci, které se li§i zejména podle toho, zda a) Ize urcit vS§echny pod-
statné zmény v nckontrolovanych podminkach a zda b) je za kazdé situace znama
maximalni dosazitelnd kvalita. Je-li splnén pFedpoklad a), miZeme pfepinat na
pocate¢ni stav pfi podstatné zméné nekontrolovanych podminck. Pfi spinéni pied-
pokladu b) mGZeme piepinat vZdy, kdyZ odchylka maximalni kvality od dosazené
kvality pfekro¢i urditon mez. Neni-li splnén ani predpoklad a) ani b), lze n&kdy
pfepinat v pravidelnych Casovych intervalech, a konecné¢ by bylo mozné soudit
na zménu nekontrolovanych podminek z nendhodného poklesu kvality (posledni
zplisob viak nenf jeSt€ konkretné propracovan).

Dals$i moZnosti — pfi ¢astych zménach nekontrolovanych podminek — je pouZiti
modifikovaného postupu, v némz se hodnoty «'”, ¢{? nahradi konstantami. Apro-
ximadni metoda tim ztrati své limitni vlastnosti, avSak za dané situace bude rozdil
mezi takto upravenou metodou a pivodni jenom maly.

ProtoZe rychlost konvergence k optimilni podmince zavisi na neznamém
tvaru funkce f, nelze pfedem Fici, kdy bude tato rychlost v&t§i neZ rychlost zmén
nekontrolovanych podminek. Lze udat jen dolni mez Casového obdobi, v némz jec
optimalizator schopen vykonat uZiteCnou zménu v optimalizované podmince:
je to 1 cyklus. Na druhé strané se zda, Ze v mnohych piipadech po 4—10 cyklech
povede aproximaéni metoda k podmince velmi blizké optiméalni. Pfitom cyklus pfi
modifikace o = 0 ma k + | krokd, tj. trva zhruba (4 + 6)(k + 1) a pii d = 4
trva 2(k + 1) 4, kde 4 je doba odeznéni optimalizovaného systému,

P¥i rychlosti zmén nekontrolovanych podminek vétsi nez je rychlost aproximace,
bude nasazeni optimalizatoru malo nebo vibec ucelné. AvSak nebude ani Skodlivé,
pokud aspon nepfipustime existenci specidlniho dabla, ktery by ménil nekontrolo-
vané podminky tak, Ze smér, ktery byl vyhodny pfi zkouseni sméru, povede k poklesu
kvality pfi nasledujicim pracovnim kroku.
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13. POZNAMKY

Pozniamka 1. Vliv nedokenalosti regulatoru. V kenkretnich piipadech
se miZe stat, Ze reguldtor nepini presné funkci, kterou od ng&j poZadujeme. Hod-
noty odpordi napf. mohou byt oznaleny teplotami, které maji urdovat, skute¢né
teploty se viak mohou od vyznacenych a také i od métenych lisit. Nedokonalosti
tohoto druhu nejsou vSak podstatné pro funkei automatického optimalizatoru, ktery
méni hodnoty k volitelnych odport (nebo jinych parametrt) regulatoru tak, aby
dosahl maxima kvality daného systému skladajicihc se z vyrobny a regulatoru. Jiny
reguldtor znamena prosté téZ jiny optimalizovany systém.

Poznamka 2. Chyby v méfeni kvality. ProtoZe tidaje o kvalité se pouZiva
pouze k jeji maximalizaci, nevadi, je-ii Gdaj o kvalité zaménén udajem o néjaké
neklesajici funkei této kvality. Navic miZe byt toto méfeni kvality (nebo jeji ne-
klesajici funkce) zatiZeno nadhodnymi chybami.

Poznamka 3. Specifikace vystupu automatického optimalizdtoru.
Vhodnou jeji volbou miiZeme dosdhnout obecné pouZitelnosti, zejména vzhledem
k tomu, Ze je moZné konstruovat optimalizator tak, aby bylo snadné ménit podet
k optimalizovanych soufadnic. Jednou z moZnosti je realisovat vystup optimaliza-
toru k& ménitelnymi odpory s hodnotami v intervalu <0, 1>, na které se zapoji regu-
lator optimalizované soustavy.

Poznamka 4. Vliv pocétu optimalizovanych soufadnic. ZvétSeni poc-
tu optimalizovanych soufadnic z k na k + 1 se v nejhor§im pfipadé snizi rychlost
rastu optimalizované kvality na (k + 1)/(k + 2) néasobek a naklady na reahsau
optimalizatoru vzrostou méné neZ na (k + 1)/k nasobek.

14. PRIKLADY

Ptiklad 1. Vyrobna je detaZovy kontaktni kotel pro oxydaci SO, na SO;. Z vy-
robny do regulatoru se pfedavaji signaly o teploté na vstupu do jednotlivych etazi,
regulator vysila zpét signaly, udrZujici tyto teploty na urovnich Ty, T,, T3, T, po
fadé pro prvou aZ ¢tvrtou etdZ. Pro nastaveni téchto Ctyf norem Ty, T,, Ti, T, jsou
v regulatoru &tyfi volitelné odpory x'V, x'®), x3 x™ jez mohou nabyvat hodnot
z intervalu (0, 1). Pfedpokladame, Ze kazdym hodnotam téchto odporii odpovidaji
teploty, pii nichZ reakce skute¢n& probiha (tj. Ze teploty nejsou mensi neZ teploty
zé7ehu). Z vyrobny jde do automatického optimalizatoru udaj o konversi (% zreago-
vaného SO,); automaticky optimalizitor m&ni postupné hodnoty odporti x*), x*),
x3, x® tak, Ze se blizi optimalnim, to jest k t&m, jeZ davaji maximalni kvalitu
(konversi).

Podminka (10.3) pro moZnost nasazeni optimalizitoru bude vyZadovat, aby ze-
jména zmény v % SO, ve vstupnim plynu, které, jak zndmo, mohou siln¢ ovliviiovat
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jak konednou konversi tak polohu optimalnich teplot, bvly bud 1. regulacnim
zafizenim potla¢eny nebo 2. byly nahodného charakteru, pfi¢emZ by se musilo
volit 4 tak, aby nahodné vychylky %, SO, v okamZicich ¢asové od sebe o 4 vzdale-
nych byly nczavislé nebo 3. byly razu uvedeného v bodu 2, navic viak provazeny
systematickymi zménami v % SO,, ke kterym by vSak dochazelo pomalu relativné
k rychlosti aproximace.

Priklad 2. UvaZujme situaci z pfedchoziho pfikladu a s témito zménami. Z vy-
robny se do regulatoru navic predava signal o 9%, SO, ve vstupnim plynu a tkolem
regulatoru je udrZovat teploty na vstupech do etazi na hodnoté T{* + «;.% SO,
pro i-tou eta?. Konstanty T{, «; Ize volit zménami 8 odporii v regulatoru a tikolem
automatického optimalizatoru je jejich optimalizace.

Podminky pro nasazeni optimalizatoru jsou obdobné jako v piikladu pfedchozim.

Pfiklad 3. Jestlize v prikladu 1 je téZ regulovano % SO, ve vstupnim plynu
a droven, na némz je udrZovano, je jednou z volitelnych podminek, ncbude kvalita
procesu jiz udavana konversi, protoZe ménénim %, SO, se méni nejen technologické,
ale i ekonomické podminky provozu. V tomto pfipadé je tfeba pfesné urdit, co pova-
Zujeme za kvalitu, a pouZit poéitade tuto kvalitu pocitajiciho.

Dalsi piiklady pouZité optimalizatoru lze najit v pracich 1], [10].

15. JINE APROXIMACNI METODY

Mectoda popisovana v této praci vznikla modifikaci metody navrZené Juliem R.
Blumem [3] v roce 1954. Pro porovnani obou metod odkazujeme k praci [4], kde
jsou diskutovany i ostatni stochastické aproximaéni metody. Zatim vSak, pokud
je mi zndmo, nebylo navrZeno pouZiti téchto metod k automatické optimalizaci.
Na druhé stran¢ byla jiZz navrZena cela fada optimalizatord. N&které z nich jsou
ureny pro FeSeni specialngj§ich uloh, neZ jsme uvaZovali zde, a predpokladaji
znadné znalosti o optimalizovaném systému a jeho dynamickych vlastnostech
(viz napf. [2]). Jiné prace uvaZuji o pouZiti optimalizatoru pro zhruba stejny cil
jako my?), avak necituji znAmou jiz praci Blumovu [3] z roku 1954 v tomto sméru
a neporovnavaji jim navrzenou metodu s metodou, jeZ ur€uje strategii jejich optimali-
zatoru, Provedeme-li takové porovnani my, Ize ¥ici (aspoil pokud lze z publikova-
nych vysledkil soudit), Ze vlastnosti stochastickych aproximagnich metod jsou pod-
statn 1épe znamy, ncZ vlastnosti strategii dosud navrhovanych optimalizatord. .
Podrobngji si vSimneme nyni tfi z nich.

Prace [1] je velmi zajimava tim, Ze uvadi jiZ existujici instalaci optimalizitoru
Opcon a referuje o druhé zamyslené instalaci. Z ¢lanku neni patrné, jaka je strategic
Opconu, aviak v souvislosti s touto strategii cituje &lanek prace [8], [9] a [11].
Z nich posledni je u nas zatim nepfistupna, druhé dvé piedpokladaji, Ze pozorovani

2) S malym rozdilem, o n&mz se je§té zminime.
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maximalizované velidiny neni zatieno ndhodnymi chybami, Také (proto?) se pro
pouZiti Opconu pozaduje (viz [1]), aby ndhodna kolisani v kvalitd byla mala vzhle-
dem ke zmé&nam zplsobenym zménami optimalizovanych podminek. Neni zfejmé,
zda jde o pfedpoklad zasadni, nebo zda jde jen o prakticky poZadavek usilujici o to,
aby optimalizaéni proces probihal dostatecné rychle.

V ¢lanku [12] jsou udany 4 zajimavé metody, na jejichZ zakladé byl konstruovan
optimalizator na université ve Swansea; podle osobniho sdéleni autora nebyly jejich
vlastnosti matematicky studovany, avsak ovéruji se empiricky.

V roce 1958 navrhnul A. A. FELDBAUM [5] optimalizator se strategil, jeZ vznikla
diferenéni upravou metody nejvétsiho spadu, pripadné metody gradientu; konstrukce
optimalizatoru byla popsana v pracich [15] a [14]. Vlastnosti jsou studovany
v pracich [6] a [7] za pfedpokladu specidlniho tvaru sledované funkce. Feldbau-
mova metoda je nékterymi svymi vlastnostmi podobnd Blumové (s tim rozdilem,
Ze se nezmen3uje délka pracovniho a zkuSebniho kroku priibéhem procesu) a ma
podobné nevyhody jako ona (viz [4]), jestlize derivace maximalizované funkce
muZe byt malid v bodech vzdalenych od bodu maxima a velkd v jeho blizkosti, coz
byva v praxi pfipad casty. Dalsi vlastnost Feldbaumova navrhu, podle nizZ se ¢innost
optimalizatoru zastavuje, jakmile jsou hodnoty derivaci mensi neZ pfedem dané
kladné &islo, vede u funkci vyse uvedeného typu k zastaveni optimalizatoru, jakmile
se dostane dosti daleko od bodu maxima; to je zietelny nedostatek.

Zminime se je$té, ¢im se li§i stanovisko vétSiny praci jednajicich o pouZiti opti-
malizatoru od naSeho. Tyto prace uvadgji jako jednu z podminek nasazeni optimali-
zatoru existenci zmén nekontrolovanych podminek, tj. poruseni naseho pfedpokladu
(10.3). Souvisi to s v&tsi potfebou optimalizatoru v tomto piipadg, neZ v pfipadé
platnosti pfedpokladu (10.3) a s pfedstavou, Z¢ neméni-li se poloha optima, lze
optimalni podminku uréit pfedem (v laboratofi, vypo¢tem apod.). Nase stanovisko
je dusledkem toho, Ze posledni predstavu povaZujeme za mylnou, nebof tyto labo-
ratorni a vypoétové metody jsou metodami modelovani a chybami modelovani
jsou zatizeny. Pfitom a pfi ne zcela ptesné znalosti uvaZovaného procesu mohou
byt tyto chyby znaéné.

Na druhé strané soudime, jak jsme jiZ uvedli v odst. 10, Ze efekt Gsp&Sného pouziti
optimalizétoru bude tim vétsi, ¢im vétsi bude vliv zmén nekontrolovanych podminek.
Aviak tim nesnadnéjsi bude i docileni tohoto Usp&iného efektu, Usp&iné pouZiti
optimalizatoru bude asi nemoZné, budou-li zmény nekontrolovanych podminek
probihat stejné rychle nebo rychleji, nez jak se budou projevovat vlivem na kvalitu.
Takovéto ulohy nemohou optimalizatory naseho typu fefit. ReSeni miiZze prinést
lepsi zvladnuti procesu s eliminaci zmén nekontrolovanych podminek nebo aspon
jejich okamZitou registraci, kterd by umoZnila pouZit extremalniho regulatoru,
vyuZivajiciho znalosti dynamickych vlastnosti procesu s piipadnym pfipojenim opti-
malizitoru k optimalizaci extremalniho regulatoru. To je zavér, ke kterému dospiva
také A. Ja. LErNER [10].
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Pesrome

CTOXACTMYECKUHIN AMIIPOKCUMALUOHHBINT METO/] IS
YCTAHOBJIEHUSI ONITUMAJILHBIX VCJIOBUI
B DKCIEPUMEHTAJIBHOW PABOTE U B CAMOA JATITUBHBIX
CUCTEMAX

BALIJTAB ®AGHUAH (Vdclav Fabian)

B paboTe M3JI0%CH OIMH MHOTOMEpHBIH CTOXACTHYECKMH ammpOKCHMALMOHHbIN
METOJl, M PACCMATPHUBAIOTCA — M C NPUMEPAMH — €r0 NPHUIIOKEHHA KAK METoAa
3KCHEPUMEHTABHBIX MCCJACIOBAHUA M KaK CTpaTerMM ONTHMAJlM3aTopa B CaMo-
aJanTHBHBIX CUCTEMAX.,

179



OnucaHubiit MeToA GbUT TIpeJIoXeH W pa3paboTaH aBTOopoM B pabote [4]; oH
3aKJII0YAETCsL B TOCTPOCHUUM MOCHEAOBATCILHOCTH Xy, X,, ..., CXOJSIIECACS K TOUKE
X, B KOTOpoH JaHHast (PyHKIMS f JOCTHTAET CBOErO JIOKAJIBHOrO MakcuMyma. [1jis
NOCTPOEHUS 9TOH TOCHEAOBATENLHOCTH HE HAZO 3HATH AHAIWTHYECKHE CBOMCTBA
GYHKIUY f, HO Ul KAXI0TO X M3 00/1aCTH ONpEe/ICHHs HaJ0 UMETL BO3MOXKHOCTE
NOJIy4UTH 3HAYeHHe QYHKUMHK f(X) U €ro OUCHKY.

Cx0AMMOCTE TIOCTENOBATEIBHOCTH Xy, X5, ... K TOYKE JOKAJLHOTO MaKCHMyma
dyakuun £ noxazaHa TMPH 3HAYHTENBLHO OOINMX npeanooxennsx B pabote [4].
IMpennonaraercsa, yro 00MACTBIO oNpelesicHUs (QYHKUWH f SBISETCS MHOXKCCTBO
Touek x = [x1, x@, ..., x®], yrornernopsomux yemosuo A9 < x < B g
i=1,2,..,k

IHocmpoenue nocaedosamensHocmu Xq, X,, ... BEIOEpPEM TOYKH ¢, @ C NOJIOKUTENb-
HBLIMU KOOpJAMHATAMU D a'D MenbMH yem %(B(i) — A u Touky x, B obmactu
onpeneneunst Ghyuxkunu f. (Ans Beibopa mMoxem, HANPHMEP, HCHIONbL30BATH COOTHO-
wenust (3.2.1) u (3.2.3).) 3aTem onpenennm ¢, U a, cooTHoweHueM (3.2.2).

[Mpennonoxum, 4T0 yHKe ONPCIACHEHB! Xy, X;, ..., X,. ONpencauM oueHKu y, ; 3Ha-
venuit pynkuuu f(x, ;) (j= 0,1, ..., k) nud Toyek X, ;, ONPENENCHHBIX COOTHOINEHY=
ami (3.3.1), (3.1.2), (3.1.3). Onpemesnum uncna 447 mo (3.3.2).

CMoOTps TIo ToMy, moJibzyemcs i Moandukamrelt o = 0 nimm o = | anmpokcu-
MAIMOHHOTO MeTO/Ia "

a = 0:x,,, onpeneneHo cooTHoeHueM (3.4.1);

o = 1: OnpefenuM ONCHKU , ,s; 3HAaueHHH QyHkuum f(x, 1.;) AT X, 1y
onpesieseHHbIX cooTHomeHnem (3.4.2), nocrenenHo mug j = 1,2, ..., Noka mojy-
YeHHBIC OLEHKH ITPOSBAT TEHACHIIMU BO3PACTATh, T. €. IIOKA He HACTAHCT sBJIEHUE
(3.4.3). Torna x,,, onpeaenum cooTHoiuennem (3.4.4).

ITpaxmuueckuii onstm. B ctatbe [4] M3ydasncs METOM NMPU YCIOBUM AY = — oo,
B = } o0; B NPUITOXEHUSTX MOKEM TIONTB30BATBCS TOJIBKO KOHEYHOMH MO ANOCIeI0-
BATEJIBHOCTLIO NOCACA0OBATCIIBHOCTH Xy Xgy onn OHBIT O/JIHAKO IMOKA3bIBAET, YTO 3HA~
YeHUS X, CXOAATCS K CBOEMY NPEACIY C HPAKTUYECKH MOJIE3HOW CKOPOCThIO.

B npumepe, nprBescHHOM B TEKCTE, Oblga MCKOMON MAKCHMATLHAS SKCTUHKLNS
S, X, x93y emecu pacTBopa nuMonHo# KicioTsr, pacTsopa Na,HPO, u NaCl;
NPOM3BOAMTNCEH U3MEPEHUst IUTUHBL BosHBI X xonuerpawm x
1 kouuentpaunu x> NaCl. Brina BbI6pana Moanpukauus o = 1, nasee 6uLi0 110-

JIMMOHHOM KUCIIOTBI

soskeno AD =0, B = 4 oo, Havanenas Touka X, ¥ TOUKM ¢, @ AAHBI COOTHOLIE-
HueM (5.1), 3HaueHHs ¢, U @, pa3Melliedbl B Tabauie 2, a B tabmuue 3 onucaH xof
annpokcHuMallMM; B CTpodkaxX, B KOTOPBIX B CTOJIOUE 3 WMeeTcs *, NPUBEACHBI 3HA-
YCHUS X, U B CKOOKax 3HAYeHUs OLEHOK f(X,), KOTOpbie HADMA/AIUCh B IPEAbIIYILEM
stane onbita. ['padudeckn xoa onbita n3o6paxen Ha puc. 1.

Ha sToM npumepe nMpousuIlOCT pHPOBAHO NMPUMCHCHUC ANMPOKCUMAITMOHHOIO M-
Toa B HCCIE0BATENIbCKON paboTe B 1a00paTOpUH; APYIrUe BO3ZMOXHOCTH MPUIIO-
KEHWH HarT YUCIICHHBIC NMPOOJIEMBI B cAMOAJaNTHBHBIE CUCTCMBbI.
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Hcnoavzosanue annpoxcuMayuonno2o memoda KaK cmpameeuu Onmmumaiuzamopd.
Ecnu f(x) o3HayaeT KayeCTBO ONTHMAJHM3MPOBAHHOR CHCTEMBLI NpPHU IIPOU3BOJILHO
sbi6upaemMom yeosuu x = [x, x@, .., x®], To npu momoum anmpokcHMaIHOH-
HOTO METOJA MOXET 3TO YCJIOBHE MEHSTb M IPHOIMXKATBCA K ONTHMATbHOMY
YCJIOBUIO, IIPH KOTOPOM KauyecTBO MakcumasibHo. Ecau onTumanu3ypoBaHHas
cUcTeMa HAXOJMTCA Ha NOCTATOYHO BBICOKOM YPOBHE aBTOMATH3ALMH, TO U3MCHE-
HHA YCJIOBUS X MOXET NPOU3BOIUTE aBTOMATHYCCKMH ONTUMANIM3ATOP, MPHHH-
MAaroIUi OT ONTUMAIU3HPOBAHHON CUCTEMbl cUrHankl o kaudectse. Ha puc. 3 un 4
H300paxeHbl CXeMbl BKJIFOUEHHS ONMTHMAJIM3aTOpa M ONTHMAJIU3HPOBAHHON CUCTe-
MbI; Ha pHC. 4 MUMEETCS THIIMYHBIA NpUMeEp ONTHMAJU3IMPOBAHHON CHCTEMBI; Ha
cxeMax o6o3HaueHo: (1) — naHHbie 0 BHIGUPaEMbIX yCJIOBUAX; (2) — ONTHMAJIHM3H-
poBaHHasi cuctema; (3) — onTumanuzartop; (4) -- curHai o kauectse; (5) — jabo-
paTopHas ycraHoBka; (6) — CUCTYHMK, ONpPeACISIOIINIT KayecTBO (ec/AU MOYKHO Ka-
4eCTBO M3MEPATH HEMOCPENCTBCHHO, TO CUeTUMK oTnanact); (7) — peryiupytoluee
YCTPOHCTBO, NMOIIECPKUBAIOIIE BEIOPAHHDBIC YCJIIOBUS Ha YPOBHE, NPEAHA3ZHAUCHHOM
OTITUMATT3ATOPOM.

Criocob, KakuM ONTHMAJIK3aTOP TOMb3YETCs AaNMpoKCHMAUMOHHBIM METOIOM,
CTAHCT HATJIS/HBIM, €Cili NPOLECC pa3leiMM Ha NPOMEXYTKH BPEMEHH, COOTBET-
CTBYIOLME l1araM annpokCHMalMoOHHOro MeToAa. Hampumep, B ciiyyae NnepHo/u-
YECKOTO TPOU3BOACTBEHHOrO MPOIEcca, KOTaa NpOTeKanue OTHESILHBIX NCPUOIT He
OKa3BIBACT BJUSHUS APYr HA JAPYra, MOTYT WIard anmnpoCKUMALMOHHOTO METoaa
COOTBETCTBOBATH OTOTIC/BHBIM IIEPHOTaM. B ciydae HenpephiBHO TPOTEKAIOLIErO
npoiiecca Haao paszjie/icHue Ha OTC/bHbIC 1ard MPOH3BECTH UCKYCCTBEHHO. YeTa-
HOBUM 4YHUCHIA €, &. ECAn annpoKCUMAUMOHHBIL MeTO[ TpedyeT OUEHKY y, ; Kaue-
CTBa X,
In.j
MEpeHHOe KauecTBO BO BpemcHM (. [lpeanonaraemM, 4To kavecTBO BO BPEMCHH
t > t,; + & HEe 3aBUCHT OT ITPOTEKAHUS TpoLEecca BO BpeMcHH ¢ < 1, ;.

3arem B pabot1e MPONIBOJMTCS AHATU3 BIUAHHS MEHSTIOLIMXCS HEKOHTPOIUPOBAH-
HBIX YCIOBHH M BJIMSHWS HCCOBEPLICHCTBA PErysisiTopa, PUBOAATCS MPUMEPbl ONTH-

NOCTABUM YCJIOBUE X, u y,; onpeaeaum cootnowennem (10.4), rne

n,J n,js

— HAYaJIo 1ara, B TeYeHME KOTOPOro COOIOJAETCS YCIOBHE X, ;, ¥(f) — W3-

MaJIM3MPOBAHHBIX CUCTEM, OITMCHIBAIOTCS HEKOTOPbIE JPYTHC anipoKCUMAllHOHHbIC
MCTOABl M METOIbl, N[e/UlaraeMble B KavecTBe CTPAaTerHH ONTHMaJM3aTtopa; Ka-
XETCsI, YTO CBOMCTBA ITHX METONOB rOpa3fgo MeHee MU3BECTHBI, YeM CBOWCTBA M3JI0-
JKeHHOTO B pabore MeToa.
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Summary

A STOCHASTIC APPROXIMATION METHOD FOR FINDING OPTIMAL
CONDITIONS IN EXPERIMENTAL WORK AND IN SELF-ADAPTING
SYSTEMS

VAcLAv FABIAN

A multidimensional stochastic approximation method is desribed and its applica-
tions — with examples — are considered as a method of experimental research and
as a strategy of an automatic optimiser in self-adaptive systems.

The method was designed and studied by the author in [4]. It deals with the
construction of a sequence x,, x,, ..., converging to a point x at which a given
function f attains its local maximum. The knowledge of analytical properties of f
is not required but for every x in the domain of /it must be possible to determine or
to estimate the value f(x). In [4] the convergence of X, x,, ..., to a point x, at
which f acquires its local maximum, was proved under rather general conditions.
Concerning the domain of f, we assume that it consists of the points x = [x”), e

.., x¥] satisfying the condition A < xV < BP fori = 1,2,..., k.

The construction of the sequence xy, x,,... We choose points ¢, a with positive
coordinates ¢'”, a'?, both less than 2(B'” — 4”) and a point x, in the domain of .
(For example we may use (3.2.1), (3.2.3).) We define ¢,, a, by (3.2.2).

Suppose xy, x,,..., x, are already determined. We estimate the function values
S(x, ;) for x, ; defined by (3.3.1), (3.1.2), (3.1.3) and for j = 0,1, ..., k; denote the
estimates by y, ; and define 47 by (3.3.2).

Now, two modifications of the method, « = 0 and o = 1, are discriminated.

o = 0: x,,, is defined by (3.4.1);

« = 1: The values f(x, ;) for x, . ; defined by (3.4.2) are estimated by p, .+ ;
successively for j = 1, 2, ... until the first occurence of the event (3.4.3)‘ Then
X,+1 1s defined by (3.4.4).

Practical experience. In [4] the method was studied under the assumption 4? =
= — o, B"” = 4 oo; in the applications we deal with a finite subsequence of the
sequence Xxi, X,, ..., only. However, experience shows that x, approaches its limit
with a practically useful speed.

An example is given of the search for a maximal extinction f(x™®, x®, x®) of
a mixture of solutions of citric acid, sec. natrium phosphate and of natrium chloride
by varying the wave length x‘’, the concentration x® of citric acid and the concentra-
tion x'» of natrium chioride.

The initial point x; and the points ¢, a are given by (5.1), the values c,, a, were
prepared in Table 2 and in Table 3 the process of approximation is described; the
rows with # in column 3 show the points x, and in brackets the estimates of f(x,),
observed in the previous course of experimentation.
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Figure 1 describes the approximation graphically.

This cxample shows the use of the stochastic approximation method in experimen-
tal rescarch; other applications can be found in solving numerical problems and
in self-adaptive systems.

The use of the method as of a strategy of an optimiser. If f(x} has the meaning of the
quality of an optimised system when the condition x = [.\'(“, X3 Xm_] is chosen,
it is possible to vary the condition x successively by the approximation method and
approximate by it the optimal state of the system, i. e. the point of maximum of the
quality /. If the system optimised is on a sufficient level of automation, the changes
in x can be performed by an automatic optimiser receiving a signal of the quality
from the optimised system. Fig. 3 and 4 show the self-adaptive system, consisting of
an optimised system and of an optimiser. In Fig. 4 a typical cxample of the optimised .
system is shown; in the diagrams we have denoted: (1) — the informations about x
to be chosen, (2) — the optimised system, (3) — the optimiser, (4) — the signal of
the quality, (5) — the production (laboratory) process, (6) — a computer for comput-
ing the quality (if the quality can be measured dircctly, the computer is not used),
(7) — a regulator maintaining the condition of the system at the level determined
by the optimiser.

The manner in which the optimiser uses the approximation method will be apparent
if we indicate the decomposition of the time axis into intervals corresponding to the
steps of the approximation method. For example, in a batch-production process
if the batch do not influence one another, the steps of the approximation method
may correspond to the batches. In a continuous production process the decomposi-
tion into the steps can be made as follows:

If the approximation method requires an estimate of f(x, ;), we set the condition
X,,; and define y, ; by (10.4), where +, ; is the beginning of the step in which the
condition is maintained at x, ; and ¥(t) is the measured quality at the moment #.
Concerning &, €, we suppose that &, &, are positive numbers chosen in such a way
that &, > ¢, and that the quality at the moment 1 > 1, ; + ¢, is independent of the
state of process at time t’ < #, ;.

Further there are considered on the paper the influence of changes in uncontrolled
conditions, the influence of an imperfection of the regulator. Examples are given
of optimised systems. Other methods, designed as strategies for an optimiser, are
discussed. Tt seems that the properties of these methods are substantially less known
that those of the method here described.
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