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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

KRUHOVA DESKA, ZATiZENA VE DVOU PROTILEHLYCH
BODECH OBVODU DVEMA PROTISMERNYMI
STEJNE VELIKYMI OHYBOVYMI MOMENTY

BranosLAV Ko3TAk

(Doslo dne 18. prosince 1959.)

V ¢lanku je odvozeno statické feSeni dané kruhové desky v uzavieném tvaru.
Na vysledcich, které byly srovnany s experimentem, se ukazuji disledky Kirch-
hoffova zjednoduseni okrajovych podminek.

1. UVOD

Pfi experimentalnim vySetfovani ohybu desck na zakladé fotoelasticimetrie jsme
si znovu uvédomili nékteré vyhrady k béiné uZivané teorii. Pfedpoklady zjednodusuji
skute¢nou napjatost na okraji desky aniZ by veelku ovlivnily feeni. Toto zjednodu-
eni je tieba mit na zfeteli pfi experimentech, abychom se vyvarovali nepfipustnych
chyb.

Na zvolené kruhové desce se zmingné skuteCnosti dobrfe projevuji. Zvoleny ptipad
je téZ zvlasté vhodny pro nutné srovnani experimentu s teorii. Mimo to jde o jistou
analogii Hertzova problému, ktera dava moZnost dal§ich srovnani.

Diivodem pro predloZzené teoretické feSeni byla tedy pfedevS§im experimentalni
praxe, protoZe v konstrukcich se takto zatiZzend kruhova deska vyskytne jen ziidka.

Regeni kruhovych desek je do zna¢né miry rozpracovano. Napfiklad Krrovir [1]
uvadi obecné vysledky, které zjednoduSeny v sob¢ zahrnuji také feSeni hledané.
Zde podavame FeSeni samostatné a primé s vysledky v uzavieném tvaru. Pfitom
upozoriiujeme na zjednoduSeni okrajovych podminek a jeho disledky.

2. RESENIi

Zjistujeme napjatost desky, jejiz znazornéni je na obr. 1, s oznadenim statickych
veli¢in podle obr. 2. Je to kruhova deska zatiZena ve dvou protilehlych bodech
obvodu dvéma protismérnymi stejné velkymi ohybovymi momenty. Pro zjednoduseni
pfedpokladame nadale, Ze zat8Zovaci momenty jsou jednotkové, a Ze rovnéZ deska
ma jednotkové rozméry, obvodem je kruZnice r = 1.
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Vychazime z platnosti b&Zné teorie, ktera vede na zékladni rovnici funkce prihybi
w(r, @) stfednicové plochy desky
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Obr, 1. Vypoctové schema tvaru a zatiZeni

Obr. 2. Deskovy element s kladné€ plisobicimi
kruhové desky.

veli¢inami.
Uvedme oznaceni:
w(r, @) oo potadnice prithybové plochy,
plr @) o funkce zatiZeni,
EW®
= L tuhost desky,
120475
E

............... Younglv modul pruznosti,
oo i Poissonovo d&islo,
Aa=1—p, Ah=1+p, A3=3+u.

ZatiZeni plisobi v obvodovych bodech (1, mt), n = 0, 1, proto v celé oblasti desky
plati

(2.2) Aw=0.

Najdeme-li funkci prihybl w spliiujici rovnici (2.2) v oblasti desky a vyhovujici
soutasné okrajovym podminkam, vypocteme statické hodnoty z nasledujicich
vztahi (2.3) [1]. Tim bude tloha vyfesena.

*w
(2.3) M,. - D (j‘l Er’z’ + pu AW) .
&*w
M‘P. “D(Aw—ll‘6r7>,

0
0, =—D—Aw,
or

fi
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kde znadi

(o2 10 1 0

Aw={(— + —— + - —|w.
' ot ror ¥t 6q02>

Momenty M a sily Q v rovnicich (2.3) jsou pomérné veli¢iny, tj. na jednotku
délky, s vyznamem podle obr. 2.

Hledame feSeni ve tvaru Fouricrovy fady. O feSeni pfedem vime, Ze vzhledem
k zatiZeni bude soumérné podle osy ¢ = 0, bude tedy w(¢) = w(—¢). Proto bude
hledana funkce w suda a bude také obsahovat pouze kosinové ¢leny. Mimo to pfedem
vime, 7e bude periodicka s periodou 7, nasledkem &ho? budou koeficienty lichych
indexfl nulové.

Tedy
(2.4) w= Y (a,+ byr*)r"cosng.
n=0,2.4,...

Re¥eni ve tvaru (2.4) skute¢nd vyhovuje rovnici (2.2). Neznamé koeficienty a,
a b, uréime z okrajovych podminek.

3. OKRAJOVE PODMINKY

Deska je po celém obvodé volnd, pouze ve dvou protilehiych bodech obvodu na ni
pusobi dva osamélé protismérné jednotkové ohybové momenty. Vngjsi zatizeni je
tedy samo o sob€ v rovnovaze. Deska svou pevnosti tuto rovnovahu zprostfedkuje.

Pro urleni obecng Gty¥, v naSem piipadé dvou neznamych soutiniteld feSeni (2.4)
potiebujeme dvé podminky. ProtoZe jde o volnou desku, musi byt obvodové mo-
menty M, = 0 s vyjimkou bodu ¢ = 0 resp. ¢ = =n, kde M, = , resp. d,, pfiemZ
do resp. d, jsou Diracovy distribuce piisobici v bodech O resp. n. Tak ziskavame
prvou podminku.

Predstavme si nyni obvodové smykové momenty M,, jako elementarni silové
dvojice pasobici podél obvodu. Na elementarni plosku obvodu plsobi jesté ele-
mentarni smykova sila @,. Podle Kirchhoffa miZeme oba ucinky sloZit. Dostaneme
vyslednici, silu ¥,. ProtoZe jde o volnou desku je V, = 0, coZ je druha podminka.

Tedy dvé podminky volného okraje jsou:

Il

_ M, =68, pro ¢=0,
(3.1) ) (M)=1 =0, M, =906, pro ¢=m1;

@#nn,n=0,1 r

2) (Vr)r=1 = Oa
kde ¢ je Diracova funkce.

i
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Spocitejme nyni vyslednici V,. Jednotlivé sily elementarnich dvojic nahrazujicich
momenty M,, jsou pfimo rovny t€émto pomérnym momentim.

Obr. 3 znazorfiuje pomeéry na volném okraji desky. Na kaZdé okrajové elemen-
tarni ploSce Sifky r. de nahradime tcinek smykového momentu M,, . r. de ulin-

1 oM, .
kem reakce — (_J' .r.de. Tato reakce se zde séitd s pfinou smykovou silou
ro 0
0, . r.do, takZe velikost pomérné vyslednice V, bude
1 oM,
(32) Vr = Qr + - N <.
r 0o

A YL -
A e -
_Mmf/ "rdg, V‘dy f'dq? M '3 ‘
Mo+ 1 Mg r dg !
WP r o dp i !

Obr. 3. Nahrazeni M,,, elementirnimi dvojicemi Obr. 4. Definice okrajové podminky M,(1; @, g).
na okraji desky.

Abychom vyjadtili ¥, ve tvaru odpovidajicim (2.3), dosadime z (2.3) do (3.2).
Dostaneme
- 2
(3.3) V.= —D —a~Aw+i1.i Low .
or r or\r dp*
Vztah (3.3) dopliiuje formule (2.3).

Misto podminky 1) z (3.1) definujme pomé&mny ohybovy moment M, na obvodg
pomoci hladké funkee, jejiz limitou je podminka 1) z (3.1), zahrnujici v sobé také
zatiZeni.

(34) M1, 0,8 = ée(pzl(qﬂ—gl) pro gl < g 1 0 e<—- LI E>
M1, 0,8) =0 pro lolzg 2

1 2 - 2 g2
M,(l, o, g) = — oM le=n)2-g%] pro I(P — 7| < g n 3n
Kg (p € E . ‘? .
M1, ,8) =0 pro o —mnlzg
Funkce (3.4) definuje M, ve shod& s obr. 4. Konstanta « je urdena tak, aby funkce
(3.4) vyjadfovala jednotkovy moment. Je tedy

-1

+1
(3.5) x=j /@Dy, kde o =

n S
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Méame tak
( 3.6) [t M1, ¢,8).dp =1, n=0,1.

Funkci M1, ¢, g) rozvineme ve Fourierovu fadu s periodou 7, jak to odpovida
skute¢né okrajové podmince. Pfipomeiime, Ze jde opét o funkci sudou, proto se
neuplatni siny.

o

(3.7) M1, 0,8) = sz(i) + Y A4,(g)cosng,

n=2,4,6,...

kde
2 +n/2 ’
A,(g) = ;f M,(1, ¢, g) cos ng do .

n=0,2,4,6,... —n/2

Jak plyne z integrace po ¢astech, konstanty A,,(g) Fourierovy tady konverguji
.. 1
k nule s rostoucim » rychleji, neZ s kdek =0,1,2,3,....
n

ProtoZe V,(1, ¢) = 0, jsou Fourierovy koeficienty této funkce rovny nule. Tedy
(3.8) v(l,9) =0,
B,=0.

Tak dostavame dv& okrajové podminky (3.7) ,(3.8) ve tvaru Fourierovych fad.

4. VYPOCET KOEFICIENTU a,(g), b,(g) RESENI (2.4)

Levé strany rovnic (3.7), (3.8) vyjadfime pomoci funkce prithybd w v pfedpokla-
daném tvaru (2.4). K tomu pouzijeme pro moment M, prvé rovnice ze soustavy (2.3)
a pro silu ¥, vyjadfeni (3.3).

Rovnice (3.7), (3.8) miiZeme prepsat

(4.1)

n=2,4,6,..

2. o
- D(/ll %%) + Aw) = AOT(g) + Y Afg)cosne,
1 r

r=

2 )
— D i Aw + ﬁ Q_ L?_‘i
1 or r oor\r dp*

Postupnym derivovanim rovnice (2.4) a lincarnimi kombinacemi vysledki obdr-
Zime vyrazy vyskytujici se na levé strané rovnic (4.1), jakoZ i ostatni vyrazy z rovnic
(2.3). )

(4.2)

ow =— Y Jafg).r" + bfg).r""*]nsinng,
g n=2,2,6,...

== Y alg).-r" + b(g). "] 0’ cosng,
op n=2,4,6,...

/

i

otw
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3., o]

¢ 2‘;_ =~ Y {na(g)r" "+ [n+ 2]b(g)r" "'} n* cosng,
dp or n=2.,4,6,..
ow =
— = 2bo(g) r + 224‘ Anafg) "t 4 [n 4+ 2] B,(g) ") cos ng,
ar n=2.,4.6,...

0w Z :
(é L 2b0(g) + 3 An[n—1]ag) "t + [n + 1][n + 2] b,(g) "} cos nep ,
r n=2,4,6,... -

P @
?’2 = 2}4: ' {n[n = 1][n — 2] afg)r" ™ + n[n + 1][n + 2] b,(g) " '} cosng ;
o n=2,4,06,..
N2 ~ N2
Aw = (_(~’ + }_ i). ‘“1" l __(2__ W
ar” rér o 1t og?
4 M= T+ 1A ) cosne:
0 /1w 2 - \ n—2 .
(44) —(——)=- Y {nln—1]afe)r" * + n[n + 1]b,(g) "} sinne .
or \r Op n=2,4,6,...

Nekteré vyrazy budeme potfebovat pouze pro rovnice (4.1), tedy pro r = 1.
Dosazenim z rovnic (4.2) obdrZime

o

d
Py Aw = Y {4n[n + 1]b,g)} cos ne,
r 61

n=2,4,

(4.5)

fr=1

| o /1 *w i B}
46) | —(-—=)= — — 1] a, 17s 2 )
( ) =g OF (r (7902> nzz,;e,...{Ln ]a (g) + [n * ] ,,(g)} ncosng

i

Dosazenim pfislusnych hodnot z roynic (4.2) a7 (4.6) do rovnic (4.1) obdrZime
(47) = 2Dble) s =D 3 {afe) Alnln ~ ] + B+ o+ 2) 4
n=2,4,6,...

A oo
+ 4u(n + 1)]} cos ngp = —0—;‘9 + > Afg)cosng,

n=2,4,6,...

D i m[a..(g) (n=1)n*2 + bfg).(n+ Dn(in ~ 4] cosng = 0.

n=2,4,6

Pouzijeme-li symbold E,, F,, G,, J,, (4.8),

(4.8) E, = = D[yn(n - 1)],
F, = = D[2y(n+2) + 4u](n + 1), a4
G, = D[4n*(n—1)], n=246,...
J, = D[(An —4)(n+ 1)n],
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muZeme piehledngji pfepsat rovnice (4.7) ve tvar (4.9)
(4.9)
— 24,Dby(g) + Y. {Ealg) + F.b(g)} cosnp = Aol2) + Y Afg)cosng,

=2.,4,6 2 n=2.4,6,.

Z {Gnan(g) F ann(g)} cos "(P = 0 *
n=2,4.6,..

Srovnanim koeficientll posloupnosti v rovnicich (4.9) uréime neznadmé koeficienty
a,(g), b(g)-

ay(g) jest libovolna konstanta, volime ji nulovou ;

Ay(8)
4.10 bo(g) = — 2\&)
(4.10) ols) 44,D
a,=5b,=0, n=1,3,5717...;
(4.11) alg) = T_Aa(;]_’»‘iﬂl_,” .
(En - = Gn‘)
In n=2406,8, ..

Ex_ J‘]n
G,

Po dosazeni (4.8) do (4.11) a Gprave obdrzime koeficienty a,(g), h,(g) v konetném
tvaru:

1.n —
(4.12) ag) = _Aand 'An(g)
AAsD(n —)n 2 n=2463,...
be) = 1 Ag)

sD(n + 1) 2
5. VYPOCET STATICKYCH VELICIN DESKY

V predchazejicim oddilu jsme zjisténim hledanych koeficientt a,(g), 5,(g) urdili
neznamé hodnoty funkcee (2.4) a tim nasli feSeni w ve tvaru (2.4). Dosadime-li zjisténé
soudinitele, obdrzime

(5.1) we &2 5 [( Pno 4 ! 2).

,
41,D n=22,6... | \24;4;D(n — 1)n 24,D(n + 1)

. A(g) . " cos n(p] .

Koeficienty A,,(g) jsou uréeny rovnici (3.7), s okrajovym momentem definovanym
v (3.4). Jsou vSak zavislé na g, tedy na Sifce 2g, na kterou zatéZovaci momenty
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rozdélujeme. Teorie piedpoklada soustfedény zatéZovaci moment. Spocitime proto
limity 4,(g) pti g — 0.

+af2
(5.2) lim4,(g) = 2 lim J M1, ¢, g)cosnp .dp pro n=0,2,4,6,....
g0

T =0 J—a/2
Miame
(5.3) lim {22 M(1, 0,8). (1 — cosng)dep <
g—0
< max (1 = cosne).lim [X72 M(L, ¢, g) dp
pe{—n/2,+x/2) g0
a
(5.9 lim max (1 — cosnp) =0,

¢=0
proto limity integrald v nerovnosti (5.3) jsou rovny nule.

Z toho vyplyva

(5.5 lim X7 M1, @, g) cos nep dg = 1,
g—0
a tedy
(5.6) lim A(g) = = pro n=0,2,4,6,....
g—0 T
Nyni

1 2 & An— 4
5.7 lim w(r, ¢, g) = — PP+ = <_v_1_ —_ -
(57) g0 . @) 211, D n n=2§,6,...[ 2244;D(n — 1) n

— ———1———r2 r"cosnp |,
2)3D(n + 1)

nebot koeficienty z rovnic (4.10), (4.12) davaji hodnoty

(5.8) ay =0,
bO = - 1 P}
21, D
a,=b,=0, n=1,3,5,...
An—4
T iaD(n — )n
n —
e | n=24656,...
b, =

whsD(n + 1)

Tim dostavame FeSeni rovnice (2.1) pro okrajové podminky (3.1). Nam viak jde
o statické veli¢iny vyjadfené z této funkce w vztahy (2.3).

Pouzijeme rovnic (4.2), (4.3), (4.4), dosadime do nich koeficienty a,, b, z (5.8)
a vzniklé fady seéteme, Linedrni kombinace vysledk@ daji nam posléze velikosti
hledanych statickych veli¢in podle rovnic (2.3).
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Dosadme tedy do (4.3) koeficienty (5.8)!
4 > r"cosngp.

5.9 Aw = 4p, — ———
( ) " 0 h3D n=2.3,6,...

Radu (5.9) a nasledujici se¢teme za pfedpokladu |r| < 1. PouZijeme vztahu

e"? = cosne + isinng,

oznaCime
Re ........ realna Gast,
. s
Im ........ imaginarna Cast ,
fee] o )
rcosng =Re Y ret.
n=0,2,4,... n=0,2,4,...
Budiz n =2k, k=0,1,2,3,...,
<1,
o0 w0 X
Y r"cosng = Re Y (r*e* "),
n=0,2,4,.. k=0
1
= Re 1 — r2e?ie’
1 — r?cos 2

1 - 2%cos2p + r*

Tento vysledek musime zmengit o prvy Clen posloupnosti, ktery v hledaném soudtu
neni zahrnut. Ziskany soudet dosadime do (5.9)

2 2
(5.10) Aw = by — - (1Hc0s20 =) )
alyD\1 — 2r* cos 2¢ + r*

JestliZe r - 1, potom tento vyraz plati také pro okraj desky vyjma body (1, 0),
(1, ).
2

0 .
Dale vypodteme hodnotu —6%1 podle p¥islusné rovnice (4.2) s pouZitim (5.8)
r

(5.11) —ivf——Zb ++ L[, i _4 ¥ cos ngp —
' or? ® 7 D =26 A,
- Y (n+2)r"cos nq)] .
n=2,4,6,...

Ob¢ sumy v rovnici (5.11) jsou stejné aZ na soucinitele ¢ v zavorce. Jde o soudet
tvaru

(5.12) Y, (n+c)r"cosng =Re Y (n+ c)re”)" = ReS.
n=2,4,6,... n=2,4,6,...
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V piedeslé rovnici jsme si znakem S oznadili fadu

e )

S= Y (n+ ey
’ n=2.,4,6,..
Budeme nyni hledat soucet S,, ktery vznikne scitdnim od n =10,2,4,6,... a je
tedy o nulovy ¢len S, vétsi nez S.
(5.13) S=8 -5,

r2€2up

—_ T T T T A A (’ T LT .
1 (1 _ rzez"")z 1 — p2e2iv
Upravou a odeétenim S, podle (5.13) vychazi
r*(cos 29 — r?) N 2r7[(1 + r*) cos 2 — 2r7]

5.14 ReS=c¢
(5:14) 1 — 2rtcos2¢ + r* (I = 2r* cos 29 + r*)?

V rovnici (5.11) nachazeji se dv& sumy tvaru (5.12), nabyvajici v souétu velikosti
(5.14). V prvé sumé je konstanta ¢y, ve druhé ¢,
4
cy = — Z s Cp = 2.
Dosadme (5.14) s témito konstantami do (5.11)!

2 -2 .,
(5.15) 8—1 C by 2 (24 reosse
or* 23D | \4y [ — 2r*cos2¢ + r*

) [(1 4+ r*)cos2¢p — 2r2]J

(1 = 2r2 cos 2¢ + r*)?

+ (1~

Jestlize ¥ — 1, plati tento Vy’raz také pro body desky na okraji, vyjma body (1, 0),
(1, m).

Se¢teme je§té hodnotu potebnou k vycisleni M,, v (2.3) podle (4.4). Po dosazeni
(5.8) dostaneme

0 0w - 2 .
(5.16) (L awy _ hl - ¥ AW % sinngp +
or\r d¢ A3 D n=2,4,6,... A

+ Y w'sin nng .

n=2,4,6,...
Pokud jde o tvar sum, je vyraz (5.16) zcela obdobny (5.11), na misté¢ kosind jsou
siny, proto pfi secitani komplexnich Cisel srovname imaginarni ¢asti. V této formé
pouZijeme (5.12) a odvodime (5.17) jako obdobu (5.14)

r? sin 29 2731 = r*)sin 29
(1 —2rfcos2¢ + r*) (I — 2r¥cos2p + r*)? '

(517) - ImS=c¢
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Pripomeiime, Ze opét plati (5.13), jenomZe v tomto piipadé S, = 0. Z (5.16) plyne,
Ze pro vyraz (5.17) jsou konstanty ¢, ¢,

4
3= ——, ¢ =0.
Ay

Dosadme (5.17) s uvedenymi konstantami do (5.16)! Dostavame

0 (1 ’ i
(5.18) (L ow\ _ + e L 2(/3___“.,4. +

dr\r 8o misD Ay (1 — 2r* cos 29 + 1)

H{r* = I)sin2
(=) (r* — 1)sin2¢ ‘
(1 = 2r%cos2¢ + r*)

Tak jsme ziskali zakladni funkee (5.10), (5.15) a (5.18) v uzavieném tvaru. Z nich
vypodteme (2.3). Chybi nam n&které vyrazy potfebné k vycisleni pii¢nych smykovych
sil 0. Ty vypocteme derivovanim Aw (5.10)

0 (r* s2¢p — 4r®
(5.19) LA B (A LR, B,
or whyD (1 — 2r cos 2¢ + r%)*
(5.20) 1o Aw = — 8 : r(r"‘f 1)sin 2¢ .
g niyD (1 — 2r* cos 2 + 1%)?

Uvedené vyrazy (5.19), (5.20) jsou vlastné aZ na soudinitcle pfimo pFigné smykové

pomérné sily 0, a O, podle rovnic (2.3).
Zavedemc zjednodusujict oznadeni opakujicich se konstant a funkei, které bude

uZitedné zejména pro Ciselny vypodlet.
Prehled oznadeni:

B2 A(r @) = (L= 272C(p) + 7%, 2, =(1 — 1),
(

Blop) = sin2¢, Jy = (1 + 1)
C(ep) = cos2¢, Ay = (3 +p),
Zl("§ P) = i C((P) ) Ll(/') = (1 - i'z) At

A(r: ¢)
Z,(r; Q) = AL AR
o5 9) e
A4
(LM D .. .. tuhost desky ve vyrazech se kratici,

7y ) = | ,
A(r: ) i .... Poissonovo &slo,

Pfepisme rovnice (5.10), (5.15), (5.18), (5.19), (5.20), upravme a dosadme (5.8)!
4 1

| 1
5.22 A=A s
(22 ' nDI: 2, A i )J

Pw_2f 1, ]KE + r2> Zy(ri o) + (1L = r*) Zy(r; w)]} :

ar  wDp | 24, A L\4
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o /1 ow\ 2 2 B(p) ) -
=== == ) (L= ) 2 ,
(7r<r aq,) 7AyD [<;‘1 A(’,; (p)) \ 4 ) 3(1 (P)J

0 8
—Aw = — rZ,(r; ),
ar 3D o5 )
0 8
T O aw=—. rZy(r; ).
¥ a(p 7'[].3D

Vyrazy (5.22) dosazeny do (2.3) tesi Glohu pokud jde o statické veli¢iny. Dosadme!

(5.23) M, - :2-[( 2Ar) +2) . Zi(rs ) + Li(r) - Z5(r: 9)]

M, = +

s
1
" -
i

- H; [(L2(1) = 2)- Zi(rs @) = La(r) - Zars )]

28(p)

2

Qr = + _‘E FZZ(I‘; (P) s
s
8

Q(p :+~_’73( §0)
7

Vyrazy (5.23) s hodnotami (5.21) jsou koneénym vysledkem statického fcseni dané
desky. Plati pro
red0,1), ¢e{0,2n).

Pro r = 1 plati vyjma body I O) (1 n , v nichZ phsobi zatiZeni.

6. CHARAKTERISTICKE VYSLEDKY

Vysetfovany pfipad kruhové desky je obdobny Hertzovu problému, kruhové sténé
zatizené ve dvou protilehlych bodech obvodu dvéma stejnymi silami. Kazda diferen-
cialni vrstva desky je vlastné takovouto sténou, na niZ vsak navic plsobi po povrchu
smykova napéti ,,, 7_,. Deska je oproti sténg schopna vzdorovat pfi¢nym smykem,
silami oznacenymi Q,, Q,,.

HertzGv problém se vyznaCuje nékterymi velmi charakteristickymi vysledky [4].
Podé] priméru ¢ = 0 spojujiciho zatéZovaci body je napéti

g, = = const .

@

EN

Tomu u desky odpovida

nm,n=0,1,

(6.1) pro ¢ o=+ LI const .
0<r<it, Ny

Podél osy ¢ = 0 jest moment M, staly a ma velikost podle (6.1) .
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U Hertzova problému vychdazi na obvodu stény vedle okrajovych podminek

(6.2) pro r=1, o+nn,n=0,1, ¢,=0, 1, =0,

rg
také a, = 0.

To znamena, 7e cely okraj stény (aZ na zatZovaci body) je bez napéti. Je to ncj-

konstanta

(6.3) pro ¢ #nn,n =0,1,

4
@ .

r=1, Ty

M = = const .

Na obvod® zvolené kruhové desky je moment M, staly a ma velikost podle (6.3).

Regeni stény vychazi ze dvou okrajovych podminek (6.2), podobné i feSeni desky
vychazi ze dvou (3.1). Podmince pro o, odpovida podminka pro M,, aviak podmince
smykovych napéti t,, by odpovidala podminka pro M,, a nikoliv pro V,. V napja-
tosti desky poditame s pritomnosti pfiéné smykové sily Q, kterd v napjatosti stény
nemé obdoby. V tvaze o pisobeni volného okraje desky Kirchhoff slu¢uje uéinek
M,,a Q, na V, a tak dostava nutné a postacujici dvé podminky.

Z obecného hlediska je v8ak deska ttvar nikoli rovinny, jak teorie zjednodusuje,
ale prostorovy, pro jehoZ volny povrch plati obecnd podminka, Ze v§echna povrchova
napéti musi byt nulova.

Tak dospivime k podmince, Ze nejen M, vyjadiujici spoleény uéinck o, ke stfed-
nicové ploSe desky, musi byt nulovy na volném okraji desky, ale také M, represen-
tujici ucinek t,,, a Q,, representujici Gcinek 7,

(6.4) a) M, =0,
b) M,, =0,
¢) 0, =0.

Podminky (6.4) jsou obecn&jsi neZ (3.1); vyZaduji, aby obg slozky vyslednice V,
byly nulové. Jsou analogické podminkam volného okraje stény. Rozdil ve vysledcich
podle (3.1) a (6.4) miZeme podle Saint Venantova principu ogekavat pouze v okrajo-
vé oblasti omezené §irky.

Viimnéme si bliZe téchto rozdili ve vysledcich. Nejdiive zjistéme velikost M,, na
obvodu desky, plynouci z FeSeni (5.23)

(6.5) (M) =1 = — 2 cotg ¢ .
3
A% by M,, podle (6.4) mé&lo byti nulové podél obvodu, Fefeni vychazejici z (3.1)
dava vysledek odpovidajici kotangenté. Dosahuje proto vsech realnych hodnot.
Dale vypoctéme z feseni (5.23) uhly a,, «,, o které se na obvodé desky odchyluji
sméry hlavnich momenti M,, M, od normaly. Vzhledem k tomu, Ze M, ma pravé
smér normaly a M, teCny k obvodu, vypocteme o, , ze vztahlt Mohrovy kruZnice.
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Pro ¢ (0, n)
2M,

6.6 tg 20ty 5 = o
(6:6) Yy VA
Uhel 20 uréuje smér, proto ma vyznam pouze v jedné étvefici sousednich kvadrantd.
Definujme
3 3n n m
6.7) 211\5(—3—, +5>, azza,+5.

Ve smyslu (6.7) uréuje (6.6) jednoznaéné dva ahly o, ;. Dosadme za M, z (6.5),
za M, 7 (6.3) a uvazme, 7e M, = 0 ve shod¢ s okrajovymi podminkami (3.1)

(6.8) © o tg2e, , = cotgg.
Obecné plati pro n celé
(6.9) tg 22 = cotg [(211 - ]); - 2a—l.
Pron = 1; 2 vyplyva z poslednich dvou rovnic
T 3
(6.10) o= =24 D = 22T
2 4 2 4

Izostaty se definuji jako kfivky, jeZ svymi te¢nami a normalami uréuji sméry hlav-
nich napéti (u stén), nebo momentii (u desck). Podle toho thly ay,, jsou smérové
odchylky izostat od kolmice pti vyusténi na okraj. Dosahuji vech hodnot v intervalu

" e n +7E\‘ e +:t 3n
o — =, +=1,a,€ ==
A A 4 4}

Naproti tomuto vysledku uvazme, Ze podle okrajovych podminek (6.4) jsou vzhle-
dem k M,, = 0na volném okraji M, a M, pfimo momenty hlavnimi a proto izostaty
v jedné soustavé na okraj usti kolmo a v druhé s nim splyvaji. Je to stejny vysledek,
jaky nalézame u sién (6.2). Dosadime-li (6.4) do (6.6), vychazi

— T

(6.11) d =0, @ =

Rozdil ve vysledcich (6.11) a (6.10) je smérovou odchylkou na volném okraji
desky mezi izostatami podle (6.4) a (3.1).

Odchylky podle (6.10) jsme v jednotlivych bodech obrysu vynesli na obr. 5. Smérova
odchylka (6.10) spolu s vysledkem (6.5) pro M,, charakterisuje rozpor mezi okrajo-
vymi podminkami (3.1) a (6.4). Vidime tedy, Z¢ zjednodu3ovani okrajovych podminek
ma za nasledek rozdily vysledka, které co do velikosti i sméru mohou dosahnout
nejvétdich moZnych hodnot. Podle Saint Venantova principu se omezuji tyto rozpory
na tizkou obvodovou oblast. Refeni jako celek jimi neni ovlivnéno.
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Nase fotoelasticimetrické experimenty tyto skute¢nosti plné potvrdily. Teore-
tické a experimentalni vysledky se téméf tplné shodovaly ve vnitini oblasti desky.
V okrajové oblasti Sifky zhruba rovné tloustce desky /1 jsme zjistili zhora uvedené
podstatné odchylky a to tak, Ze experiment [épe odpovidal podminkam (6.4). Do vzda-

izostaty dle (6.4) O,

. ,SV S
___z_izostaty dle (3.1) \“g TN s IR
Rew

QObr. 5.
Smérové odchylky «y , vylsténi izostat na volny okraj desky podle riiznych okrajovych podminek.

lenosti 2k od okraje i mensi odchylky zcela vymizely. Zvoleny pFipad je nepfiznivy:
zatiZeni pisobi pifimo na okraji. Proto odchylky dosahuji nejvétsich moZnych veli-
kosti. V praxi pfichazejici pfipady byvaji pfiznivéjsi.

To, 7e se tyto rozpory omezuji na okrajovou oblast vSak neznamena, Ze jsou
vZdy zanedbatelné a ve svych disledcich nepodstatné. Napfiklad experimentalni
metodiky Casto vychazeji z hodnot m&fenych prave na okrajich, pouZivaji integraci [6]
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Xy

a jinych vyhodnocovacich zplsobt, které pfedpokladaji platnost béZné teorie a jejich
pfedpokladil a nasledkem téchto rozporl mohou byti tpIn€ znehodnoceny. To plati
i tehdy, kdyZ odchylky zdanlivé nejsou znacné. Experimentainé jsme napfiklad
prokézali, Ze chyby vznikaji i v mistech, kde podminky (3.1) a (6.4) splyvaji.

UkaZme to na ptiklad integrace podle SCHWIEGERA [6]. V pfimém fezu, ktery ur-
¢uje pravothlou soufadnou soustavu x; y s pocatkem v pocatku integrace, integru-
jeme podle rovnice

(6.12) uM, — M, = — (1 —l—u)J.%dx—kcA
o 0¥

Podminky (3.1) a (6.4) splyvaji pro ¢ = :275, kdy v obou pfipadech M,, = 0.

Pro integraci podle (6.12) musime viak znat funkei a]g[’“", ktera podle (6.5) pii
y

X =rje

(6.13) %) I
0y Ju=t niy sin® ¢

tedy vbodér =1, ¢ =§

.
(6.14) <‘l‘i’g> -+ 2
r=1

ay A
p=nf2

zatim co z platnosti (6.4) vyplyva v témZe mist&

(6.15) (Wﬂ)_! ~0.

dy

p=n/2

Vidime tedy, Ze integrovana funkce nabyva v okrajové oblasti raznych hodnot
(6.14), (6.15) pii platnosti (3.1) nebo (6.4) i v fezu ¢ = »Z , kde oboje podminky

splyvaji. Chyba v tomto Fezu je vSak minimdalni a pfi integraci prakticky zanedbatelna.
Vsimnéme s1 vSak integrace v fezech rovnobé&Znych s x = ¢ = 5 . Podle (6.12)

miiZeme integrovat jen prfi znalosti konstanty ¢. Ziejmé plati

(6.16) c= UMy g — M,_y.

Integraci mzZeme zalit v kazdém bodg, kde zname M, _q; M, _,. Proméfili jsme foto-
elasticimetricky model [7]. Mé&Feni shodujici se s (6.4) da tyto hodnoty na volném
okraji pfimo. Pro srovnani jsme integrovali jednak od okraje dovnitf desky vycha-
zejice z pfimo zmé&fenych hodnot (¢),-; a opatné od osy ¢ = 0 k okraji, vychazejice
z hodnot (c),-o, Tovnéz urenych experimentalné. Vysledky jsme srovnali je§t&
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s vysledky teoretickymi (5.23). Kontrolou byla podminka rovnovahy, kterd také

poslouZila ke srovnani.

(6.17)

[HiM, dx =m,,

kde délka Fezu je 2/ a m, je vn&jsi zatéZovaci moment, ktery je jednotkovy. Prehled
vysledkt podava obr. 6 a tabulka 1. Zde jsou v prvé fadce vysledky teoretické, v dal-
Sich experimentalni, ziskané integraci smérem k okraji a od okraje a posléze konecny
experimentalni vysledek opraveny podle pfimého méfeni na okraji. VySetfené fezy

. e« T
jsou rovnobézné s ¢ = —,
2

tedy kolmé ke sméru zatiZeni, a jsou od stfedu desky

. ¥
.VZdaleny Yo = 074 roa & inlegrace k ckray /-/_!-—L-n‘f\
Yo = 0,7 r. Pomér tloust- 0 /‘nfegram od akrc'z/‘n :Q\"'.T - / ﬁ ‘ \‘_:a
ky desky k rozpéti bylna oprava g 51‘(7 _ ﬁf \_
1 R e R lf\‘/ - /
modelu — = —— - T "’7\ | . N\ ; /
d 11,4 19 %, - ‘g‘:‘;‘# ot
Sledujme pribsh M,. l S/
Pii integraci od ¢ =0 i I
k okraji desky vznikaji ;
chyby pouze v okrajové
oblasti. Na okraji dospé-
jeme k nespravné hodnoté
(M,), -, ktera je v prvém
fezu o 239, ve druhém
0 317% vétsi, neZ méfend
aneshoduje se ani s teo- Obr. 6. Vysledky integraci.
Tab. 1. Srovnéni integraci.
Rez y, = 0,4r chyba odchylka
teorie 1 =1, 00 l i 0 ] = 0 37/ 109 +9% \
I [ —— S I— [/ — .
< 1megrace k()kl'a_ll | = 0,98 ‘ 101"’ +1% ! = 0.425 123%; 1 +23% ’
2 e e—— | Mg — M), =1 - | !
g | mtcgrace od okra_yu s 0,84 ‘ 86,6% | —13.4% Y \\\ = 0,345 | ‘
o, — e S NP - |
5 \ \yelednc hodnoty = 0,97 ‘ 100% = 0,345  100% 0 \'
Rez yy = 0,7r chyba odchylka
| teoric =100 | o | = 0,380 | 165% | + 65%
! e e O N P kiii / B -
2 | integrace k okraji /—l 206| L16 6/, 1-16,5% | S = 0960 ‘ 417% | +3l7
g | 'miesracc k. p
£ 1 R \'"’"" I =1 \ | ‘
£ mtegrace od okraje N=0,1570 15 2/, —84.,8% ' = 0,230 {
al N | e - -
5 \ vys Ldne hodnoty ‘ = 1,035‘ 100% i O 2%0 ‘ 1009
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retickou. Vyjdeme-li z konstanty pfimo uréené méfenim a integrujeme od okraje do-
vnitf desky, ovliviiujeme okrajovymi chybami cely pribéh integrace. Oproti skuted-
nym hodnotdm M vychazi v prvém fezu priibéh s hodnotami zmensenymi o 14 az 209,
a ve druhém fezu, ktery je bliZze oblasti zatiZeni, vychazeji hodnoty upIné nesmyslné.
Integrace v obou smérech probiha ovSem stejné, vznikaji stejné chyby na okraji
desky, avSak riznym urcenim vychozi integraéni konstanty vznikne posunuti celé
integra¢ni k¥ivky. P¥i experimentalnim feleni prakticky pouzit této integrace miizeme,
avSak jen ve vnitini oblasti desky. Kazdy prichod okrajovou oblasti znamena
posunuti dalsiho prabéhu integrace. Na obr. 6 jsme vyznadili vysledné experimentalni
hodnoty, jejichZ prabéh uvnitt desky splyva s prvni integraci a na okraji je doplnén
podle pfimého méreni. Pritb&h tak pokracuje k okrajové hodnoté totozné s vychozi
hodnotou integrace vedené opaénym smérem.

Uvedenou integraci [6] 1ze pouZit jen s ohledem na vznikajici chyby. Také ostatnich
experimentalnich metodik obvyklych p¥i vySetfovani stén Ize pouZit jen s vyhradami.
Pfipomefime membranovou analogii a iteraci (urlujici souéty hlavnich momenti
ze zméfenych okrajovych hodnot), kterou uvadi Drucker [5] jako doplikovou
metodu k fotoelasticimetrii (uréujici rozdily hlavnich momentﬁ) pfi vySetfovani
desck.

Na zavér shriime, Ze na rozdil od stény, jejiZz okraj (v nafem smyslu) pIng vy-
hovuje teorii, je okraj desky vzdy vyjimeCnou oblasti, a to i okraj volny. Proto
je tfeba mit vidy na zieteli, Ze sc zminéné zjednoduSeni okrajovych podminek,
které fysikalni skutecnost presné nevystihuje, u desek [2] i skofepin [3] b&zng& uziva.
Obecné pouziti vypocetnich postupli a vzorcl v izké okrajové oblasti desck a sko-
fepin vede k chybam, které se nemusi vidy omezit jen na tuto uzkou oblast.
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PesromMe

KPYTJIAS TIJINTA, 3ATPYXEHHAS B ABVX
MPOTUBOIIOJIONHBIX TOUKAX KPAS JIBYMA OJUMHAKOBBIMU
M3rMBAICIINMM MOMEHTAMU

LJIIATOCIIAB KOIMITAK (Blahoslav Kostak)

Ilent HacTOsIE CTATbU — INPUBECTH B 3aMKHYTOR (opMe HenocpeacTBEHHOES
pelenue Jansoil mantel (pHC. 1), MOKa3bBask NPH 3TOM MPOTHBOPEUYMS, BLITEKALO-
LIME U3 YIPOIUCHUS TPAHUUYHBIX YCJIOBUE nut [2] wnu obonodek [3], BBCACHOTO
Kupxropdom. O0 sTOM YIPOLICHHE HAM He HAamo 3d0bIBATh, KOIAA MBI XOTHM
MCMOJIL30BATE TEOPHIO B 00JIACTH KOHTYPA, M BCJIEACTBHE DTOTO TOXKE MPEANoJia-
raeMm, YTo OHA JeHCTBUTEJILHA B 3TOH 0072CTH, Kak MBI DTO HAXOAUM TIPH TIPHMCHE-
HUH HCKOTOPLIX BCIMOMOTraTeNILHBIX METO0B 3KCIHEPUMEHTANLHOIO HCCIENOBAHMUS
HanpsxeHui (Hanmpumep — MeMmOpaHHAs aHaJlOrusl, uTepaumns [5], Wi passiuunbie
uHTerpauun [6]).

Mpur umeM Qyukuuo nporubos w(r, @) u3 ypassenus (2.1), (2.2) B Buge (2.4).
W3 ool GyHKUMM W MBI HAIIEM CTATHYECKHE BEJIMUUHDI, IPUXOJAILMECS HA eJUHHLY
anuusl (2.3) (puc. 2). /lga xoodduunedTa a,, b, B ypasHeHuu (2.4) yuieM, HCILOb3ys
TpavnyHble YCIoBHs. CMOTps 110 pu3HUecKoil AeHCTBUTEILHOCTH, CYLIECTBYIOT TPU
obuux yenosust (6.4), HO MBI JIOJKHBI IPUHATE ABa yrpolleHnnix (3.1) (puc. 3),
U3 KOTOPLIX NnepBo¢ — OCHOBHOC, BTOPOC — 3aME€HEHHOE. l‘IpMMeHsm (i)yHKLlHK)
M1, ¢, g) ((3.4), puc. 4), MBI HaxoAMM KpaeBble ycroBus kak psaasl ®ypse ((3.7);
(3.8) mu (4.1)). Beeus (2.4) 5 (4.1), nonyuum (4.7) uu (4.9), rae senuuunst a,(g),
b,(g) BRITEKAIOT N3 cpaBHenusi kodpduuuenTon pagon ((4.10), (4.12)). Beens nocne
npernensHoro nepexoyia g -» 0 BeJTMIMHBL 4,
ypasHeHuit (2.3), MbI MOXKEM BCE 3TH BBHIpaXcHUS Haiitu B Buae psanos ((4.2), (4.3),
(4.4), (4.5), (4.6)). TlpuMeHsisi OTHOLIEHMS] KOMILIEKCHBIX YMCEN, HalaeM CyMMBbI
((5.10), (5.15), (5.18), (5.19), (5.20) nunu (5.22)). Tocne Toro, yuntoisas 0603HaYEHUS
(5.21), naitaem no ypasuenusm (2.3) pesynbTarsl (5.23) Kak JUHEHHBIC KOMOUHALHY
BhIpaxeHuii (5.22).

CpaBHuBasg IUIMTY C aHaJOTrHueckoil creHkoit (ripobsema Tepua), Haxonum xa-

. pakTepuctTuucckue pesyastathl (6.1), (6.3). Ha kpasx mautsl Haxomum (6.5) u (6.10)
B COTJIACHHM C YNPOLLUCHHBIMH IPAHHYHBIMHU YCIOBHSIMHE (3.1), HO B MPOTUBOMOIOX-
HOCTb K ycnoBusm (6.4). BMecTo aHYJIMPOBAHMS KPYTSILIMX MOMCHTOB M, OHM

re

HJYT 110 KOTaKreHTy OoT 0 k + 00, VOBl oy , BRHIPaKaloT OTKJIOHEHHUS TJIABHLIX MO-

b, BO BCe BBIPAXCHUS NPABBIX dacTeif

MEHTOR OT TIEPNCHAMKYJISIPOB Ha TpaHuue. M3 Toro bIBTEKaeT, yTo TEOPETHYECKUE
H30CTATHYECKME KPHUBU3HBL HE CNyCcKalOTCS NMEPNEHAMKYJIPHO Ha Kpaii (6.11), Ho
IIOJ YIJIOM 0y ,, KOTOPBI MoxeT u3menatTea ot 0 k 457, (Cmotpu puc. 5.) Oyernano,
9TH OTJHYUSA MOTYT JOCTHYL B Ipeaesie aOCOMOTHBIX MAKCHMYMOB.
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DTH Pe3yIbTATHI COTJIACHO C HAIIMMH 3KCHEpUMEHTaMu [7] U NpOSBAEHHOH BO3-
MOXHOCTHI0 GonbUIuX owKnOoK (puc. 6 1 Tab. 1) MOKa3bIBAKOT, YTO, XOTS YHPOILIEHHUE
TPaHUUYHBIX YCIOBUI He UMeET BaxKHEHINUX BMSIHHEA Ha oOllee pelleHue, He BO3MOX-
HO ero Bcerjga mpocro oTOpocuTh. BejencTBue NpOCTPAHCTBEHHOIO MOCTOSHUS
KpaeBbIX HANPsKEHHH Kpaepast 00/1acTh Beerja sBISICTCS UCKIIOYAeMOUN, U 0ObIu-
Has TCOPHA 31eCh HE NMOAXOMIMUT.

Summary

A CIRCULAR PLATE BENT BY TWO EQUAL BENDING
MOMENTS ACTING AT TWO OPPOSITE POINTS OF THE EDGE

BraHosLAv KoSTAK

The purpose of this paper is to find a direct and closed-form static solution of the
thin plate (Fig.1); and to show the contradictions arising from Kirchhoff’s sim-
plification of boundary conditions on free edges of plates [2] or shells [3]. This sim-
plification must be taken into account if we apply the theory and therefore also as-
sume its strict validity in the neighbourhood of the considered edge as is done in
some methods of experimental stress analysis (ea g. membrane analogy, iteration 5]
or integrations [6]).

We are looking for a function of the deflections w(r, @) of Egs. (2.1), (2.2) in the
form of (2.4). The static quantities per unit lengths Eqgs. (2.3) (see Fig. 2) can be de-
termined by the function w. Two unknowns a,, b, in Eq. (2.4) are to be determined
from the boundary conditions. There are three general free boundary conditions (6.4),
so that we have to reduce them (see Fig.3) to two, in the simplified form of Egs. (3.1),
where the first is the original one and the second replaces the remaining. Using the
function M,(1, @, g} (Egs. (3.4), see Fig. 4) we can find the boundary conditions in the
form of Fourier series, Egs. (3.7), (3.8) or (4.1). Putting expression (2.4) into Egs. (4.1)
we obtain Eq. (4.7) or (4.9), where the quantities a,(g), b,(g) result from the com-
parison of the coefficient of series (4.10) and {4.12). Let g — 0 in the expressions for
a,(g9) b.g) ((5.6), (5.7)); substitute into all terms on the right sides of Egs. (2.3). These
terms appear in the form of the series (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6). We use a relation
on complex numbers for their sum (5.10), (5.15), (5.18,) (5.19), (5.20); or (5.22). Then
according to Egs. (2.3), and using the notations (5.21), the linear combinations of the
expressions (5.22) give us the final static quantities (5.23).

When compared with the problem of Hertz we can observe the characteristic re-
results (6.1), (6.3). Along the edge of the plate we obtain Eq. (6.5) and (6.10), accord-
ing to the simplified conditions (3.1) but in contradiction to the general conditions
(6.4). The twisting moment M,,, which should equal zero, may take on all real values
from 0 to + oc. The angles «, , are inclinations of the principal bending moments
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to the normal on the edge. This means that the isostatic curves of the theory do not
approach the free edge perpendicularly ((6.11) which results from (6.4)), but under
an angle «; ,, which may vary from 07 to 50 (see Fig. 5). We can sce that the magni-
tudes of these deflections as well as those of M, , can, in the limit, reach their absolute
maxima.

It was our experiments [7] and the proved possibility of real errors that had led us
to these problems. Although the simplification of boundary conditions has no es-
sential influence on the solution as a whole, it cannot be neglected in all those cases
that, in some way, depend on the strict validity of the conditions at the edge. One
example of this is shown when using the integration (6.12) [6] to evaluate an experi-
ment. (See Fig. 6.) Starting from the experimentally known constant ¢ at the axis or
at the edge we can integrate towards the edge or back. Both integral curves are prac-
tically parallel but different due to errors in the edge area. The integration towards
the edge gives us false values at the edge, and the integration in the opposite direction
even within the plate. Errors arise even at the point (1, 7/2) where (3.1) and (6.4) are
identical (see (6.14), (6.15)), but here they are at their minimum. It can be seen that
we must be very careful with our experiments when using such formulas. The edge
area is always exceptional due to the three-dimensional state of stresses.
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