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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY CIsLO 6

RELAXACE S PROMENNYM ZATEZOVACIM CLENEM A JEJI UZITI
PRI RESENI DESEK A PROBLEMU KROUCENI

ZDENEK P. Bazant
(Doslo dne 20. biezna 1959.)

Relaxace s proménnym zatézovaefm dlenem je zobeenénim normdloi
relaxaéni metody, pii kterém se relaxuje sit pfi predem nezndmych
proménnych zatézovacich ¢lenech a na Feseni pro dané zatézovact ¢le-
ny se pak pfejde obecnd linedrnimi kombinacemi, coZ vede ke zrychlen{
relaxacniho postupu. Jsou uvedeny piiklady z feseni desek a problému
krouceni.

Pii numerickém feseni linedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic eliptic- -
kych metodou siti a pti fedeni positivné definitnich systéma linedrnich rovnic
rozsifilo se znaéné v. posledni dob& uzivani relaxadni metody. Cilem tohoto
pojednani je navrhnout metodu, kterou lze v detnyech pfipadech normélnt
relaxaéni proces znadnd urychlit, a to zejména tehdy, kdy normélni relaxace
je pomalé nebo i téZko proveditelna. ProtoZe se pii této metods provadéji
postupné zmény nejen nezndmych, jakou normélni relaxace SOUTHWELOVY,
aviak soubasné téZ zmény hodnot pravych stran feSenych rovnie, neboli
zatéZovacich élenti, budeme tuto metodu nazyvat relaxaci s proménnym
zatéiovacim élenem, jejiz princip autor navrhl r. 1958 [1]. Proménné zatézo- ¢
vaci dleny plsobi v tzv. vlastnich ¢ nevlastnich singularnich bodech sité,
jez maji charakter okrajovych bodl a lze v nich snadno odstratiovat residua.
Systém linearnich rovnic se piitom fedi pro predem neznamé hodnoty pravych
stran, oviem se zietelem na to, aby pak bylo mozno piejit linedrnimi kobina-
cemi ziskanych stavi na fefeni pro dané pravé strany. Podle této metody je
téZ moZno provést vyrovnani zatéiovacich élentt podle residui.

1, NEKTERE VLASTNOSTI SYSTEMU LINEARNICH ROVNIC
Uvazujme systém n linedrnich rovnic o n neznamych

(1) Dg; =12y, k=12 ..,mn,
imi

kde a;; jsou dané koeficienty (redlnd &isla) a Z, dané pravé strany (redlna &isla).
Necht soustava mé jediné fefeni, tj. determinant

(2) (@) 0.
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Refenim systému pak je n-rozmémy vektor

(3) X == (g, Tyy oo ey L) o

Souhrn pravych stran Z, povazujme té% za n-rozmérny vektor a pisme

(4) Z D By D)

Zvolme nyni misto tohoto vektoru vektory Zi; tvaru

(5) Z(j) - (Zl(.i)’ Zz(y‘)a ceny Zr(:‘): k‘(j)zr»H? k(j)zr+2s (Rt k(j)Zn) ’
j=12 .., rr-+1,

kde 0 < r < n. Nahradime-li v systému (1) vektor pravych stran Z vektorem
Z;, md pak takto vznikla soustava jako jediné fedeni vektor
(6) X(5) == (Ty(is Talsds -+ > Tu(i) -

Vyslovime nyni tuto vétu:

Vita 1.1, BudiZ ddna soustava (1), pro niZ plati podminka (2) a kierd md
pro vektor (4) pravijch stran Fefent (3) a pro vektor (5) pravych stran Fedent (6).
Necht Etsla Zi(ys Zaishs - Lty Kipys kde 7 =1,2, .., 7 + 1, jsou takovd, jinak
libovolnd redlnd éisla, Ze vektory

(7 (Zisys Zisisys s sy ) s J= 1,2, .7 + 1,
jsou linedrné nezdvislé.

Za téchto predpokladi potom plati, Ze:

a) Fesent systému (1) je rovno
(8) X == )X() + O Xo) + v A C) Xy F Crany Xy >

b) kde Cisla ¢y, §=1,2,...,7 + 1, jsou jedingm refenim systému r - 1
linedrnich rovnic

r+l

(9) sz(:‘) 6 =2y, k=12,..,r,
i=1
r+1

2 ke =1.
=1

Dukaz plyne snadno z béinych vét linedrni algebry.
Mohli bychom tedy obecné Fesit systém n rovnic takto:

Vytkneme si prvych = rovnie, zvolime » 4 1 raznych nezavislych vektorii
(105 Ta(iys -+ Tr(iy Trran)s Kde j =1, 2, ..., 7 4 1, a po jejich dosazeni pak
(r 4~ 1)krat feSime systém zbyvajicich (n — r) rovnic s neurditou pavodni
pravou stranou kpZe (k==r 4 1,...,n) pro (n —r) nezndmych x, ., ...
ceos Bugi)y Ky, PiBemz musi byt splnéna podminka feSitelnosti. Z prvych
r rovnic pak vypoéteme r(r 4 1) hodnot Z,y), Zyy, ..., Zy), & ze systému
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(r + 1) rovnic pak za splnéni predpokladii véty 1.1, coz obv}lkle nastane,
urdime (r -+ 1) hodnot ¢(np (9 = 1, 2, ..., 7 - 1).
Pro dal§f je vhodné v&imnout si specidlnich pfipadd pro r = 0 a Z, 4= 0,

Lig =2y = .., = Z,— 0, r =0 a obecnou pravou stranu, r =1 a Z, &0,
Zpy+0,Zy=...=4,=0,r=1aZ,=...=2,ap.

Obecné by takovyto postup pfi normalnich zptsobech FeSeni nebyl vyhodny.
Avgak to, %Ze muzeme (r 4+ 1) neznamych volit a Ze nam tedy p¥i relaxaci
nezilezi na jejich hodnots, miZeme, jak pozdéji ukdZeme, vyuZit k proménd
zatézovacich ¢lend, ¢imz usnadnime odstranovani residui.

2. RELAXACE

Pii relaxadnim Feleni systému linearnich rovnic tvaru (1) zvolime pfedem
uréité hodnoty x,, x,, ..., x, a aby nastala v rovnicich (1) rovnost, musime
k jejim pravym stranidm piipojit residua R,

n
(10) Do, =Zi+ Ry, k=1,2,...,n.
i=1
, o, ' fv. v v 3
Potom provadime postupné zmény Awx, hodnot x,, pii demz se méni, aby zi-
stala zachovana rovnost, té% residua R,,

(1) AR, = S agba, .
=1

Cilem postupnych zmén Az, (relaxadnich krokd) a jim odpovidajicich zmén
AR, je pfivést residua R, k nulovym, prakticky k dostate€aé malym hodno-
tdm, coz je podstatou relaxa¢ni metody (podrobré viz [7], [8], 4], [5] aj.).

P¥i volbé relaxadnich krokil, tj. zmén Ax,, je vhodnd fysikalni piedstava.
Tak napf. znadi-li x; prithyby membrany resp. desky, znamend diferenéni
rovnice piislusnd k uzlu £ p¥i feSeni harmonické resp. biharmonické rovnice
at s pravou stranou 6 bez ni rovnici rovnovahy pro prisluény uzel membrany
resp. desky, zatiZeny bfemenem umérnym velikosti pravé strany, to jest
dlenu Z, + R, MuZeme si predstavit, ze 84st R, zatiZeni témito bfemeny se
prendsi prostfednictvim néjakych myglenych podpor, jimiz bychom mohli
podepfit membranu nebo desku v kazdém uzlu sité, a 8dst Z,, t]. zatéZovaci
élen, Z%e je dané neménné vnéjsi zatizeni. Relaxadni pochod pak neznamena
nic jiného, nez ze reakce téchto podpor postupné uvoliiujeme az je piivedeme
k prakticky zanedbatelnym hodnotdm.?)

Relaxaéni metoda piinddf oproti jinym postupnym metoddm zejména

1) Podle této predstavy lze FeSit a Pesi se vlastné relaxa¢ni metodou napt. viechny
linedrné pruiné konstrukce. Jde pouze o to, ze v konstrukei zavedeme dal$i podpory,
které postupné uvolitujeme (relaxujeme). Tak napi. u rdmovych konstrukei zavadime
vetknuti, kteréd pak postupné uvoliiujeme. V tomto smyslu patif k relaxa¢nim metoddm
téZ metoda rozdélovédni sil a momenti, metoda rozdélovéni deformaci pro fefeni rdamo-
vych konstrukei aj.
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tu vyhodu, ze uiivd skupinovych a blokovych relaxagnich krok®, p¥i nichz
provadime zmény vice hodnot z; najednou. Tim se dosahuje zrychleni rela-
xacénfho procesu, které viak muohdy nestadi. V nékterych pripadech totiz,
jako napt. pii slozitéjdich okrajovych podminkdch nebo p¥i Fefeni SAsti vétsi
symetrické s{té, kdy diagondlni koeficienty systému nejsou nijak vyrazné
vétsi nez ostatni koeficienty, se residua tézko odstranuji; volba skupinovych
relaxaci je obtiZna a relaxace postupuje pomalu. UkaZme si nyni na zdkladé
vlastnosti uvedenych v prededlém odstavei, jak lze v &etnych piipadech,
zejména pak v pfipadech pomalého postupu relaxace, relaxadni proces dale
navrzenou metodou velmi znadéné urychlit.

3. RELAXACE S PROMENNYM ZATEZOVACIM CLENEM

Zptisob, jak pii relaxaci odstranujeme residua, zdlezl v tom, Ze je stahujeme
k okrajovym bodam, kde je odstraniujeme blokovymi relaxacemi. Odstrafio-
vani residui je totiz snadné, jsou-li v siti rozdélena s opadaymi znaménky.
Po nékolika relaxadénich krocich je snadno zmensime a vyrovname do pti-
blizné stejné hladiny hodnot. Dalsi postup je jiz pii normdlni relaxaci obtizny.
Residua musime pievést k okraji a zde odstranit blokovou relaxaci. Cim blize
je od jednotlivych bodd k okraji nebo &éim vice je okrajovych bodf, tim
snadnéji plevedeme residua k okraji a tim rychleji proces postupuje.

Kdyby se tedy podafilo dat nékterym dalsim bodam sité charakter okrajo-
vych bodt nebo zavést néjaké dalsi fiktivni body, které by mély charakter
okrajovych bodt, urychlili bychom tim znaéné relaxaci. To pravé umoziuje
relaxace s promdénuym zatéZovacim Slenem. Body, které maji charakter okra-
jovych bodt, tj. Ze muZeme v nich snadno odstranovat residua, nazveme
singuldrni body sité. Mohou to byt bud pifmo body sité nebo néjaké myslend
dalsi body.

A. Aby se néktery bod sité stal singuldrnim bodem sité stadi, prohldsime-li
v rovnici (10) vyraz Z, | Rj za zatéZovaci &len Z,,

(12) Z}c:Zk+Rk’
potfebny k dosaZeni rovnovahy pii daném stavu hodnot ;. Pak plati
(13) Z ap; = Ly -

i=1

K dosaZeni rovnovéhy v daném bodé nemusime pak zavadét v tomto bodé
#4dnou myslenou podporu, tento bod nema residuum. Clen Z, je oviem
podle rovnice (13) proméuny, neni mozno jej piredem volit, nebot po kazdé
zi:éné Az, hodnot x, je tteba jiného zatiZeni k dosaZeni rovnovahy. Z rovnice
(12) plyne, #e se élen Z, wén{ stejné jako residunm R, v tomto bodé

(14) Ach = z aucA"l’z .

fa=1
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Na zméng ¢lenu Z, ptitom nezalezi. Do tohoto bodu miizeme stahovat residua
a tim, %e je zahrneme do zatéZovactho &lenu Z,, je prosté odstranime. Zménou
hodnoty @, v tomto bodd muZeme ovliviiovat hodnoty residui v okolnich
bodech. Relaxadni FeSeni takto provadéné ma piitom tu zvldstnost, Ze Fedime
piedem neznamy zatéZovaci piipad a teprve kdyi dojdeme k vysledku,
ziskdme zaroven zatizeni, které Fesl vysledné hoduoty z,. Vysledné hodnoty
Z, odpovidaji obecné slozkdm vektorti (5) a prithybové hodnoty x; vektoriim
(6). Toho, aby vektory (6) byly linedrné nezavislé, dosadhneme obyéejné tim,
zvolime-li réizné vychozi hodnoty z,. Aby chyba pifi vyéislovani vysledku
z vektor (6) nebyla velkd, musi tyto vektory svirat co nejvétsi dhel, co#
dosdhneme obydejnd tim, Ze volime vychozi hodnoty jako citem odhadnuté
FeSeni pro rtzné zatéiovaci stavy, jejichz vektory (5) sviraji velky ihel.

Singularni body nemutzeme volit libovolné. Musime je velit tak, abychom
mohli od ziskaného stavu, piipadué od nékolika ziskanych stavi, piejit
podle rovnice (9) na redeni dané alohy, a aby celé fefeni nebylo pracnéjsi nez
bez nich. Kdybychom si totiz zvolili p¥i cbecnych pravych stranich Z,
r singuldrnich bodii, musili bychom relaxaci provést (r + 1)krat, abychom
ziskali (r + 1) vektorai (6). Zvolime-li pii specidlni pravé strané, kdy r ze
&lentt Z;, je nenulovych, v plisluSnych bodech singularni body, nutno relaxo-
vat r-krat, jak ukdzano v kap. 1. Mdme-li tedy jedinou nenulovou pravou
stranu (napt. zatizeni desky jednim osamélym bfemenem) a zvolime-li v tomto
bodé singularni bod sité (nebo-li prom&nné zatizent), stad{ relaxovat jedenkrat.
Pii volbé vice singuldrnich bodu muzZe byt relaxace téz vyhodna, je-li ispora
z urychleni postupu vétsi ne# ztrita z nékolikandsobné relaxace (jako dale
v pf. 4). Za singuldrni bod je vhodné volit bod s osamélym biemenem, bod
uprostied sité nebo bod, v ném# se obt{Zné odstranujf residua.

B. Residua v jednotlivych-bodech sité muZeme téz ovliviiovat tim zpu-
sobem, Ze jejich ¢ast velikosti k7, v jednotlivych bodech poklidiine za vnéjii
zatiZeni a piipojime ji k danym zatéZovacim &lentim Z,. Provadime-li takovéto
zmény zatiZeni, ma vnéjsi zatiZzeni p¥i vech relaxadnich krocich obecné tvar

(15) Z = |Z,

kde k je proménny koeficient. Jde tedy opdt o proménu vnéjstho zatiZeni
(méni se vektor viech zatéZovacich &lentt Z). Tento pripad lze té7 uvést
v souvislost s plededlym piipadem cinguldrniho bodu. Pledstavme si viechny
uzly sité spojeny s néjakym dalSim .my8lenym bodem, jemuz piifazujeme
hodnotu koeficientu &, prostiednietvim relaxaéniho operdtoru (Zy, Z,, ..., Z,),
jako je napf. posledni fadek v tab. 1 nebo 3. Zménd hodnoty koeficientu £,
spojeného s timto bodem, pak odpovidaji zmény residui AkZ,, AkZ,, ...,
oo ARZ,, il

(16) AR, = — AkZ, = — AZ,.



- Tento bod ma obdobny vyznam jako singularni bod sité v odstavei 3A. a na-
zveme jej nevlastnim singuldrnim bodem sité. K tomuto bodu zapisujeme hod-
notu koeficientu k vngjitho zatiZeni, nebo v pifpadé rovnomérného zatizeni
hodnotu zatézovaciho dlenu, které jsou v prabéhu relaxace proménné. S jednim
nevlastnim singulirnim bodem nemusi byt spojeny viechny body sité, ale
mite to byt 6% uréitd zvolena skupina bodit (stejné zat&Zovaci &leny jen
v Sasti sitd). MZeme tedy podobné jako v odstavei A volit té% vice nevlastnich
singularnich bodi.

Tento zplsob relaxace s proménnym zatéZovacim élenem je zv]asté vy-
hodny, jestlize pravé strany rovnic (1) jsou vSechny stejné (napf. rovnomérné
zatiZend deska, kroucenf), nebo aspoil stejného znaménka a p¥iblizné stejné
hodnoty. Pii relaxaci kazdé sité totiz velmi snadno odstratinjeme residua,
jsou-li riznych znamének. Po nékolika relaxaénich krocich vyrovname re-
sidua do pFiblizné stejné hladiny a stejného znaménka. Daldi pochod je pak
pii norméln{ relaxaci ji% obtiZny, nebot vyzZaduje skupinovych relaxaci.
Stredni hoduotu téchto residui, urdenou odhadem, pievedeme zde viak do
prom&nného zaté%ovactho &lenu Z a dostaneme tak b&hem jediného kroku
stav residuf, v némZ jsou residua opét riznych znamének, ale jiz znadéné
mensi, a mizeme cyklus opakovat.

V jedné siti je moZno volit vlastni i nevlastni singuldrni body sité zaroven
a provadét kroky podle zpiisobt A i B.

K uptesnéni vysledku umozZiiuje navrZend metoda provést vyrovndni zaté-
Fovacich Elend podle residui, coiz je dilezité zejména tehdy, nebyla-li residua
piivedena k dostateéné malym hodnotam. Z vysledného proménného zatézo-
vaciho &lenu Z,, resp. Z ve vlastnim resp. v nevlastnim singuldrnim bodu
sité povazujeme piitom uréitou dast R, resp. R, téZ za residuum,

(17) 2,y = Zm,o + Rm.o resp. Z = ZO + Ro )

jeho# velikost uréime z podminky, aby zatiZeni vyslednymi residui R, véetné
R, vesp. R, vyvozovalo nulovou hodnotu uréité neznamé z,,. To méZeme
provést podle potadnic d,,, plidinkové plochy neznamé z,,, které bud pred-
bézng¢ vypodteme nebo i odhadneme. Piitom nezapomenme, Ze FeSime-li jen
Sast symetrické sité (soustavy), je tieba uvaZovat R, i J, . ve viech bodech
sité (mistech soustavy)?) Ve vlastnim singularnim bodé& sité plati (R, v singu-

Jarnich bodech sité jsou nulova)

(18) Rm,o - EH:
k=1

?) Rosidua R, , miieme t62 zavést v ndkolika singuldrnich bodech zdroveit a jejich
velikost urcit z podminky, aby zatiZeni vyslednymi residui véetné hodnot R, , vyvozovalo
nulové hodnoty nékolika urditych zvolenych nezndamych. Potorn je vSak tieba pri-

(Sm,k .R
s Ly

()m ,mn

blizné uréit nékolik pri¢inkovych ploch.



a v nevlastnim singuldrnim bodé sité pti rovhomérném zatizeni plati

> O i
(19) Ry= — k=

Za bod m volime v piipadé A singuldrni bod sité, v ptipadé B jakykoliv bod
&ité, avSak takovy, v némz ndm piedeviim zdlezi na piesné hodnoté neznamé
(nejlépe uprostied sité, ponévadz lze pak predpoklidat, Ze mezilehlé hodnoty
a; budou piesnéjsi). Jako vyslednou hodnotu proménného zatézovaciho élenu
pak vezmeme do vypoétu Zm,() =Zp — Ry vesp. Zy = Z — R,. Takovéto
vyrovnani zatéZovacich é&lentt podie residui je moiné provést po kaidém
feseni postupnou metodn, napl. iteraci, metodou rozdélovani sil a momenti
nebo deformaci ap.

MoZnost relaxace s promeénnym zatéZovacim ¢lenem je dana platnosti
prineipu superposice, ktery je dusledkem linearity problému.

4. POUZITI A VYHODY RELAXACE S8 PROMENNYM ZATEZOVACIM CLENEM

Celkové muzeme tedy Fici, Ze navrzend relaxaéni metoda s proménnym zaté-
zovacim ¢lenem, ktera je zobecnénim normalni relaxaéni metody, pfindsi tu
vyhodu,\ ze dava k disposici dalgi body sité charakteru okrajovych boda, do
nichz pak mizeme stahovat residua. Tim znaéné urychluje relaxaéni proces,
zejména v piipadech, kdy normalni relaxace postupuje pomalu nebo vibec
ne, jako tomu byva p¥i obtiZnych okrajovych podminkdch nebo pfi FeSeni
Casti vétdl symetrické sité (diagondlni koeficienty nejsou znatelné veétdi nez
ostatni), a roz§ituje tak pouziti relaxaéni metody téz tam, kde byla dosud
nevyhodna. :

Jeji pouziti je vidy vyhodné v piipadech, jsou-li viechny pravé strany
stejné (rovnomérné zatiZend deska, krouceni), nebo mame-li jedinou nenulo-
vou pravou stranu (deska zatiZena jednim osamélym bfcmenem). V piipadé
dvou, t¥i, pripadné i vice nenulovych pravych stran je jeji uziti vyhodné
vidy tehdy, musime-li fesit dva, resp. t¥i resp. vice zatéZovacich stavi.
Tak napt. mame-li ¥edit desku pro nékolik riznych zatéZovacich stavi dvéma
b¥emeny plisobicimi vidy v tychz dvou bodech, nebudeme to délat tak, Ze
napfed vyfedime desku pro zatiZeni jednotkovym bfemenem v kaidém ze
dvou bodid a potfebné zatéZovaci stavy budeme vyéislovat odtud, jak se to
v praxi obvykle nevhodné providi, ale provedeme to vidy tak, Ze zvolime
v téchto dvou bodech singuldrni body sité, vyfesime si dva libovolné, predem
neznamé zatézovaci stavy dvou bifemen, z nichZ pak sestavujeme linedrnimi
kombinacemi feseni pro dané stavy. To, Ze pro sestaveni linearnich komnibinaci
musime Fedit systém dvou rovnic, je zanedbatelné vzhledem ke znaénému
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urychleni relaxace pfi dvou singuldrnich bodech. Podobné mame-li fesit
nap¥. desku pro zatiZeni jednak rovnomérné, jednak osamélym biemenem,
zvolime vidy jeden vlastni a jeden nevlastni singularni bod, nebo méame-li
fefit desku pro zatiZeni rovnomérné ve dvou riznych éastech sité, je na misté
volba dvou nevlastnich singularnich bodi.

V ostatnich pfipadech, tj. kdyZ volime vice singuldrnich bodd, ale nefesime
vice zatéZovacich stavi, je jeji pouziti vyhodné jenom tehdy, je-li tspora
z urychleni Fefeni vétsi nez ztrata z nékolika relaxaci, jako napi. v ptiklads 4,
coz musime citem a zkuSenostf odhadnout. Tak napt. v piipadé, Ze jsou viech-
ny pravé strany stejné, nebo jedind nenulova prava strana (nebo téZ vSechny
stejné az na jednu), a zvolime-li jeden vlastni plus jeden nevlastni singularni
bod sité, musime relaxovat dvakrat a vyhodnost je zde sice mo#néa, ale ne-
zarudend. Rozhodnout se musime na zakladsé zkugenosti. Pfesné kriterium zatim
nemame.

V piipadé jediné nenulové pravé strany navrzend metoda téZ snizuje podet
rovnic o jednu, i kdy% ji nechapeme jako metodu relaxaéni. V piipadé, kdyz
méme # nenulovych pravych stran a kdyZ musime fedit » rliznych zatéZovacich
stavil, snizuje podet rovnic o r, ale musime navic Fesit systém r rovnie, coz
je pii malém r zanedbatelné.

Pripomenime koneéné, ze rychlost postupu vsech relaxaénich metod velmi
podstatné zavisi na zrudnosti a zkudenosti poétife, na tom, jak vhodné dovede
volit jednotlivé kroky.

5. PRIKLADY

Pro praktické objasnéni uvadime nékolik prikladt na relaxaci s proménnym
zatéZovacim ¢lenem jednoduchych typa z oboru stavebniho, feSenych pomoci
hrubsich siti. Pii vétsich sitich by se vyhody navrzené metody pocitily jesté
vyraznéji.

V obrazeich relaxatnich vypoéti (obr. 2, 4, 6, 8) zapisujeme nad piisluiné
body vlevo zvolené vychozi hodnoty neznimych a vpravo jejich vysledné
hodnoty, odpovidajici vyslednym hodnotam zatéZovacich élent. Pod pii-
slusné body zapisujeme po fadé do sloupett hodnoty residuf. Na prvém misté
jsou jejich vychozi hodnoty, na poslednim jejich vysledné hodnoty. Prova-
déné relaxadni kroky zapisujeme po fadé do zvlagtni tabulky vedle vypodtu.
Singularni body sité (vlastni i nevlastni) oznadujeme dvéma krouzky a zapi-
sujeme u nich formalné stejnym zptsoben jako residua hodnoty proménnych
zatézovacich élent.

Priklad 1. Krouceni prutu plného &tvercového prifezu (obr. 1).
Diferencialni rovnice je

(20) viP(x, y) = — 269,
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kde y? je harmonicky operator, @(x, y) je funkce krouceni, ¢ pomérny tGhel
zkrouceni, ¢ modul pruznosti ve smyku. Okrajovd podminka je rovnost

v uzlech sité rovnomérnym zatiZenim Z. Vyjadiime-li operdtor y? v diferend-
nim tvaru (viz [4], [8]) a zavedeme-li &tvercovou sit o kroku h = a/8 podle
obr. 1, dostaneme systém 10 diferendnich rovnic pro nezndmé hodnoty @,, D,,...
<ess Dy v bodech 1, 2, ..., 10, jez v8ak v piipadé harmonické rovnice neni nutno
sestavovat, nebot lze poéitat ptimo pomoei harmonického relaxaéniho opera-
toru [8]. Vzhledem k symetrii prifezu, sfté a pravé strany rovnice (20) podle
&tyl vyznadenych os jsou hodnoty funkce @ téZ symetrické podle téchto os
a stadi Fesit jen jednu os-
minu sité. Pravé strany
téchto diferenénich rovnic

maji tvar 2
(21) Z = 2G0h* .
S\413_ 500 -
Prosor 8o o 0 O)00 35 1o
A a T300 20 0 [300 15 600 0 Lee7 Lioo
¥ 2 100 5 100 10 400 7 801
> 20 0 80 0 0 5 |80
0 0 0 0 7 o 7 30 -2 -30 134,10 20
i A 500 /=\529 500 /501 g‘gg‘g—ﬁj
4 30
st 3 2 1,0 95 ms &0 1210 |30
| P 100 15 0 egg 15 3.78.9-5
: 20 25— |1 4,-8 |5
7 6 32 O 0 0 70 -2 5 |10
i 2 50 -2 40 0 Z 10
9 8.6 3 0 ﬁt = 0 90 |3
N P - 80 12..10 | 8
; 110 47 |2
79 7| 4 0f _yx, mo. LG22
VTN A
Obr. 1. ) Obr. 2.

Relaxaéni vypodet s proménnym zatéovacim &lenem Z podle zplsobu vylo-
zeného v odstavei 3B. (nevlastni singuldrni bod sité) je proveden na obr. 2.
Z vyslednych hodnot @, na obr. 2 urdime pak fefeni podle véty 1.1, kterd zde
piechazi v piimou dmérnost
(22) @, = 1,13%, @, = 1,772, @, = 2,11Z, @, = 2,217, &, — 2,857 ,
Dy = 3,447, O, = 3,627, B, = 4,117, D, = 4,407, D, = 4,657 .

Piiklad 2. Uréime momenty uprostied rovnostranné trojiheinikové desky
o strané a, po obvodé kloubové ulozené, kterd je zatizena osamélym bfemenem
P uprostted desky, jez se pFenasi na desku jako rovnomérné zatiZeni po plose
Sestithelnika opsaného kruznici o priméru a/9 (obr. 3).

Diferencidlni rovnici prithybové plochy desky lze v tomto piipadé pievést
na ¥eseni dvou harmonickych rovnie s pravou stranou, (3) z nichZ prvni ma tvar

(23) Vel = —q,
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kde ¢ = q(x, y) znadi mérné zatizeni v urditém bods, M zna&f hodnotu

M, M,

(24) -

v témz bods, kde opét M,, M, znadi hodnoty momenti, p Poissonovo &islo.

Druhd harmonickd rovnice s pravou stranou pak uréuje hodnoty prihyba w

pomoci hodnot M a nebudeme ji potiebovat. Toto rozloZeni na dvé rovnice

je mozné proto, ze zde zname okrajové

Ixg podminky pro M. Na kloubovém okraji

cl totiz plati M = 0. Fysikalni analogii

je zde opét membrana stejud zatizens
jako deska.

_100
. 400
.~ Ko -20" 0
. 202 2130 20 %020 0
/ \/ \ 7
Obr. 3. Obr. 4.

Zavedeme trojihelnikovou sif o strané b = a/9 dle obr. 3. UZijeme-li smyetrie
 podle t¥{ vyznadenych os, postadi uréit 7 nezndmych M,, M,, ..., M,, jejichz
diferenéni rovnice maji obecné pravou stranu
(25) = 3qh*
a stejné jako v pi. 1 je neni teba sestavovat. V bodé 1 je ¢, = 2P/h2]/§ a tedy
Z, = Pvg, Zy = ... =72, = 0. Pii feSeni pouZijeme relaxace s proménnym
zaléZovacim Glenem, podle odst. 3A. s jednim singuldrnim bodem v bodé 1
pced osamélym bfemenem (viz obr. 4). Vysledna hodnota zatéZovaciho élenu
Z, vysla Z; = 3960 pii hodnoté M| = 1055. Podle véty 1.1 pak dostaneme
M, = MZ,[Z] = 0,46P. Protoze prahybovéd plocha desky musi byt v bodé 1
soumdrna podle tii oskulacénich rovin svisle proloZenych osami soumérnosti
trojthelnika, plati, ze M,, = M,,. Potom dostdvame podle (24) pro momenty
ve stiedu desky

(26) My, = My, = L1 b u) M, = 0,23P(1 | p) .

Ptiklad 3. Urdeme prihybovou plochu a maximalni prihyb Zelezobeto-
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nové desky tvaru rovnoramenného pravouhlého trojihelnika, na odv&snich
délky a vetknutého a na pieponé volného, pii rovnomérném zatizeni ¢ (obr. 5).

Diferencidlni rovnice tlohy je

Ay

q
(27) Viw = D
kde w je prihybova potadnice, y*
biharmonicky operator a D valcova
tuhost desky. Okrajové podminky
pro volny okraj, zavedeme-li osu y
kolmo k nému a osu 2 s nim rovno-
bézneé, jsou pil pu = 0 (Zelezobeton)

g (28)
e T O 0*w o*w o*w
| 0J68 0492 4 0634 =0, =42 =y,
! : /18 i oy? ay? ax? oy )
1 1, [2/ 3 4 x . p .
i " ogse 0447 083 10 Okrajovéd podminka vetknutého o-
' | | " | | kraje vyzaduje soumérnost prodlou-
i R e e i zené prihybové plochy podle ve-
1 H . . oy
I ; ,-#:-: l tknutého okraje. Zavedeme &tverco-
_+*__.,'___+___J,ﬁﬁ__ vou sit o strané h:a]/Z/S podle
| ! ' [ obr. 5. Vyjad¥ime-li operdtor V* a
diferencidlni operatory okrajovych
Obr. 5. p : -
podminek v diferenénim tvaru [4]
a sloudime-li v okrajovych
. : : bodech podmineéné rovnice
AW T AW 0 - _100G0V34___ , o .
34 2000-50]  Z [0 500 70 rovnovahy s rovnici okrajo-
7 (50015679 | 2 400 [2100 130 , ,
2_ |Gl 4 1 280 800 11 vych podminek tak, aby vy-
580 (40 1 |-3 370 300 7 _ ‘
26 1301 z |5 365 220 -13 padly hodnoty w na prodlou-
4 FE0113,4,90 |1 — X, X . N
7 05 1| _100g\145 200,(’9\ 242 Zeni prihybové plochy vné
w0 b0 3 [ 2205 “70-10 f i vdalednve
P S 100 550 -5 oo o desky (pomoci tzv. vysleduych
27 |10 -200-90-3 {150 60 1 20V i tord ta-
1 200 G040 %04 okrajovych operatortr), dosta
5,%8 H 20 25 -190 - 52 neme systém rovnic, zapsany
A 5) 441000 21568 _ ve sloupcich relaxatn{ tabul-
6 4 720-28 -660-25

200 20 -6 [poo-360-21  ky 1, pro 10 nezndmych w,
400 120 -8 |400 -270-15 N .
20100 -7 |4100-40 -7 Wa .., Wy Pravé strany viech

[940-60 -5 |180-75 1 pgynic jsou stejné a jsou rovny

748 100071896
3756 500 20 gt
1500-90 8 200 026 (29) 7

e

70 9
1100 40 -2
1050 0 -3
70 50
310 72

-1000-120 30
-650 60 -7 850 Q13 800 100 10
~190 -20 1 30 40 12 420 0 15
70 -40 7 110 30H 500 60 -1

Relaxadni vypobet s promén-
Obr. 6. : nym zatéZovacim lenem Z
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podle zptsobu 3B. je proveden na obr. 6. Podle vzorce (19) provedeme po-
mocf odhadnuté piiéinkové plochy 6, vyrovnani zatéZovaciho ¢lenu Z podle
residui, tak aby uprostfed volného okraje v bodd 4 vyvozovala residua
vdetnd R,, nulovy prihyb. Dostaneme tak Z; , = 365 — 2,8 = 362,2 a od-
tud (w; = 896)

Z qat
(30) Wy = Wy = Wh 7 = 0,00241 T2
Ziro D
Tabulka I.
T ’
1 2| 03 4 5 | 6 7 8 9 10
1 21 —8 1 3 t
2 -8 16! —8 2| —-6! 2
3 1 —8 17 | —16 21 —6 4 1 '
4 1] 8| 16 2] —6 1|
5 6| —12 4 21 —8 2 3 |
6 4| —12 8 —8 20| —16 —8 4 |
7 4| —12 1 —8 19 2 —8 | 1
8 2 3 —8 4 23 | —16 6
9 2 2 —8 —8 20 —8
10 | 1 3 —8 25
—_— — —— e } —
z 20 —17 0 0 16 -4 0 16 -7 24
Z —1 —1 -1 —1 -1 —1 —1 -1 —1 —1

Prithybova plocha desky pii jednotkové maximdlni hodnoté prihybu je
zakreslena v obr. 5 svymi vrstevnimi éarami a hodnotami v uzlech sit8. Vidime,
Ze Tefeni této jiz komplikovandjs$i soustavy rovnic bylo provedeno velmi
rychle pfi 13 relaxadnich krocich. Normalni relaxaéni vypodet postupoval
znadné hiife a nebyl dokonden ani po 35 krocich.

Ptiklad 4. Uréime pridinkovou plochu prihybu uprostied poli obéma
sméry nekonetné Zelezobetonové desky hiibového stropu podle obr. 7 pro
zatiZzeni jednotkovymi bfemeny poloZenymi soumérné podle viech moZnych
08, vedenymi fadami podpor stropu. Jednotliva pole jsou étvercovéd o strand
@, a tuhé podpory desky maji na hornim konci tvar &tverch o strané a/4.
Tato Gloha je ekvivalentni s Glohou uréit prihybovou plochu této desky pii
zatizeni vSech poli stejnymi osamélymi bfemeny P v jejich stfedech. Pied-
poklddejme, Ze osaméld biemena se piendfeji na desku rovnomérnym zati-
Zenim na &tvercovych plogkdch o strané a/S.

Diferencidlni rovnice tlohy je zde opét rov. (27). Protoze deska i zatiZeni
jsou vzhledem k nekoneénosti stropu soumérné podle stran &tverce, staéi
Tedit toto jediné pole a protoze toto pole je opét soumérné podle &ty¥ os sou-
mérnosti &tverce, stadi Fedit § tohoto &tverce. Okrajové podminky pro tuto
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dast pak jsou jednak soumérnost prithybové plochy podie strany &tverce
a podle dvou os soumérnosti ¢tverce, které ji omezuji, a za drubé nulové hod-
noty pruhybu w v bodech spoéivajicich na podpote.
Zvolime &tvercovou sit o strané b = a/8. Mame potom urdit 12 neznamych
prihybovych hodnot wy, w,, ..., Wy, Vyjadiime-li stejné jako v piedeslém
plipadé rovnice (27) a
| okrajové podminky v di-
ferendénim tvaru, dosta-
neme relaxaéni tabulku
2. Pravé strany jsoupodle
(29) vesmés nulové vyjma

o Z, = qh*|D = P*h|D.
N Normélni relaxace by v
{ tomto piipadé postupo-
10 1 e vala velmi Spatné, nebot
f mame prakticky jen dva
7! 3 okrajové body, v nichz
ok Y bychom mohli odstrartio-
Jd s " a , Be vat residua (ani po 50
— 03324 0,166__0,124 o krocich se nepodatilo do-
/0'6/;\\</ \ \-T/ PR AN séhnout vysledku). Ani
\_O,a'zr \->2 ’;02 5499 8 0 1:{2;2 8l o pri volbé jednoho singu-
A - ' ‘ﬂ ' larniho bodu v bodé 1 by
%2 sl 10 _ 7 3 zlepseni k jes-
— T . A A BN pseni konvergence jed

00/} 0819 0,580 0,398 0,333 . . .

i /4 / /l [ ténebylo dostatedné. Pro-
s d /| ! to byl zvolen jeté jeden
) singuldrni bod 5, i za ce-
Obr. 7. nu, Ze je nutno fesit dva-

krat. Relaxace pak dobfe
postupuji. Oba relaxaéni vypoéty pfi dvou proménnych zatézovacich &¢lenech
Z,, Z,, podle zptisobu z odstavce 3A. jsou zapsany na obr. 8 stejnym zpiiso-
bem jak bylo diive vyloZeno, pouze s tim rozdilem, Ze pravy vypodet je
zapsan cely vlevo od piisluénych bod@ a druhy vpravo. Vychozi hodnoty
v obou relaxacich byly zvoleny rizné, aby vysledné zatéZovaci vektory byly
linedrné nezavislé (a z davodu pfesnosti téZ ,,0d tohoto stavu podstatné vzda-
lené*). Podle vzorce (18) provedeme pomoci piedbéing vypodtené piiéinkové
plochy 6,(z, y) vyrovnini zatéZovaciho &lenu Z, podle residui, tak aby v
bodé I vyvozovala residua véetné R,y nulovy prahyb. Dostaneme tak
Zyo = 1068 - 3 = 1071, 27, = — 255 + 15 = — 240.
Sestavime-li takovou linedrni kombinaci obou stavt, ktera dava Z; = 0
a w; = 1, dostaneme hodnoty #(x, y) hledané prihybové plochy, odpovidajici
jednotkovému préhybu uprostted pole, jim% odpovidd hodnota Z; == 1,71.
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Hodnoty n(x, ¥) jsou zapsany u ptisluinych uzli v obr. 7, kde jsou téZ zakres-
leny vrstevni &iry plochy #5(z, v). Hodnoty 6,(x, y) pFidinkové plochy pri-
hybu odpovidaji ¢lenu Z, = A*/D a jsou

(31)

2
8,(w, y) = 0,00915 % w@, y) )

odkud je téZ pifmo patrny prihyb uprostied pole pod bfemenem P. Pro

T Tawl © Taw 300 | 80 200 | 50 100 | 20
6100 9 |15 406 (72 210 8,4 161 29,6
2 _|40) 317 |5 -2000 \5/-120 0 1100 \37330-9  -1000 260 23
247 |-20|_6.7 -5 0-30| 120 -8 300 7| -15 1 -800-4| -20-27
11200 1 -10 80-16| 30 6 -20 13| 30 0-15 -70 -15
30l 56 |3 50 gl 1812 -0 -1| 45 1 -160 0| -76 -6
4,5 51812 20 48 6 -45 | -25-12  -100 4 11
m12__|5 1 -6 100 8 5 -49 -9-28 -10 0 -3
7 42005 -2 -10 12 -43 -1 4 -34 -28
3:142r6 ‘g 0.1 14 800 00
810 |1 I 600 100 00 60 300 40
7 _4I7'%56 F2l 706 j\ma 604 f5‘\\99 409 ro\/1 340073 60
AL 1% 1,2,,12 | 4 |-200 \2/120 -2 800 N\F230 #12 -200 NS220-11 100 40 -12
el ™ 3,97 1T 030 20 18 0 205 185 98 023 -100 -3 -420-28/ 100 -16
57 LAl | 240 6] -40 4 80 181| 180 106 80 13|-105 -7 -80 -5| -5 -3
3';611 y [280adr] 20 4 2 0 160 74| 135 101 w0 2|-87 -14 -25 0|-21 -10
e U PROY R R B R A A A
T -1 - -81 16
6101112 1 ]—=< -20 - 202 120 4% -35 — -18 -8
700 | 100 500 \go ﬁg( 8,
680 ,"\102 485 /3\81 )5
o \* )07 200 ;ijzoo -19 0 QOO 4
20018 -30 21 0 -9] 170 -4 80 -61-30 3
120-23] -40 9 40 —| 8 -3 40 TTi-14
80 2| 2-2 80 73 -6 -40 74
60 0| 22 -4 -4 13 24 10
80 3| 16 -3 8 -3 24 -2
-50 2 0 -5 -27 -12 -4
Obr. 8.
Tabulka II
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 R R
1 20 | —8 ‘ 2 1
2| —32 25 | —16 | —8 3 1
b3 8| —16 22 4| —8 2 ; 1 !
4 ’ 4| -8 4 20| —8 2| —8 2 2
|5 6| —16 | —16 23| —16 4, —8 3 2
i6 2 2| —8 20 2| —8 2
7 1 —8 2 21 —8 11 16 4
i 8 2 4| —8 4 —~16 22 -8 8| —16 4
P9 31 —16 2, —8 23 4 —16
| 10 1 —8 2 20| -8 1
|1 1 4] —8 2| 16 21 —8
|12 2 21 —8 2 -8 20
i b 0 0 0 0 0 | —2 0o | —1 5 0 | -1 3
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rovnomérné zatiZeni ¢ miZeme z pifdinkové plochy 6,(z, ¥) Vypodist

2
(32) w, = ffq(xr, y) 0,(x, y) dx dy = 0,00915 (]l(l) ff’i](ﬂi, y)dedy =
0 0

qu*
= 0,00323 *=-,
’ D

kde posledni dvojny integral, ktery znamend objem plochy 5(%, y) v oboru O
jednoho pole, byl vypodten piibliznd Simpsonovym pravidlem. Ze ziskanych
stavii, miZeme té% vyéislit TeSeni pro zatiZzeni v bodd 5 nebo v bodech 11 5.
Kdybychom pottebovali zaroveri fesit desku pro zatiZeni v bodé 5 nebo pro
zatiZeni v bodech 1 i 5, bylo by pouziti této metody obzvladté vyhodné,
protoZe tak jako tak bychom museli relaxovat dvakrat.

Dal§i piiklad relaxace s proménnym zatéZovacim é&lenem pii FeSeni Sikmé
desky s volnymi okraji s jednim singuldrnim bodem sité muZe étenaf najit
v autorové ¢lanku [1]. Ve [2a] je uvedeno Fefeni komplikovaného systému
18 rovnic pro dikmou desku. Bylo provedeno s jednim vlastnim plus jednim
nevlastnim singuldrnim bodem béhem 20 resp. 22 krokt. Pracnost feseni je
tam podrobné rozebrana a porovnana s jinymi zpusoby a bylo shledano, ze
fefeni zde navrzenou metodou je v tomto pipadé nejméné dvakrat rychlejsi
ne% fefeni normalni relaxaci bez singuldrnich bodi.
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Peswme

PEJIAKCAIUST C TEPEMEHHBIM TPY30BBIM YJIEHOM U EE
IPUMEHEHUE AJfl PACYHETA IIJIACTHII U 1IPOBJEMA
RPYYEINNHA

3JIEHEK U. BAJKAHT (Zdendk P. Bazant)

Penakcanus ¢ mepeMeHHBIM T'PY30BLIM WICHOM ABJSICTCsE 0OOGIEHTEM HOp-
MAJILHOTO PENAKRCAIMOHHOIO METOMA, MO3BOIAIOIMAM YCKOPUTH XOJ peiarca-
nuy. 910 yCKOpeHue ABagercda ocofenno PPEeRTHBHLIM, KOTJA HOpPMAIbHASA
penaKcamyua IPOABUTACTCH MEUICHHO BICPCH, ¢ 4eM BCTpeYacMcs B ciydae
6oJce CI0KHBIX KPAeBLIX YCIOBUH WM B ¢Aydae pemelns yactu Gojiee BEINKOM
CHMMETPHYECKOU COTKM, KOT/A JMATOHANbULIC KOO(OUIUMEHTL CHCTCMBL JIHHCH-
HBIX YPABHEHMN He NPEBHIIIAIOT BHIPASHTEILHO OCTANBILIX YIEHOB.

ITo mpegmonaraeMoMy MeTOLY UBMCHSIIOTCH LIOCTEIEHHO HE TOALKO Henms-
BECTHDIC, KAK HTO ACHAACTCS IPH HOPMaJILHOE peslakcallyu, HO M NpaBble YacTh
ypasHeHRH, T. Ha3. rpysoBeie wieHsl. [Ipu stom mocrymaem taxum obpasom,
4910 B cerke phOepeM TOUKH, B KOTOPHIX PaccMaTpmBacM BMecTo pecuipyeit
TepeMentbIe TPY30BbhIC YWIEHE, KOTOPHE (OPMANBHO M3MCHSIIOTCA TAK jKe, KaK
pecuayn. 1a0mpas perarkcamMOHITHIC Mary, MLI e JOJKHEL CYHTATLCA ¢ T3MeHe-
HUAMY ITHX WIEHOB, B Pe3ylhTaTe Yero MO;KHO MX CBECTU B PecHIyN, U TeM
caMbIM OBICTPO MX JIIMKBUAMPOBATE.

TouKy ceTKH, B KOTOPHIX JACHCTRYIOT IlepeMeHHbIe IPY30Bbie YIensl, mpuodpe-
TAIOT XapAKTep KPAeBHX TOUCK W HA3ZLIBAIOTCS OCODCHHBIME TOUKAME CCTRH.
Onm moryr Omrh coberBennsiMy u HecobersennbiMy. ColOcrsennas ocobas
TOYKA FIBISAETCH HCIOCPEHCTBCHHO TOYKOH CeTKM M U3MCHEHHC e IPY30BOTO
YiIeHa ABIAETCS 10 OTHOIDCHHIO K OCTalLHBIM LUPOM3BONLHGBIM. B ciydae me-
coOCTBeHHOM 0c000M TOUKY HBMECHASM OJHOBPEMCIHO I'PY3OBLIC WIEHBLL B oLpe-
JeJICHHON YacTH CeTRI, 4 MMEHTIO TAKUM 00pas3oM, YTO OTHOUIGHUA UX 3HATeHUI
OCTAIOTCST OJUHAKOBLIMY, 9amie BCEIO OHM MMEIOT, OZUNAKOBOe 3HadcHue. WX
M3MCHCHII® OUPEJICICHO W3MEHCHUEM OJHOTO ITapaMeTpa, 3HAYCHMC KOTOPOro
COTOCTABIACM ¢ 0c0H0I TOUKOH CeTKY, ¢BIBAMHON ¢ TOUKAMHU, B KOTOPHX ICH-

CIBYIOT NePEeMeNHBIC I'DY30BBIC 4lCHH. lVIBMeHenmAa HEN3BECTHBIX BHIBLIBAIOT
" maMeHeHus pecuiyell B HTUX TOUKAX, HO HE OKARHIBAIOT BAMAHIS HA TEPeMeIl-
HBle TPYBOBBIE YJICHBL.

OcofeHHOCTS pPemIeHHsT IO HTOMY METOTY 3AKIIOYAETCS B TOM, UTO PelIaeM
COCTOSIHEE BaTPYHEeHHsI, ROTopoe 3apanee HemasectHO. [loaTomy He MOsKeM BLI-
6mpare 0co6BEe TOYKM LPOMIBOJILHO, HO TAKUM 00pasoM, YTOORl MBI MOLVIH
pelenye IPH JIANHEIX TPABEIX YacTAX OIPEeNle/INTh KaK JTMHeiHyio koMb nHaNmo
NOJy4YeHHBIX cocroanmil. s sroro meoGxomuMo npn Beiope r 0coOBIX TOYCK
NPOMBBOIATE PeNAKCAMIO B 00meM ¢Iyuae r 4 1 pas, B WACTRLIX CIydasx
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r pas. llpemraraeMplit METOL ABIAETCH OCODGHHO BBITOJIHBIM JIJTS PEIICHUSA
CHCTCMBL ¢ OJMHAKOBLIMY, HePEBHLIMM HYIIO, TPABBIMU JACTAMM WM ¢ OJHOU
JHIL OTIAMIHON OT TyJIA TPaBOH 4acTLo; B 9TOM ¢lIydae AOCTATOUHO TPU BbI-
Hope ogHEOU 0¢000H TOYKE ITPOM3BO;UTH pelarcaun oaud pas. lamee, MeTon
SIBIIACTCS YAOOHBIM TaKike TOUMA, KOTTa Upu BHOOpe Goiabinero wucia 0cobbX
TOUYCK PCIIACM TY JKC CHCTEMY JVIs HCCKOIBRYUX I'PYBOBHIX cOCTOSHA. B ocrainb-
HBIX CJIYYAsX, ROIVIA HAZ0 PeIaTh HeCKOJILKO Pa3, MeTOjL MOJKET, HO He TOJKEH
GBITH 9KOHOMHBIM.

ITpeuraraemuiii MeTon MO3BONACT Ml YTOYHEHAA Pe3yILTATOB ITPOU3BECTH
BEIpABHEHHE TPY30BHX WIEHOB 110 pecuiyam. OTpPeNelieHHYID 4acTh OKOHYA-
TEJILHOTO 3HAYCHUS 1IEPEMEHHOIO TPY30BOTO WICHA NPUIMMAaeM TaKio 3a pe-
CHYYM, BeJIMYUHY KOTOPOTO OLPENCIANM W3 YCIOBHA, YTOOLI 3arpyIKeHHue DTUM
pPeCHLYeM COBMCCTHO ¢ OCTAILHBIME PecHiyaMu O0YCIOBIANBAJIO HyJeBOe 3Ha-
4eHMEe OUPEIEJCHHOTO HEeM3BECTHOTO, Hero HOCTUIHEM HpH ILIOMOLIM 3apaHee
onpeeseHHOM VJIK HAYrall O YYeHHOU (YHRIMY BAMAHAA 9TOT0 HEM3BeCTHOTO.

To ofcToATesbcTBO, YTO pemieHWe MOJKHO TPOBECTH TakumM 00paso,
ABAACTCS TMPOCTBHIM CJEACTBUCM JIMHEIHOCTH CHCTEMBl VPABHEHWI M BhITEKAeT
13 BCIOMOIaTENbHONW TeopeMbl JIMHeHHOH aireGphl, B KOTOPOH IOBOpPUTCH,
KaKUM cH0co00M ¥ NPH KAKHX YCIOBHAX HAWJeM pelleHHe CHCTeMHl JIMHelHHX
YpaBHEHWH N4 TaHHLIX IPABEIX YacTed P IOMOIIA M3BECTHLIX pemieHul
CMCTeMBI JIJIA PA3TUYHBIX IPYIUX HPABLIX YaCTel.

Summary

RELAXATION WITH VARIABLE LOAD TERM AND ITS APPLICATION
TO THE SOLUTION OF PLATES AND TORSION PROBLEM

ZDENEK P. BAZANT

Relaxation with a variable load term is a generalisation of the usual rela-
xation method which considerably speeds up the relaxation process. This
becomes most useful when the usual process is slow, as in the case with
more complicated boundary conditions, or in a solution of a section of large
symmetrical net when the diagonal coefficients of the system of linear equations
are not appreciably larger than the others.

In the submitted method, not only the variables themselves are successively
changed, as it is in the usual relaxation method, but also the right-hand sides
of the equations, the so-called load terms. The process may be described thus:
certain points are chosen in the net; in these points, the variable load terms
are taken instead of the residues; these terms are then changed by a process
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formally identical as the residues. Onchoosing the step in the relaxation, the
changes in these points may be ignored; thus residues can be quickly eliminated
by transferring them to these points.

The net points at which the variable load terms act, assume the character
of boundary points, and are called singular net points. They may be proper
or improper: a proper singular point is exactly a point of the given net, and the
changes of its load term are independent of the remaining ones; if an improper
singular net point is used, the load terms of a group of net points are changed
in such a manner that the ratio of their values remains constant (usually unity).
Their variation is then determined by a single parameter, whose value we then
asign to the improper singular net point of the group. Changes in the unk-
nowns will then affect the residues at these points, but not the variable load
terms.

A special aspect of this method is that really we solve a load case which
is also an unknown one. Therefore the singular net points cannot be chosen
arbitrarily, but in such a manner that the solution for the given right-hand
sides may be obtained as alinear combination of the results obtained. Thus if r
singular net points are used, the relaxation will have to be performed, in general
r -+ 1 times, in special cases r times. The submitted method is most advanta-
geous for solving a system with identical right-hand sides, or with only one
non-zero right hand-side; the relaxation, with one singular point, will then
have to be performed only once. The method is also useful when chosing
more singular net points the same net must be solved for more load cases.
In other cases it is necessary to perform the relaxation several times, and the
method can but need not be quicker than the usual one.

To obtain more accurate results, the submitted method enables compensation
of the load terms according to the residues. A part of the resulting value
of the variable load term is then considered to be also a residue. Its magnitude
is determined by the condition that the loading of the net by this residue
together with the remaining residues annuls one fixed chosen unknown; and
this may be performed using the influence area of this variable, determined
approximately or only estimated.

The possibility of such a solution is a simple consequence of linearity of
the system of equations and follows from the theorem of linear algebra stating
how and under which conditions we determine from the known solutions of a
fixed system of linear equations for different right-hand sides the solution
for a given right-hand sides.
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