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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY CIsLoO &

POZNAMKA K JEDNE FORMULI O ,,VZORKOVANYCH*“ FUNKCICH

Lupvik Prouza
(Doslo dne 17. za¥i 1959)

V ddnku se vysetfuje platnost jedné dalezité formule, zndmé z teorie
diskrétni Laplaceovy transformace a linedrnich impulsnich filtra.

UvoD

V této poznimce se budeme zabyvat jistym zobecnénim dulezité formule
(1) R*s) = > R(s + 2min),
n=—w
kde R(s) je Laplaceova transformace néjaké funkce r(t) a R*(s) je diskrétni
Laplaceova transformace ,,vzorkované“ posloupnosti {r(n)}.
Dukaz formule (1) mé dlouhou historii; podrobny seznam piisludnych
prament, obsahujicich té7 aplikace formule, najde ¢tenal v [6], [7].

1. NEKOLIK PREDBEZNYCH POZNAMEK

Budiz ¢ redlné (v aplikacich znadi &as). BudiZ k& = 0, 1, 2, .... Necht r(f)
je realna funkce, spliujici podminky
1. 7(t) = 0 pro ¢t < 0,
2. r(t) ma Riemanniav integral v kazdém koneéném intervalu,
3. [r(t)] << de=t pro 1 = 0 a n&jaké 4 > 0, & > 0.
Necht s je komplexni. Laplaceova transformace
o
(2) R(s) = [e~stp(t) dt
0
funkce r(t), jak znamo, existuje pro s splujici podminku Res > s, > «.
Necht 7€ <0, 1>. Z 3. plyne existence zobecnéné diskrétni Laplaceovy trans-
formace

(3) R*(s, 1) = z ety (v + k),

k=0
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v
a protoze

(4) Z —Re-s(nk)lr k)‘ < Aex § o~ (So— o)k < 0,
k=0

k=0

konverguje fada v (3) absolutné a stejnom&né pro 7e (0, 1>. Vzhledem
! s

k 2. existuje Riemanniv integral [ R*(s, 7) dr. Roziitme definici R*(s, 1)
0

na viechna redlnd v tak, Ze R*(s,7) bude periodickd s periodou 1. Zfejmé
k R*(s, ) muZeme vytvorit Fourierovu ¥adu

o
(5) ,R*(S, T) —~ Z Cm(ZQ:’timt ,
m= -0
kde
1 o i w 1
{(i Cop = f z e"(s !anlm)(r+k)7.(r + ]C) dr — z / e G+ Znim)(z+k)r(r + k) dr —
0 k=0 k=00

= R(s - 2mim) .

Oprévnénost zamény integrace a sumace v (6) plyne ze stejnomérné konver-
gence fady v (3).

2. DVE VETY O KONVERGENCI

Yita 2,1, Necht funkce r(t) splituje podminky 1., 2., 3., nechf u > 0 a nech?
pro kaidé t existuje
(t +w) ot —u)

g e

Necht ¢ je rediné, 0 < o < 1. Pak pro ka#dé ©

(8) _ .

Ze“(“"‘) lim (v -+ k + u) —f)—r(r + k- u) hm Z o™ R(s 4 2mim)edmime
u—0 s

k=0 m~~co

Dikaz: Existuje
RB*(s, T 4+ u) + R¥s, 7 — u)

i 2 -
)
) — lim }: e iE) ewr(v + k4 w) 4+ evr(t 4k —w) _
u—0 o &

-k ) - I -
—_ Z oSz +k) hm riv =k +u) 4riv 4k u)

2

P4

kde prechod od prostiednibo vyrazu k vyrazu vpravo plyne ze stejnomérné
konvergence fady v (3) a existence limity v (7). Odtud plyne, %e Fourierova
fada v (5) ma Abel-Poissontiv soudet (9), tj. plyne (8).
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Kdybychom nepfedpokladali platnost podminky (7), plyne uz z integrova-
telnosti R*(s, 7} dle Riemanna, %e (8) plati skoro viude, jeito, jak znamo,
mnoZina bod@ nespojitosti R*(s, v) md Lebesgueovu miru 0. To v8ak z hle-

diska aplikaci ma maly vyznam, naopak, z hlediska aplikaci je dilezita
N

otazka konvergence fady v (5) v obydejném smyslhu (tj. ve smyslu lim z ).
Nosw m=~N

Vita 2,2, Necht T = 0. Necht r(t) splituje 1., 2., 3. a md omezenou variacs
v antervaln 0, T, necht em’stuy'e r'(¢) pro t = T. Nech [e\p — sty r'(t) dt

konverguje pro néjaké redlné s, > 0 a je omezenyj pro Re s > s,. Potom fada v (5)
konverguje v obyéejném smyslu.
Dikaz: Podle jedné Doctschovy véty (viz [2], s. 198, véta 9) plati za podmi-

1 . " S
nek véty 2,2 B(s) = O (M pro s -> oo stejnomérné v Res > g, Specialné

) 1 . Y ; y
tedy R(s -+ 2mim) = O (%) pro pevné zvolené s. Dile za podminek véty 2,2

plati véta 2,1, tj. plati (8). Na zakladé jedné Littlewoodovy véty (viz [3],
s. 501) plati tedy tvrzoni véty 2,2.

3. SPECIALNI PRIPAD PRENOSOVE FUNKCE LINKARNTHO FILTRU

Nechi je ddan linedrni filtr se soustFedénymie parametry s prenosovow funkct
P(s)

Q)

kde P(s) a Q(s) jsou polynomy a stupeft P(s) je aspoii o 1 niz8i neZ stupen Q(s).
Oznaéme w(t) impulsnt odezvw (vihovou funkei) filtru. Potom

(10) W(s) =

(11) —— w(04) z e~sk(k) = Z Wi(s + 2mim).

Dakaz: Jak zndmo, w(t) wd jediny konedny skok v bodé ¢ = 0, je-li stupei
P(s) pravé o 1 niz& wek stupenn ¢(s), jinak je spojita, splivje 1., 2., 3., ma
derivaci a plati pro ni véta 2,2, jak plyne napt. z [2], s. 138. Pro v = 0 do-
stavame tedy z (3), (5), (6) ihned (11) (s r({) = w(t), B(s) = W(s)).

Je-li w(0-+) = 0, dostavame z (11) formuli (1).

ZAVER
V dlanku jsme ukazali zobecnéni formule (1) (vzorec (8)); ddle jsme ukdzali,
Ze pro funkee r(t), vyskytujici se v aplikacich, fada (5) konverguje v obydej-

ném smyslu; specidlné pro prenosové funkee linedrnich filtrd tvaru (10) plati
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(11) v obydejném smyslu. Je-li w(0+) =0, je W(s 4 2mim) pravé ¥ddu
1 . .

O(;n‘), jak plyne nap¥. z [4], s. 458—461 (nebo p¥imo z (10)). Rada vpravo
2

v (11) konverguje v tomto piipadé pomalu, takze napk. grafické konstrukce
na nf zalozené, popsané v literatufe (napi. [5]), jsou patrné malo piesné.
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Pesome

NMPUMEYAHME K OIITON ®OPMYJE O , BLIBPAHHBIX“
OYHKINMHX

JTOBUR IIPOY3A (Ludvik Prouza)
B erarbe mecmenyerca nexoropoe obobmenne BazHol Gopmyrnt
- -
(1) B¥*(s) = > R(s - 2min),
n=— 0

roe R(s) osmavaer mupeoGpasosanue Jlanmaca wewxoropoit ¢ynruvu r(f), a
R*(s) - pucrpernoe upeobpasopanmne Jlanmaca ,,Beifpannoit’ uociepona-
TensHocT {r(n)}.

HoupoBHBNI coBcoR IUTepaTypHl K HCTOPHM [oKazaTeldbeTBa (opmyms (1)
M pasiluuHLIM NpUMeHenusiM Haiinercs B [6], [7].



Summary
NOTE ON A FORMULA ON “SAMPLED” FUNCTIONS
Lupvik Prouvza

In this paper a generalization of the important formula

(1) , R*(s) = i R(s | 2min)

is investigated, where R(s) is the Laplace transform of a function r(t) and
R*(s) is the discrete Laplace transform of the “sampled” sequence {#(n)}.

A fairly complete bibliography concerning the history of proof of this
formula and its various applications can be found in [6], [7].
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