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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 6

O TRANSFORMACI GW U HOMOGENNICH REAKCT

MrLo$ LANSKY
(Doslo dne 2. listopadu 1959.)

Autor Tesi otdzku nezdvislosti stechiometrickych a termodynamic-
kych charakteristik lditek, které vystupuji v soustavé homogennich
reakel ve smyslu Guldberg-Waageova zdkona.

1. V préci [1, 141] upozornil autor na zajimava omezeni, ktera klade stechio-
metricky formalismus soustavy rveakénich rovnic na teplotni pribéh napf.
volné energie. V piredlozeném ¢lanku se dokazuje, Ze u soustavy homogennich
reakei k takovému zjevu nedochdzi. Protoze GULDBERG-WAAGETV zikon
se aplikuje u heterogennich rovnovdh jen aproximativné, je moZno shora
zminénou souvislost stechiometrie a termodynamiky pfiéist na vrub jeho
pouziti v podminkach, kdy jiz ztrici platnost.

Nez ptistoupime k vlastnimu dukazu tohoto tvrzeni a jeho matematické
formulaci, zopakujeme si v Givodu struéné hlavni pojmy z [1].

Necht K, K* jsou dva polouspofadané prostory koneéné dimense, ¢ je kladns
linedrni operace, kterd zobrazuje K do K*; budiz L, jadro této operace; J
necht je mneZina vSech uplné kladnych vektorti prostoru K. Ozvadime-li
symbolem V, tu linearni varietu z K/L,, ktera obsahuje vektor a ¢/, pak GW
oblasti piisluSnou v operaci ¢ vektoru a nazyvame mnozinu O, =V, n J.

Necht D je prostor konjugovany s K, K" #+= O, K" jsou dvé doplitkové kompo-
nenty prostoru K. Necht dale {e, ..., e,} je JupINOVA base komponenty
K, {euiy, ..., e,} je Judinova base K". Zobrazeni y mnoZiny J do D je defi-
novano timto predpisem:

Kazdému vektoru
(1) p= Z 7e, cj
=1
piitazuje p linedrni funkecional y(p) ¢ D urdeny tak, %e pro kadé

) x =3 te K
i=1
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plati

(3) p(p | x) = 2151‘1/)“, le),
kde
7;
(4) a) W(P{eé):]g;, i=1,...,m,
7!‘—“2‘7!]4,
b) pple) =0, i=m+1,...,n.

Oznadime obraz O, v zobrazeni p symbolem ¢(0,); v [1, 455] se dokazu-
je tato véta:
Je-li
dim L, = dim L, ,

pak parcidlni zobrazent v GW oblasti O, na y(0,) je homeomorfismem. Protofe
pak O, je omezeny r-rozmérny otevieny a konvexnt polyedr |1, 446], je také
w(0,) r-rozmérnd otevFend souvisld mnoZing v D [1, 456].

Formulujeme nyni dvé podminky, podminku ProusTovu a podminku ho-
mogenity:

A. Proustova podininka. Nechf v L, ewxistuje linedrni base {'x, ..., "x},

pro ¥ plati i
(5) sx:isfiei, s=12...,r,
i=1
kde *&, jsou vesmés celd Eisla.
B. Podminka homogenity:
(6) L,=1L,.

Cilem nasi price je dokdzat, Ze jsou-li splnény podminky A a B, potom
p(0,) vyplituje cely r-rozmérny podprostor v D. To znamend v soufadnioich
toto: Zvolime linedrni basi {'x, ..., "X} prostoru L, (a v celé této prici pred-
pokladame, Ze je to base, o niz je Fe¢ v Proustové podmince). Kazdému vek-

. toru

(7 p-a+>ilxe0,
j=1
prisluéi pak jediny bod (14, ..., *4) ¢ E,. MnoZinu vSech bodd z E,, které odpo-
vidaji podle (7) oblasti O,, oznatime 2,. Podobné kazdému funkciondlu
p(P) € p(0O,) piisludi jediny bod
(WP %), o p(p | X)) € E, .
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Mnozinu v8ech bodu z E,, které odpovidaji funkciondltim

p(p) e 9(O,) ,

oznatime p(£2,). Zobrazeni v pokladame pak v tomto smyslu za zobrazeni
mnoziny 2, ¢ E, na mnozinu p(£,) c E,. Nase tloha je ziejmé ekvivalentni
s ulohou dokézat, Ze za predpokladi A a B je mnozinové ¢(£2,) = E,. V na-
sledujicim odstavei dokdZeme nejprve nékteré pomocné véty.

2. Pomoené véta 1. Necht je dim L; = dim L,. BudiZ "y, ..., "y,) libovolny
pevny bod oblasti p(2,) a

(8) .y:’y(): S:i:S,
W=7, Te(— 004 )

necht je piimka v E,, klerd timio bodem prochdzi. Pak na pfimece (8) existuje
oteviend iseéka

(9) :___{fyzsyOs 8:*:5
W=T, T e (Ting Toup)

kterd obsahuje bod (M, ..., TYe)s lefé celd v p(8,) a jeji koncové body nepal#i
712 do oblasti p(82,).

Dukaz: Plyne na zakladé znamych topologickych vlastnosti piimo z véty
v [1, 456], kde se dokazuje, Ze je-li dim L; =dim L, , je w(£,) oteviend sou-
visld mnozina v E,. Tato mnoZina vytind tedy na pfimce (8) otevienou
mnozinu v relativni topologii pfimky, a ta se, jak znamo, sklada z vytvo-
fujicich otevienych intervalii (komponent), z nichZ jeden obsahuje zminény
bod. To je tsecka (9).

Pomocna véta 2. Necht je splnéna Proustova podminke a podminkae homo-
genity.

Pak oteviené dselce U (9) v w(2,) odpovidd v inversnim zobrazent p=' otevieny
oblouk Cv 2, homeomorfnt s U, jehof koncové body nepatit do 2, a je din para-
melrickymi rovnicems

wp) > § =1, .7,

(10) C=th=1(€"), Te(tust
kde *y jsou algebraické funkce.
Dikaz: ProtoZe plati podminka homogenity, je
dim L; =dim L,

a podle [1, 455] je zobrazeni » oblasti 2, na y(£2,) homeomorfismem. Je tedy
také inversni zobrazeni homeomorfismem a tim je v relativni topologii doka-
zano, Ze useéce U odpovidd otevieny oblouk C v £, homeomorfni s U,
jehoz koncové body nepatif do 2, Mezi body tseéky U dané vztahy (9)
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a odpovidajicimi body oblouku C (!4, ..., r2) dostivame s pouZitim Proustovy
podminky podle (1)—(5)

an = |x) = > Ey(p ey =
j=1
i o5 + i s
=1

=gf@§:2f@7—¥——:

j=t Z(‘xi -+ ‘le/‘tléi)

i=1

3N P DI
=1

n T

F‘Zm+gw»

s=1...,r.
Uzijeme nyni (9) a plejdeme k inversnim funkeim:

r ey -
., s
n oy b D LA o s F 8

a2 ITe o =<
| S (o o+ 2 ) e, 8 =3
i=1 I=1

Protoze je splnéna Proustova podminka, jsou 3¢; vesmés celd &isla a (12)
miZeme po Upravé pokladat za soustavu r algebraickych rovnic pro r nezna-
mych 14, ..., *i s koeficienty, které jsou polynomy v e’.

Protoze existence a jednoznaénost je jiZ zajisténa piedchéazejici dvahou,
plyne odtud, %e funkce (10) jsou algebraickymi funkcemi nezévisle proménné
e" v daném oboru, c. b .d.

Ditsiedek. Funkce x; dané vztahy
(13) =0 b D ES(CT) T (Tip Tup) s 1= 1,0y,
s=1

- 180w algebraické funkce proménné €.

Pomoend véta 3. Necht je splnéna Proustova podminka a podminka homo-
genaty.

Oznadime

(14) 0(7, Tpyp) = |€7w — €|, je-li 7,,, konecné Cislo,

(T, Top) = €77, je-li 7, == + 0 .

y “sup
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Potom ke kazdé funkci z,, dané vzorcem (13), prisludi nezdporné &islo y,, takke
existuje konetnd kladnd limita

(13) Q(T}Tl:::)_)o m‘{{my‘ = ai, 1 = 1, ceny M.

Dikaz: Rozséffime-li funkee (13) na analytické algebraické funkee, snadno
nahlédneme, ze podle zndmé vlastnosti algebraickych funkei [2, 5—19] exis-
tuje raciondlni dslo y;, takZe existuje v bodé 7, nenulovd koneéna limita
(15). Protoze je podle (1) 7, > 0, je s ptihlédnutim k (14) §, kladné &islo. Protoze
oblast £, je podle [1, str. 446] omezena, jsou i funkce 7, Pro 7 e (Tup Top)
omezené a y; je tedy podle (15) nezdporné ¢islo.

Pomoena véta 4. Necht je splnéna Proustova podminka a podminka homo-
genity. Nechl funkce ; jsou dany vzorer (13), vaddlenost o(z, T.,,) je definovdna
vzorct (14). Potom pro funkci

(16) 7=y
existuje a platt
(17) lim =>0.
(7, Tgup)—>0
Dikaz: Existence keneéné limity (17) plyne z (15) a (16). Protoze podle (1)

je m; > 0 a podle (15) existuje lim m;, platilo by lim z =0 jen v tom
e(%,Tyup)—>0 (%, Taup)—0

sup )

piipadé, kdyby bylo

(18) lim m;=0, 21=1,...,n.
(T, Tgup)—>0

Ztejmé existuje koncovy bod Uy, = (*Auyp, -5 "4

(10) vzorci

(19) Ay = Lm Sy(ef), s=1,..,7r.

(5 7gup)—0

) oblouku C, uréeny podle

sup

Existence (19) se muze dokdzat z vlastnosti algebraickych funkei a z omeze-
nosti $y(ef), podobné jako (18) z (15). Z (13) plyne, Ze vztah (18) vyjadiuje
geometricky tu vlastnost, Ze bod C,, leZi soutasné na vsech tseékach, které
tvof{ hranici polyedru £,. Snadno se dokaze, Ze takovy bod neexistuje.
Piedpoklad lim = = 0 byl tedy nespravny a plati (17), c. b. d.

(7> Tgup)—>0

Pomoena véta b. Necht je spinéna Proustova podminke a podminka homo-
genity. Pak je 7, = 4 .

Dikaz: Misto o(7, 7,,) budeme psit pro struénost g. Vyjdeme z ptedpo-
kladu, Ze 7, je koneéné é&islo. Potom ze soustavy (12) resp. (11) dostaneme
s pFihlédnutim k (14) vztahy

n 8 S
7; Yo, S+,
(20) limz sgjlg; = < _
T,

e=>0 wps S=S.
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Vsechny limity (20) jsou tedy koneéné. Rozepiéeme—li (20) podle (15) takto

2n llmzéé 10%—‘ 1mz

g—>0 T e—>0 j=1
= z (g 6; — lg lim ) + (Z SEjyj) Jdimlge, s=1,..,7r,
o0 \j::l 0—0

snadno nahledneme, Ze podle pomocné véty 4 je prvni suma koneéna a maji-li
byt viechny limity (21) koneéné, musi byt tedy

(22) Sy, =0, s=1,..,r.
j=1

j=1
Z (15) plyne, Ze je-li lim 7z, = 0, pak y, > 0, a je-li lim=; > 0, pak y; = 0.
e—0 o—0

Kazdopadné je lim =;v; = 0 a tedy plati
o—>0

(23) v lim Dy, = 0.

0—0j=1

Podle (1), (5) a (7) jo

(24) M=oy > AE =1,
s=1
Po dosazeni (24) do (23) dostaneme
(25) lim > (x; b 2 SAE;) p; = 0,
>0 =1 s=1
il
(26) lim <2w, + 2 K 2 Eiy;) = 0.
o—0 j= =

Utzijeme-li zde vztahu (22), dostaneme
(27) Z a5y = 0.

Protoze je aef, musi byt «; > 0 a podle (15) je y; =0 pro j=1,..,n
Z (27) plyne tedy

(28) yi=0, =1 ..,mn.

Odtud a z (15) dostaneme

(29) limm; =6, >0, j=1,...,n
0—0

Z toho oviem plyne, Ze koncovy bod C,,, oblouku C uréeny vztahy (19) lezi
uvniti oblasti £, a tedy koncovy bod y(C,,,) tsetky U odpovidajici z,,, lei
uvniti ¢(£2,), coZ odporuje zavedeni 7,,, podle pomocné véty 1. Tim jsme se
dostali do sporu s predpokladem, Ze 7, je koneéné &islo. Odtud plyne zdvér
véty.
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Poznamka. Podobnym postupem jako pomocnou vétu 5 lze snadno do-
kazat, ze plati
Ting = ~~ 0O+
Véta. Je-li splnéna Proustova podminka a podminka homogenity, je
(30) p(2) = E,.

Dikaz: Necht (Y, ..., "y,) je libovolny pevny bod oblasti 9(£,) a m&jme
libovolny bod (y, ..., 7y) ¢ E,. DokédZeme, Ze bod (1y, ..., y) patii také do y(£2,).
Polozme v (8) s = 1 a vedme bodem (y,, ..., "y,) piimku

(31} y=1, sy=>2y,, s=2,3,...,r.

Podle pomocné véty 1 a pomocné véty 5 spolu s plisluSnou poznamkou lezi
tato piimka (31) celd v (£2,). Specidlng leii také v oblasti (£2,) bod (*y, 2y, ...
..o "y). Déle polozime s = 2 a konstruujeme k bodu (‘y, 2y, ..., "y,) bod
M 2, Yo, . TYo) 2 9(£,). Postupujeme-li takto dale, dostaneme posléze
k bodu (Yy, ..., ™y, y,) bod (1y, ..., 7y). Tim jsme dokézali, Ze bod (ly, ..., "y)
pat¥i do p(Q,) a tedy »(£2,) = E,, ¢. b. d.

3. Méjme vychozi soustavu litek g € J a piisludnou GW oblast O,. Prostor
reakel L, je uréen linedrni basi {!x, ..., "x}, kde x==omod L,, s =1,...,7,
piedstavuje soustavu r reakénich rovnie.

a

Proustova podminka vyjadiuje tu okolnost, Ze slutovani latek probiha
v poméru celych ¢&isel. Necht AF je funkciondl volné energie. Potom podle
[1, 459] po probéhnuti reakce se soustava a zméni v p, které je ddno vztahem

(32) pplx)=7y. AF(x),

kde y zavisi na teploté. Vztah (32) je Guldberg-Wageova podminka rovnovahy.
Tak zvand GW transformace

(33) GW(a,y.AF) =p

prifazuje podle (32) soustavé a a volné energii AF rovnovainou soustavu p,

Vznikd otdzka, zda pii libovolné volbé funkecionalu AF a vychozi soustavy a
dava (32) vidy (jediné) x. V prdei [1] se dokazuje, Ze pii nehomogennich reak-
cich existuje Fefeni (32), v nékterych piipadech jen pro uréité funkciondly
AF.

Tato okolnost vedla k uréitym existenénim obtizim pii definici GW trans-
formace. (Otdzka jednoznadnosti byla rozfe$ena definitivné). Kazdé latce e,
piitadime pii dané teploté volnou energii AF(e;), kterd zavisi &isté na termo-
dynamickych vlastnostech této latky. Tim je uréen funkciondl, ktery vystupuje
na pravé strané (32). Leva strana (32) naproti tomu zavisi jen na slozeni
vychozi soustavy a a prostoru reakei L, tedy na tzv. stechiometrickych veli-
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¢indch. Otdzka souvislosti mezi termodynamickymi a stechiometrickymi veli-
ginami je feSena vétou odvozenou v predeslém odstavei. Jde-li o homogenni
reakee, a je-li splnéna Proustova podminka, potom ke kazdému boda

(34) (y.AF(%), ..., v . AF("x)) e p(2,) = E,
prisludi podle (32) jediny hod
(35) () e 0,

a jemu podle (7) jeding p. Predpisem (34) je zaruéena tiplna libovolnost funkcio-
nalu AL,

Transformaci GW muZeme pak definovat jednoduse jako zobrazeni (33),
které kazdému a « | a kazdému funkciondlu y . AF ¢ D (kde D je konjugovany
prostor ke K) piifazuje x ¢ Q, podle (32).
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Peswowme

K BOIPOCY O TIPEOBPAZOBATINN GW
B CIYYAE OTHOPOJINBIX PEAKIIUNA

MUWUJIONI JIAHCKRHI (Milo§ Lénsky)

Hacrostmas crarns enasana ¢ paboroit anropa [1],,0 npeobpasosamn GW*
W IMOCBANEHA OJIHOPOIHBIM PEAKIIAM.

Mycrn K, K* ¢ yrn koueunoMeprble, TTOITY YHOPIOYEHILIC JIMHEH HBIC TTPOCTpaH-
¢TBA M @ — TOJOMNTCNBHAA JIMICHHAsT onepanust, otodpaskatowas K o K¥.
ITycrn L, cern sitpo 91oit onepanuu. J SBIFACTC: MITOMKECTBOM BCCX HOIIOCTHIO
NOTOKATCALHLIX BerTopoB npocrpatncrsa Ko Ees Ml ofo3Hayum ¢cHMBHIIOM

i ~O O . , / . o 1 o
MI a: e ] aniee B , 3
V, nuueiinoe muorooGpasue n3 K/L,, comepsiamiee BeKTOp @, TO MHOMCCTBO
s N ~ Y I T apac 1T (4 N N r
= alon C STh alJiesR R R .
O, =V, 0 Juasonem C W ofiacrtsio, npuHaekallell B ornepatiitg ¢ BeKTOpY a

MycrsD — npocerpancrso, konbornposamioe ¢ Ky K+ 0, K cyrs komuie-

MenTapHue komuowents npocerparcrsa Ko Ilvers, padce, {e, ..., e,} — Oaznc
IOjiuna womuonentor K u {e, y, ..., e} — Oasuc I0wna wommouenror K.

Oro6pasenne p Miomectna J B D onpejeaeno ciaedyloumy odpasom: Hanomy
BEKTODPY

P:znieie.,

-
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CTABAT B COOTBETCTBRE AWHCHNBI Gynunmonarn w(p) € D, janusiii dopmysamn

El
el

v = Ee; e K, plplo) vz f,-wp(ple‘.) ,

i=1 (=3}
e
a) p(ple)
b) pple)=0,i=m-+1, .., n. ‘

Odpaz O, B orodpaskennn p obosnavacm cumsonom p(0,).
B crarne [1] jlorasmsaertes csgenyvionas reopema: Econ
. 7 .
dim L, = dim L, ,

To napipaipuoe orodpasienne g ofuactun O, ra w(0,) aBseTes rOMeOMOpPuz-

mom. Tawr wan Oa ABMICTCH F-—MepPHDLIM OUPAHNYCHULIM OTKPBITLIM M BbIILYK-

by nosusapom [ 1, 4461, o w p(0,) ecTh *—MCPHOC OTRPHITOE M CBHBHOE MHO-
weeTBO B D) nano YUuThBaTh, KOUEYHO, OTHOCUTEABIYIO TOMOIOTHIO.
Dpenem cieftyomue yejaoBus:

A. Yeaosme Hlpyera: B L, cyujecmeyem auneiinoii 6asuc ’

{*x, ..., ™}

2de S&; cymu yeaste yucaaq. .

B. Veiuorue 0OXHOPOXHOCTH:

’
L,=1L,.
[Myers E, — r-meproe upocrpancrio Eprmnia, B xoropom ofmacru O, co-

orsererByer xoopaudarHo £, I'masmsii pesynanrar paGoThl, ocroBaHNBIH Ha
onnom cnofictse anrebpanvyecKuX (YHRIMI, BBIPAKACTCH CICAYIONEH Tceope-
ML

Teopema. Fcau cunoanaemes yeaocue Hpyema u ycaosue odnopodnocmit, mo
p(2,) = E,.

M3 oroil TeopeMBL BEANO, 910 B YelA0BUaX 000CHOBAHOCT KOHIICHT PATIHO -
noit gopwmnl sakona Lyneabepr - Bara (s10 s3maunt B ¢Iyvae roMOTeHHLIX pe-
AR CTEXHOMeTPHYCCKNe W QUBAYCCKRIE XAaDAKTCPUCTUKM NPUHTIHITATLHO
nesanncnynol. Orpannuennocts ¢BoGOMHOM BHCPTAN, 3aBACHIE ot TeMrepary-
Phl, CTCXHOMETPHUCCKIMY Xaparrepuernramn [1, 462] asuseresn, cieoparenn-
Ho, wroron QOpMannsnoro upumexcnus sarona I'yneadepr - Bara post rerepo-
FCHDBIX PeaRIM, TIC DTOT 3aKOH HMCOT MCCTO TONLKO 3 PUOIMBHTEILHO.
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Summary
ON THE TRANSFORMATION GW FOR HOMOGENOUS REACTIONS
Miro§ LANSKY

This article treats the transformation GW [1] with respect to homogenous
reactions.

Let K, K* be two finite dimensional semiordered linear spaces and ¢ a positive
linear operation mapping K into K*. Let L, be the kernel of this operation.
By ] we denote the set of all totally positive vectors of K. If V, is a linear
variety from K/L, containing a«¢J, then the set O, ==V, 0 J will be called
the GW region corresponding to a.

Let D be the space conjugate to K, and let K & O, K” be two complementary
components of K. Further, let {e,, ..., e,} be the Judin basis of K’ and {e,, 1, - ..
.. &,} the Judin basis of K”. The mapping v of the set J into D is defined
thus: 9 maps each vector

P = inz’ei €]
i=1

onto the linear functional ¢ (p) € D for which

X "—'iifiei e K

Wb X = 3 Sap | e)

with
L7 <
a) W(Plei):]g;; P=1,...,m; :z:znk
k=1
b) W(P|ei):0» t=m-1,..,n.

Denoting the image of O, by ¢(0,), the following theorem was proved in [1]:
It

. 14 .
dim'L, = dim L,

then the partial mapping v of O, onto y(0,) is a homeomorphism. O, being

a bounded r-dimensional open convex polyhedron [1, 446], it follows that y(0,)

is a r-dimensional open connected set in the relative topology of D [1, 456].
In the present article we introduce two conditions A, B:

A. Proust’s property: In L, there exists a linear basis {'x, ..., "x}

n
x == ke, s=1,...,7,
i=1

with inlegral s&,.



B. Homogeneity property:
L =1L,.
Let E, be the r-dimensional Euclidean space in which £, corresponds in

coordinates to O,. The chief result, based on one well-known property of
algebraic functions, is

Theorem. If properties A and B are fullfilled then

p(2,) =, .
" Trom this theorem we deduce that within the limits of applicability of the
concentration form of the Guldberg-Waage law, the stechiometric and physical
characteristics of reactions are, in principle, independent. Unnatural limitation
of free energy (dependent on temperature) by the stechiometric characteristics
[1, 462] is therefore a consequence of the formal use of the Guldberg-Waage
law for heterogenous reactions, where this law is valid only approximately.
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