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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY ¢lsLo 6

CLANKY

POZNAMKA K VYSETROVANI SINGULARNICH BODU
VE FOTOELASTICIMETRII

Haxa Svecovi
(Doslo due 19. z47{ 1959.)

V éldnku je poddna matematickd interpretace fotoelasticimetric-
ké klasifikace singuldrnich bodi a je odvozena jednoduchd metoda ur-
Sovéni existence singuldrnfho bodu na zdkladé pribéhu isostat v jisté
vzdalenosti od tohoto bodu.

1. UVOD

Nejprve se kratce zminime o pojmech a vétach, kterych budeme v dalsim
pouzivat. Tyto Gvodni poznamky si neini naroku na plesnost. Piesné defi-
nice a véty jsou obsaZeny v [6].

Kazdou uzavienou Jordanovu (tj. nikde se neprotinajici) kitivku v roviné
budeme automaticky povazovat za orientovanou ,,proti pohybu hodinovych
rudidek®.

Jsou-li 2;, z, dva body uzaviené Jordanovy kiivky I', pak ¢ast kiivky I’
omezenou body z;, z, nazveme jednorozmérnym simplexem a body z,, z, vrcholy
tohoto simplexu. (Jednorozmérny simplex na uzaviené Jordanové kiivce
nen{ body z,, z, jednoznaéné urden.) Zvolme na I" bod z,, rizny od bodf z,, z,.
Oznaéme 2 ten simplex s vrcholy z;, z,, na némz nelezi bod z,. Budeme psit
2y 3 2y, jestlize pohyb proménného bodu simplexu X od bodu z; k bodu z, se
déje v kladném smyslu, tj. proti pohybu hodinovych ruc¢iéek. Dile budeme pro
jednoduchost psat z, 3z pro kaidé ze I, z 3= z,. Bod 2z, budeme nazyvat
vychozim bodem.

Je-li f komplexni funkce komplexni proménné, pak znakem arg f(z) budeme
znadit (pro pevné z) thel radiusvektoru bodu f(z) s osou x tak, aby bylo— 7z <2
< arg f(z) = m.

Zavedeme toto oznadeni (z je bézny bod kiivky I', z; vychoz bod): z — z,_
bude znadit z — z,, pFi fem¥ se bod z pohybuje v kladném smyslu; symbol
z - z;, bude znadit z — 2z, pii éem# se bod z pohybuje v zaporném smyslu.
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Zékladnim pojmem v Gvahdch vedoucich k této praci je kombinatoricko-
topologicky pojem rotace funkce; v [6] je dokdzéno, #e v dvojrozmérném
eukleidovském prostoru je rotace komplexuf funkee f(z) na uzaviené Jorda-
nové kiivee I' ndsobend 2z rovna zméné argumentu funkce f(z), kdyz bod z
jednou probéhne kiivku [” v kladném smyslu. V této prici tedy budeme rotaci
rozumét zmdénu argumentu délenou 2z. Napf. rotace funkee f(z) = 2 na jednot-
kové kruinici se stiedem v poldtku je rovna 1, rotace funkce g(z) = 2% na.
téze kruznici je rovna 2 apod.

Je-li komplexni funkece f spojitd a nenulovd v okoli bodu z, neobsahujicim
bod z, a je-1i S, kruZnice se stfedem v bodé z, a polomérem ¢, pak existuje e,
tak, Ze pro ¢ <7 g, rotace funkee f na §, nezavisi na ¢; hodnotu rotace funkee f
na S, nazveme indexem funkce f v bodé z,. Pro oznadeni indexu funkee f v bodé
z, budeme pouzivat symbolu y(z). NapP. pro f(2) = z je y{0) = 1, ys(2) = 0
pro z == 0.

Necht funkce f md jen koneény pocet nulovych boda a boda nespojitosti
uvniti uzaviené Jordanovy kiivky I" a je na I' spojita a nenulova. Soudet
indextt nulovych bodt a bodf nespojitosti funkee f leZicich uvnitt I' budeme
nazyvat algebraickym poltem nulovych bedd a bodi nespojitosti funkee f
uvniti k¥ivky I'. Plati, %e algebraicky podet nulovych boda a boda nespoji-
‘tosti funkee f uvniti I' je roven rotaci funkce f na I, tj. zméné argumentu
funkcee f na I' délené 2x.

2. PREHLED NEKTERYCH VYSLEDKU MATEMATICKE TEORIE
PRUZNOSTI

Pripomeneme zde jen nékterd zakladni fakta z teorie rovinné pruZnosti
(blizst viz [1], [2]).

Budeme mit na mysli jednoduse souvislé téleso T, je# je homogenni a iso-
tropni a je zatiZeno vnéjsimi silami. V daldim uvidime, Ze vicendsobna sou~
vislost télesa neni podstatnou piekdzkou, nebot se miZeme omezit na zkou-
mani nékteré jeho jednoduse souvislé sdsti.

Napjatost v bodech télesa 7' je dana v dané soustavé souradné slozkami
X,, Y, X, tensoru napéti. Lzc ukédzat, Ze vidy existuji holomortni funkce:
@, ¥ tak, Ze v bodech [, y] télesa 7' plati )

(1) Y, X, + %X, = 2[z0 + V],

kde z = x — iy.
P#i rotaci soufadnych os kolem pocatku se slofky tensoru napdti obecn&
méni, a to tak, ze plati

(2) Yy — Xop + 20X, = (V, — X, -+ %iX,) . etia
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7 7 ’ . v s v v . ¥ z z
kde X,., ¥,., X, jsou slozky tensoru napéti, pisluiné k soufadnému systému,
jehoz osy vznikly otodenim pivodnich os o thel x. Jestlize pro « = «, je

’ vz vz v R - o r v 1
X, = 0, pak ptisluiné slozky X,,, Y, se nazyvaji hlavni napéti. Uhly «, +

43 , ;. , , ‘
+1 3 bro cela I nazyvame dhly hlavnich napéti.

Zvlastni tlohu v teorii prunosti maji singuldrni body, tj. body, v nichz je
(3) Y, — X, | 2X,=0.

Pojem singuldrniho bodu je nezdvisly na volbé soustavy soutadné. V singuldr-
nim bodé je kaZdy dhel Ghlem hlavniho napéti. Podle (1) jsou singulirnimi
body pravé ty body z télesa T', v nichz plati

2D(z) + P(z) = 0.
Otézku hledan{ singularnich bodi lze tedy pievést na otdzku hledani nulo-
vych bodii funkee 2®(z) + ¥(z).

3. FOTOELASTICIMETRICKA KLASIFIKACE SINGULARNICH BODU
A JEJI MATEMATICKA INTERPRETACE

Fotoelasticimetrie je jednou z vyznadénych experimentalnich metod, jimiz
se uréuje prabéh napéti v modelech konstrukei s pouzitim doc¢asného dvoj-
lomu nékterych prithlednych hmot. Udelem fotoelasticimetrického méteni je
zjistit v kazdém bodé modelu sméry a rozdil hlavnich napéti. Z téchto adaju
je moZno urcit velikosti hlavnich napéti specidlni integraci. Princip a teorie
fotoelasticimetrie a zphsoby méfeni jsou vyloZeny v [3] a [4].

Smdry hlavnich napéti se uréuji pomoci jednoparametrické soustavy kii-
vek zvanych kiivky iscklinné nebo isokliny. To jsou kiivky, podél nichz
jsou thly hlavnich napéti konstantni. Parametrem isokliny nazveme hodnotu
. 7

P < —Z— Na
-zakladé isoklin lze konstruovat sif kiivek, jejichz teény v daném bodé udavaji
sméry hlavnich napéti. Tyto kiivky nazyvame kiivkami isostatickymi nebo
tsostatams.

Singularni bod je s fotoelasticimetrického hlediska charakterisovan tim,

p tobo z uhlt hlavnich napéti v jejich bodech, pro ktery plati 0 :

Ze je spolednym bodem isoklin & riznymi parametry. Je-li z, isolovany singu-
larni bod, provadi se jeho klasifikace, opirajici se o podet isoklin prochazeji-
cich bodem z, pro danou hodnotu parametru a o chovani téchto isoklin pii
spojitém zvétSovani parametru.

Podle této klasifikace je bod z, singuldrmim bodem /% tého *adu, jestlize pro
nékteré p, leZi na k isoklindch s parametrem p, a pro Zadné p nclezi na k -- 1
igoklinach s parametrem p. Singuldrni bod fadu k je positivnd (neboli typu A),
jestlize pii spojitém zvétSovani parametru p se vSechny isokliny s parametrem
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p prochazejici bodem z, otdtejl kolem bodu z, v kladném smyslu, a negationé
(neboli typu R), jestlize se pii spojitém zvétSovani parametru vSechny iso-
kliny otddeji ve smyslu zdporném. Z ostatnich piipada spadd do této specialni
klasifikace smideny (neboli typu AR) bod 2. fadu, pro ktery plati, Zze pii
postupném zvétiovani parametru se dvé isokliny, které jim prochazeji, ota-

deji ve smyslech navzajem opa¢nych, pro jistou hodnotu p = p, < Z«para,—

, 7T ., . . y
metru splynou, dale pro p, p, <p < p, = 5 — Py vymizia objevuji se opét

PrLp = Ps.

Pritom pod pojmem otadeni isokliny kolem bodu rozumime toto:

a) Existuje krugnice S, o stiedu z, a poloméru ¢ takovém, Ze uvniti S, ani
na 8, nelez{ Zadny singuldrni bod rtizny od z, a Ze ka#d4 isoklina prochézejic
bodem z, ma s 8, pravé dva spoleéné body.

b) Otdden! isokliny v kladném (resp. zdporném) smyslu znamens pohyb
prusediki této isokliny s S, p¥i spojitém vzristu parametru v kladném (resp.
zaporném) smyslu po S,.

Matematické interpretaci této klasifikace predesleme nékteré piipravné
tvahy. ‘

Bud z, singuldrni bod tddu k. Povazujme za pevné danou tu soustavu
souradnou, pi které pro hodnotu parametru p = 0 bodem z, prochazi k
isoklin. Bud z, jeden z prused¢ik@t kruZnice S, s isoklinami odpovidajicimi
parametru p = 0. Vezméme bod 2z, za vychozi bod. Oznaéme z,,z;, ..., 24
prisediky isoklin (pro p = 0) s kruznici S,, a to tak, aby platilo 2, 32, 3 ...
.. 2 2y Bud B(z) thel hlavniho napéti v bodé z ¢ S,. Z (2) plyne, Ze lze hod-
notu f(z) pro ka#dé z e 8, vybrat tak, Ze § je spojitd na S, — z; a lim f(z) =
= Pz = 0. ‘ s

Z isoklin dovedeme nalézt sméry hlavnich napéti, a tedy i hodnoty p(z)
pro z € 5. Dosadime-li do (2) « = 8 a pouzijeme vztahu (1), dostaneme pro
body z € S,

\Yy — Xo| = |Y, — X, + 2iX,| = 2 |z® + V|,
~a tedy
0+ ¥ Y, — X, + %X,

4 = L ¥ — gm2ip
@ R e ¢

Rotace funkce 2@ 4 ¥ na S, je rovna rotaci (neboli zméné argumentu délenéd
2m) funkce x(z) = ¢~2#® na S,. Ale v disledku nasi volby hodnot B(2) je

zména argumentu funkee x na §, rovna lim arg »(z) — lim arg »(z) = — 25(z,).
23y 2%y _

Nyni miZeme piistoupit k viastnimu rozboru fotoelasticimetrické klasi-
fikace isolovanych vnitifnich singuldrnich bodd.
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Necht bod z, je negativni singuldrni bod k-tého ¥a4du. Dokézeme, Ze potom
index funkce 2@ |- ¥ v bodé 2z, je roven k, a tedy splyvd s ¥adem bodu z,.
Pii spojitém zvétSovani parametru p (za poditedni hodnotu budeme pova-

Zovat hodnotu p = 0) plejdou body z; v body z[(p) tak, %e pro 0 << p << z ]

(5) 2 3 7(D) 5 25213 zi(l’) =z (=2,...,2k).
Dale je — oznadime-li 2y, == 294 —
(6) v lim zy(p) = 2,_, (6=1,...,2k).

o7

2
Z nasi volby hodnot 2(z) plyne, ie existuji celd &isla I, 1,, ..., . tak, Ze pro
Ap) € (2,-1, 7)) o
) Blap) =p+ 15 (i=1,2...,2k. "

Protoze pro p, << pyje B(zi(p1) < Blzi(p,)) (znadime z;(0) = z,), plyne ze vztahi
(5), (6), (7)

B) < Bz, Blz) < B < Blzs_y) (1 = 2,3, ..., 2k). Odtud a z toho,
ze je f(z;) = 0, plyne
(8) B(z) <0 pro z=F=z .
- Z definice funkce § a z (6) a (8) plyne koneéné
Be) = — 5, Blm) = — 2k — 13, Jim fe) = — k.

Index funkce 2@ - ¥ v bodé z, neboli rotace funkce x — ¢~ na S, je tedy

roven

o lim (— 26(:) = k.

27 22

Necht nyni bod z, je positivni. UkaZe se, Ze v tom pmpadé musi byt £ =1
a index funkce z@ + ¥ v bodé 2z, je — 1.

Pro hodnotu parametru p, 0 << p < §', prejdou body z, v 2{(p) tak, Ze je
23 z;’(p) = Zip1s R S Z;k(p) (t=1,2,...,2k).
. 7 ; .
Hodnota f(z;(p)) je v tomto pfipads pro 0 < p <3 vétsi nez f(z;). Dale je
lm 2i(p) = 2,04 (=1, 2, ..., 2k — 1), lim z;,(p) = %, a tedy plati

3 P‘%
Blzi) = Bz) + 5, lim p(z) = k.
‘Index funkee 7® + ¥ v bodé 2, je tedy ___2,277_7’ = — k. Tento vysledek oviem
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plati jen pro body prvého #adu, nebot (viz [6] ) funkee 2P(z) + ¥(z) pro holo-
morfni @, ¥ neptipousti index men§f nez — 1. V jednoduse souvislém télese
s biharmonickou Airyho funkef (tj. zatiZeném pouze vnéjSimi silami) tedy
neexistuji positivni isolované singuldrni body ¥adu k pro k > 1.

Necht konetné bod z; je smiSenym singularnim bodem 2. fadu. Ukézeme,
%e index funkce z@ 4+ ¥ v bodé 2, je roven nule.

Aby zména argumentu.funkce e~*%# na S, byla nenulové, muselo by pro

y . . , 7 Ty .
nékteré z* ¢ S, platit bud f(z*) —::1 nebo f(z*) = — e Hodnoté f(z*) =

b1 v sy 7T M . T

= 7 viak odpovidé hodnota parametru p = T ProtoZe je p, < 1 <P

.

kde pro p, << p << p, bodem z, neprochazi zadna isoklina, nemiize takové z*
existovat. Index funkce z® -}- ¥ v bodé z, je tedy nulovy.

4. POSTACUJICI PODMINKA EXISTENCE ISOLOVANEHO SINGULARNIHO
BODU

Jednoznaéné zjisténi polohy singularnich bod#é byva v praxi ztiZzeno tim, Ze
se isokliny pii fotoelasticimetrickém pozorovani nejevi jako kiivky, ale jako
pruhy, ¢asto znaéné Siroké. Lze tedy pomérné snadno zaménit singuldrni bod
a bod, v jehoz okoli se isokliny zhustuji, ale neprotinaji. ProtoZe znalost polohy
singularnich bodt je dilezitym predpokladem uréeni prabéhu napéti v modelu,
vénuje se zjisfovani jejich existence znaéna péde.

Vlastnosti rotace (viz konec odst. 1) ddvaji metodu, jiZ lze v Setnych pii-
padech jednoduchym a ndzornym zplsobem uréit existenci (nikoliv oviem
pfesnou polohu) singuldrniho bodu pouze na zikladé znalosti prabéhu isoklin
v jisté vzdalenosti od singuldrniho bodu, kde jiz byvaji isokliny zietelndjsi.

Zvolime-li vhodné uzavienou Jordanovu kiivku L tak, aby na ni neleZel
z4dny singuldrni bod, dovedeme z isoklin uréit sméry hlavnich napéti v bodech
kiivky L.

Zvolme bod z, « I,.. Uspotddejme body kiivky L obvyklym zpésobem p¥i
vychozim bodé z,. Ptitadme kai#dému bodu z ¢ L hodnotu f(z) thlu hlavniho
napéti v bodé z tak, aby funkee § byla spojitda na L = z, a aby bylo 0 <

= lim B(z) = B(z;) < §. Je-li rotace funkce x(z) = e~%# na L nenulova, je
22 4

nenulovd i rotace funkce 2@ + ¥ na L, a tedy uvniti kiivky L lei{ alespoi
jeden singuldrni bod. Pfi tom soudet indext funkee 2@ + ¥ v bode('h lezicich
uvnitt, je roven rotaci funkce » na L.

Hodnotu rotace funkce e~2 na L snadno zjistime, zakreslime-li kiivku L
do grafu isostatickych k¥ivek (staéi, zname-li prubéh isostat v malém okoli
bodi kiivky L). Umistime-li do bod# kiivky L jednotkové vektory ve sméru
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daném hodnotami funkce — 28 v téchto bodech, muZeme okam#ité urdit
zménu argumentu funkce e~ 4. Napi. na obr. 1 miZeme timto zplisobem
zjistit, Ze zména argumentu funkee e~ 24 na L je 27, a tedy uvnitt L lezi bud
jeden negativni singularni bod 1.
Fadu nebo viee singuldrnich bodi
se souttem indexd rovuym 1.

Jelikoz je v praxi jednodussi
sestrojit v grafu isostat (nebo iso-
klin) veltors argumentem f(z) (tj.
tedny vektor k isostatické kiiv-
ce) nez vektor s argumentem —
~— 28(z), budeme v odst. 5 tuto
metodu modifikovat tak, aby-
chom se vyhnuli sestrojovani vek-
tort e~ 24, Stadi si pfi tom uvé-
domit, %e piirtstek argumentu
vektoru e~ déleny 27 se rov-
na prirtstkn argumentu vektoru
€@ délenému — 7.

V odst. 5 budeme misto ,index funkce e~%%® v bodé 2, psat kratce
,,index bodu z,°.

5. PRAKTICKE URCOVANI EXISTENCE ISOLOVANYCH SINGULARNICH
BODU

Metodu uvedenou v odst. 4 lze snadno realisovat. Postup urdovani existence
singularnich bodu ukiazeme na piikladu fotoelasticimetrického méfeni napéti
v okoli ssavek hydrocentraly; obr. 2 ukazuje celkovy pribéh isostat,') na obr.
3a, 3b jsou detaily prubéhu isostat v okoli singularnich bodi. P¥i urdovani
singularnich bodt postupujeme takto:

V grafu isostat (nebo isoklin) opfSeme kolem zkoumaného bodu nebo ne-
jasného mista libovolnou uzavienou, nikde se neprotinajici ktivku L, tak, aby
neprochazela zadnym singuldrnim bodem. Zvolime si na kiivee L libovolny
bod z,, ktery bude podateénim i koncovym bodem obéhu kiivky L. (Viz
obr. 3a.) Vybereme jeden z hla hlavniho napéti v bod¢ z;, oznadme jej f(z,),
a sestrojime v bodé z; vektor s argumentem f(z,) (tj. vektor svirajici s osou x
thel f(z,)). Oznadme f(z) Ghel hlavniho napéti v bodé z kiivky L, ktery jsme
vybrali tak, aby se thel f(z) ménil spojité, kdyz bod z jednou prob&hne kiivku
L proti pohybu hodinovych ruditek po&inaje bodem z,. Uhly 4(z) jsou jedno-

1) Mé&ieni bylo provedeno ve VIS v Brné.
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znadéné urdeny, jakmile jsme zvolili f(z;). V bodech kiivky L sestrojime vek-
tory s argumentem f$(z). (Na velikostech téchto vektorfi nam nebudé zilefet,
budeme se zabyvat jen jejich argumenty.)

|

S
x

1_
-1-

’._

E

)
¥
1
"
1

Obr. 2.

Obéhne-li bod z jednou kiivku L proti pohybu hodinovych ruditek (na obr.
3a naznadeno Sipkou) poéinaje bodem z,, zméni se thel 8(z) o k . 7 (tj. £ . 180°),
kde k je celé &islo (tj. ,,opustime-li‘* bod 2z, & hodnotou argumentu f(z,), ,,vra-
time s tam s druhé strany s hodnotou B(z;,) 4+ k . 7; nap¥. na obr. 3a je
k= 1). Je-li k nenulové, plyne z odst. 42), Ze uvniti kiivky L lezi alespoii
jeden singuldrni bod, ptidem? soudet indext?) viech singuldrnich bodd uvniti
Lje — k. Je-li k = 0, pak bud uvnit¥ L nelezi zadny singuldrni bod, nebo soudet
indexi v8ech singularnich bodd uvniti L je roven nule.

Obr. 3a ilustruje ptipad k = 1, tedy uvnit¥ L lezi alespoil jeden singuldrnf
bod. Vime-li, Ze uvniti . nelezi vice nez jeden singuldrn{ bod, pak tento jediny
singuldrnf bod mé index — 1, tj. je to bod positivni, 1. ¥adu.

2) Rotace funkce x(z) = e 282 na kiivee L (neboli podet ,,0toteni jednotkového
vektoru s argumentem — 2f(z) kolem podédtku, kdyz bod z jednou probéhne kiivku L
proti pohybu hodinovych ruéi¢ek poéinaje bodem z;) je rovna — k. LeZi-li uvniti¥ I jen
jeden singuldrni bod, pak jeho index je roven rotaci »(z) na L, tj. — k.

3) Index singuldrnfho bodu je rotace funkee x(z) = =2 na kruimici, v jejimz
vnitiku nelezi z4dné dalsf singuldrni body. Podle odst. 3 je index negativniho singuldrniho
bodu #¥4du m roven m, index positivniho singuldrnfho bodu 1. ¥4du je roven — 1 a index
smifeného singuldrniho bodu 2. f4du je 0.
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Naproti tomu z ptipadu & = 0 jesté neplyne, Ze uvnitt dané kiivky ne-
jsou singuldrni body. To ukazuje obr. 3b, kde uvnit¥ L, lezi blizko sebe dva
singularni body: bod 4 je negativni singularni bod 1. fadu (mé index 1), bod
B je positivni singularni bod 1. fddu (ma index — 1).

Obr. 3b.

Obr. 4 a 5 jsou ptikladem praktického vyznamu zobecnéného znéni Hurwit-
zovy véty z [6]. Zvétiujeme-li zatiZeni P naznadené na obr. 4, méni (vzhledem
k redistribuci napsti zplsobené vznikem plastickych deformaci) body 4, B, C
svou polohu, a% p¥ii urdité velikosti zatizeni P, (obr. 5) singularni body splynou

409



v jediny bod D, p¥i ¢emi index bodu D je roven soudtu indextt bodt 4, B, C
(—1=—1+1—-1)% (Obr. 1, 4 a 5 jsou s malymi zménami pievzaty

z {3], [5]).

S
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Pesome

IMPUMEHAHUE R U3YVUEHNIO OCOBLIX TOYEH
B ®OTOVIIPYT'OCTHI

TAHA INIBEHOBA (Hana Svecovd)

B oroit crarhe gaeres MateMaTHuYCeRAs unrepuperalnsg I{JI&CCM(I)LII{&U,I’]"W n30-
JUPOBANHBIX 0COOLIX TOYEK B (I)()T()yl'[pyT‘OCTH U BBIBOJIHUTCS HECIIORHALLA MCTOJL

1) To je mozno chépat jako dasledek toho, %e funkee z®, + ¥,, odpovidajict zatiZen{
P (P, - P,), a funkee 2@ + ¥, odpovidajici zatiZeni P,, spliiuji podminky zobecnéného
znéni Hurwitzovy véty.
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YCTAHOBIICHUA CYIMECTBOBANMA 0COBOM TOWKK. DTOT MCTOJL 3aRIIOYACTCH B Clie-
JYIOLIeM:

ROHPYT‘ HCACHOTO MCCTA B l‘pad)l”{e M30CTATHHCCKUX (HJH/I (r’lfl()l'{.}lﬁHHI)IX) KRpH-
BBIX OIIUIIETCA MPOCTasd 3aMREYTad Kpusad L, v Ha Hell BLIOCPETCH HPOUEBOIL-
Has ToWKa z;. Ofo3naunm wepes £(2) yros riaBHOrO HANPHIKCHIA B TOTRe 2 € L,
3HAYEHHE KOTOPOTO MBI BEIOPAM Takg, yTo0B f(2) HenpephBHO NBMeHIIAch NP
o6xo/ie kpuBoit L npotur dacoBoil crpenrun navympas ¢ vouru z;. Mumenenwe
Qyarnnu f(z) npu srom o6xoze paruo kz, rie k -— menoce uneno. B oerarhe Bu-
BeJleH CICIYIOIUIT peaynbrar:

Ecaw k& + 0, 1o sayrpu L ecrk 110 Kpaiineii Mmepe ofiHa ocofas TOUKA H ¢yMMa
MOPFJKOB BGeX HOJOMKUTC/ILHBIX M OTPUTATENBHLIX OCOOLIX TOUCK, JIOiKAUTMX
ayTpH: L (/e mopAapor oTpuygaTeanHol 0cohoil ToUKE 6epeTes Kak OTPUIIATC h-
noe wncao), ecrs k. Eenw k= 0, ro nuGo Bayrpu L ocobbix Touyer Her, auHo
CYMMa ITOPSIIKOB PaBLA TYILIO.

Summary

A CONTRIBUTION TO THE STUDY OF SINGULAR POINTS
IN PHOTOELASTICITY

Haxa Svecovi

In this paper, a mathematical interpretation of the classification of sin-
gular points in photoelasticity and a simple method of verification of the
existence of isolated singular points are given. In some cases this method
establishes the existence of a singular point in the interior of a simple closed
curve in the following way:

Let us draw a closed curve L round the indistinet place in the graph of
isostatic (or isoclinic) curves such that there is no singular point on L, and
choose an arbitrary point z, as the initial and end point of the circuit of L.
{(See fig. 3a). Let f(z) be the angle of the principal stresses at the point z,
chosen in such a manner that f(z) is a continuous function on L = {z,}.

If the point z traverses the curve L anti-clockwise once, beginning at z,,
the variation of f(z) is k. &, where k is an integer (e. g. on fig. 3a there is
k = 1). The theory given in the paper yields the following result: if & == 0,
then there is at least one singular point in the interior of L, and the sum of
orders of all positive and negative singular points inside L (the orders of nega-
tive points taken with the negative sign) is equal to k. If &k = 0, then either
there is no singular point inside L, or the sum of their orders is zero.
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