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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY CIsLO 4

PRIBLIZNE RESENT SOUSTAVY
FUNKCIONALNICH ROVNIC GALERKINOVOU METODOU

JosEr Kovromy
(Doslo dne 23. bi'ezna 1959.)

V d&lénku jsou uddny postacujici podminky pro konvergenei
Galerkinovy metody.

Necht symbol H znaéi Gplny separabilni Hilbertiv prostor a f, g, ... jeho
prvky.

Definice 1. Hilbertovym prostorem (dplnym o separabilnim) H = H xX H
rozwmime mmnofinu vdech dvojic funkct {f,g};feH,ge H, pridemZ zdkladni
operace v H jsou ddny takto:

{f1s fo} + {915 92 = {1 + 90 fo 4923,
[{fy 12}, {91 923] = (11 1) + (f25 92)
pro libovolnou konstantu ¢ a proky {f,, {2} € H, {g1, g2} ¢« H.
Norma v H je pak ddna vztahem

1o £ = 1IAI® - 1Fl -
Ozna¢me znaky G, T, ... operdtory v H; A, B, K, L, ... operdtory v I
a symboly D,, Dy, Dy, Dy, ... jejich definiéni obory. Prvky v H oznatme

pismeny wu, v, ..., pfidem#z {u;, s}, {01, 2}, ... je jejich slozkové vyjadieni
v H x H.

Necht je dana soustava
(1) Au, + Kuy, = f,,

Buy - Lu, = f,,

kde u;, %, jsou hledané a f,, f, dané prvky tplného separabilniho prostoru H.
Necht linearnf operatory 4, B jsou kladné definitivni a symetrické na linedlech
M, M, hustych v H. Operatory K, L budte linedrni a takové, %e Dy c Dy,
D, c D,. Pak operdtor Gu = {Au;, Bu,} je kladn® definitni a symetricky
na linedlu M = M, x M, hustém v H == H x H,
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Definice 2. Necht operdtor G je kladné definitni a symeltrickyj na lmealu M
hustém v H. Skaldrné souéin

[{71, 1o}, {915 9231 = (Af1, 90) -+ - (Bfa g2)

definuje na linedlu M Hilbertiw prostor, v némg norma je dana vztakem
I{fi: fz}lz = |f1|2 + llez ’
kde |f,| je norma v H 4, |fo] norma v Hy ([1], § 46).

Takto ziskany prostor nemusi byt tplny. Doplnime-li jej obvyklym zpiiso-
bem limitnimi prvky, je jiz tplny, coZz budeme dale piedpokladat. Budeme jej
znatit symbolem H,.

Vita 1. Vechny proky prostoru H, jsou té3 proky prostoru H.
Yita 2. Prostor H, je separabilni.
Soustavu (1) prepifeme na rovnici v H:

(2) {Auy, Bus} -+ {Kuy, Luy} = {fy, fo} -

Necht posloupnost ¢® == {¢, ¢} je Gplnég v H,. Uplny systém v H, existuje,
nebot- H, je separabilni. Hleddme pfiblizné feSeni rovnice (2) ve tvaru

U = > ap®
k=1
nebo podrobnéji
(3) ul = ZCHP(,’) , i=1,2.

Koeficienty a4, b = 1, 2, ..., n uréime z podminky
[{Au(") + Ku(") — fL Bu{ + Lu§® — fabs {(pUn) (pgz’")}] = ()
prom=1,2,...,n.
Tato podminka ma tvar
(4)
(Auf™ + Kul” — f,, ™) 4+ (Buf” + Luf™ — fo, ™) =0, m=1,2,... n.
Po dosazeni z (3) do (4) dostaneme
(5) 3 al(Ap, o) + (Kg, ¢f™) + (Bp?, ¢f™) 1+ (Lo, o)) =

k=1

= (fu, &%) + (f ™), m=1,2,...,n

Necht posloupnost ¢ = {zp(ll”, ¢{?} je orthonormovana v H,
[p®, 0] = ;-
Predevsim
(K, o) -+ (Lo, ™) = K¢, Lo}, (g™, g8} =
= [{AQKY, BCL}, (g, o™} = [T, Tugd"}s (07, 0831 = Y
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kde
Q=A1, C=B"1, T,=AK, T,= BL.
(fl: <P(1m)) + (fm (p(zm)) = [{fb f2}: {QJSM): W(zm)}] =

= [{AQf,, BOf.}, {¢", o8] = [{f1, fabs {68, 981 = Do,
kde

h=0h f.=0f,.

Po téchto upravach ma systém algebraickych rovnic (5) tvar
m
42 +Z7}mka’k =bp, m=1,2,..,n.
k=1

Vysetiujeme jesté soustavu

(6) Au; — AKuy, = 0,

Bu, — ALu, = 0.
Stejnym zptisobem obdriime soustavu homogennich linedrnich algebraickych
rovnic

U = A0 Vsl =0, m=1,2,...,n.
Rovnice
Det lékm - /’{mGl =0

davé piiblizné hodnoty vlastnich &isel soustavy (6).

Plati analogické véty vétam MICHLINOVYM:

Véta 3. Priblizna ¥esent soustavy (1), sestrojend Galerkinovou metodow, konver-
qujt v prostoru Hy = H, x Hyp k pfesnému Feleni, jsou-li splnény tyto pred-
poklady:

1. Soustava (1) md pravé jedno fedent v Hj,.

I1. Operdtor Tu = {Tyuy, T\uy}, kde T, = 4K, T, = B-'L, je totdlné
spojity v H,.

Véta 4. Nechi operdtor Tu == {Tyu,, Tiu,} je toldIné spojity v H,. Potom
Galerkinova metoda pro viypodet vlastnich Cisel soustavy (6) konverguje v H,.

Poznamka: Jsou-li splnény predpoklady véty 3 a 4, lze uzit Galerkinovy
metody jak k feseni soustavy '

Uy — ATyuy = fr,

Uy — AT uy = f,
(a tedy k Fe¥eni soustavy integralnich rovnic Fredholmova typu), tak i k vy-
podétu charakteristickych éisel odpovidajici homogenni soustavy.

K tomu, abychom uréili piiblizné Feseni soustavy (1) Galerkinovou metodou,
je nutné udati zphsob, kterym lze nalézti dplny systém funkei v prostoru H,.
K tomu ndm bude uziteénd tato véta:
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Vita b. Necht posloupriost {¢{)e=7 je A-iplnd v H a poslowpnost {¢§"}k=7
je B-tiplnd v H. Potom systém

{1, 03, {0, o}, {91V, 0}, {0, ¢}, ...

je dplny v prostoru H,.

Dikaz. Protoze podle piedpokladu véty {g{} ]e A-tplnég v H, {p87} je
B-Gplna v H, je posloupnost {¢} tpnd v H ,, {¢{"} je Gplnd v H ;. Necht
{f1. fa} € H, a necht je ¢ > 0 libovelné d&islo. Pak fl e H,, [, ¢ Hy. Existuji tedy
dsla N, > 0, N, > 0 a konstanty «,, £ =1,2,...,Ny; b, l=1,2,..., N,
tak, Ze

N, N,
- €
f _Z apr b= 1{f;, 0} — Z af g, O} << 30
kol k-1

N, N,

Yy .
fo > byp U= 10, [} — > b{0, )1 < 5 -

I=1 ZL{ =

Necht N, > N,, potom poloZime by, ., = by, = ... = by, = 0. (V piipadd
Ze Ny > Nl, polozime ay .1 = @y, 5 == ... = ay, = 0). Potom

Ny
1{f, 12} "‘kzlazc{%n 0} + {0, wi} 1 < &,
coZ bylo dokézat.
UvaZzujme nyni soustavu

7N Auy + Kuy = f,;,
Auy 4 Luy, = f,.

V tomto pripadé lze snadnéji rozhodnouti, zda jsou splnény piedpoklady
véty 3.
Necht {¢{"} je A-iiplnd v H. Potom podle vity 5 systém

{g0, 0}, {0, "}, {9, 03, {0, ¢},
je iiplny v H, = H, X H,. Hledejme ptiblizné feSeni soustavy ve tvaru
®) e = zak{w"“’ 0} + 0.0, ¢} ,
tedy ve tvaru

n
(8" uf = S g, u = Z b
k=1

k=1



Koeficienty a,, b,, £ =1, 2, ..., n uréime z podminek
[ + K — fr, A + Lo — .}, (@, 0} =0,
Al + Kul® — fi, Auf® -+ Lul” — o}, {0, ¢"}] = 0,
[{Au({!) + I{uéﬂ) - fla Au(zn) "I_ Lu(ln) o fz}: {(tl)gn): O}] =0 ’
[{Au(” + Kuf® — f,, Auf? + Luf™ — {5}, {0, ¢{"}] = 0.

V tomto piipadé soustava (5) md tvar
kzla’lc(A(pv(lk)’ ‘7?(15)) + zbk(lf(p(lk): ‘?’(11.),) == (fl: ‘P(lj)) b
N k=1

kz b’f‘(Aq"yl’C): ¢g~j)) +kz (Li"(L(p.gk)v (pg.j)) - (fz: ‘77(13')) ’
-1 =1

i=12,..,n,
To je systém 2n linedrnich algebraickych rovnic pro nezndmé a;, b, k = 1, 2, ..

.o, 0. Urdime-li tyto konstanty a dosadime-li je do vztahu (8), dostdvdme
ptiblizné fedent soustavy (7).

Piriklad 1. Budiz ddna soustava
(9) (— D™ — 7Ku, = f(@) ,
(— 1)mu£azm) — Ay = fy(x),

kde K, I jsou linedrni diferencidlni operatory ¥adu nejvyse 2m — 1, fi(x),
fa(x) € Lya, by. Hledame FeSeni wu,, u,, vyhovujici soustavé (9) a spliujici
v koncovych bodech intervalu ¢ < z < b okrajové podminky

(10) w(a) = uya) = ... = w" " V(a) = 0,
: i=1,2.
u(0) = u;(d) = ... = u{™ b)) =0,
Predpokladejme, Ze dand dloha mé pravé jedno FeSeni. PoloZme
dm

Necht M je mnoiina funkef majicich spojité derivace do ¥adu 2m-tého v {a, b>
vdetné a vyhovujici podminkdm (10). MnoZina M = M X M je hustd v H =
= Lya, by X Lya, b). Operdtor Ru = {Au,, Au,} je kladné definitni a sy-
metricky na M.
Skaldrni soudin na uzavéra M
b b
[{wys %2}, {1, vy}] = (= " fu(IZM) copde 4 (=) f ug ™, da

a

definuje prostor Hy = H, x H , s normou
b b
w B2 — ™2 da (m .
I[ul, u2}|2 = [ |uf™2de 4 [ |ug™|* da .
a a
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Operatory T, = A-1K, T, = A-1L jsou totalné spojité v H,. Tedy operator
Tu = {Tyu,, Thu,} je totalné spojity v H, Podle véty 3 piibliznd FeSeni
ziskand Galerkinovou metodou konverguji v H, k feseni soustavy (9). Podle
véty 4 Galerkinova metoda pro vypodet viastnich ¢isel homogenni soustavy
piislugné k soustavé (9) s okrajovymi podminkami (10) kouverguje v prosto-
ru H,.

Piiklad 2. VySetfovani pribybu podepfené obdélnikové desky vede
k této matematické tdloze (TimosarNko, Theory of Plates and Shells, str. 100
a str. 118): nalézti fefenf u,, u, takova, aby platilo:

1. u,, u, jsou spojité funkee v obdéiniku Q= <0, a) x <0, b>;

2. uvnité obdélnika £ splnuji soustavu rovnic

& %

11 ! =

( ) dx? + ayz 1
Puy, | OCuy Uy
oxz ' ayr D’

3. na hranici £ vyhovuji okrajovym podminkam
(12) uy =y = 0.

Konstanta ¢ znadi intensitu stejuomérné rozlozeného zatiZeni, konstanta D
znadi pevnost v ohybu.
Nejdiive ukaZeme, %e jsou splnény piedpoklady véty 3. Poloime

82 ‘ 6)2

Potom lze soustavu (11) psit ve tvaru

(13). — Auy = ¢,
— Auy = %— .

Nechf N je linedl funkei dvakrat spojité diferencovatelnych v 2 a vyhovujicich
okrajové podmince (12). Linedl N = N X N je husty v L,(2) X L,(2) —= H.

Gu = {Au,, Au,} je symetricky a kladné definitni na linedlu N.
Zavedeme Hilbertiiv prostor tim, Ze na linealu N definujeme skaldrni soudin

vztahem

[%1, 0] = (Auy, v,)
Iullz = (Auy, %) .

a tudiZ norma

Tento prostor neni tplny. Roz&iitme-li jej obvyklym zptisobem o limitni prvky,

v

pak takto ziskany prostor je jiz uplny. Budeme jej znadit symbolem f ,.
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Utvoime Hilbertiv prostor H, = H, X H ,. Skalérni soudin a norma v H,
jsou dany vztahy:
[{ul) Uy}, {1, ”z}] = (Auy, v;) + (duy, v,),
I(%n “z}P = (Auy, wy) + (Auy, uy) = [(grad u,)? dQ + [(grad u,)*dQ.
Q2 Q2

Prostor H, je GipIny. Operator A-1u, je totdlnd spojity v L,(R2). Tedy je totdlns

spojity v prostoru H . Tudi operator Tu = {0 . uy, A~1u,} je totalné spojity

v H,. Soustava (11) s podminkami (12) md pravé jedno Yefeni. Podminky

véty 3 jsou tedy splnény. TudiZz p¥iblizna Fefeni soustavy (11) s podminkami

(12) ziskand metodou Galerkinovou konverguji k piesnému feSent soustavy (11).
Vybereme funkce

MAX . NITY
sxn—g'l; m,m=1,2 ...

Pmnl, y) = sin

Soustava {¢,.(x, ¥)} je uplnd v H ,. Podle véty 5 systém
{91 03, {0, 11}y -

je tiplny v prostoru H,. Protoze prihyb desky je symetricky k osdm x = 4

5
b P .
y = 5, budeme hledat fefeni soustavy (11) ve tvaru (bereme nekonetnd
mnoho koeficientit @,,,, b,,,)
o
. MAX . Ny
(14) uy (@, y) = Z [ sin ——=,
a b
mn=1,3,5,...
w
. mmx . MY
(15) uy(, y) = Z Dy iDL — sin % .
myn=13,5....

Urdime nejdiive koeficienty @,,,; m, n = 1, 3, 5, ... ProtoZe

s8I —— sin
a

— Appnlw, y) = 7? (m2 +

n?) . omax . nmay

je
(16)

wk* | P\ L kww o lwy . max . nwy
ff {uu( pr -+ ——bz«») sin smT — q} sin — —sin == dedy =0.
k,1=1,3,5, .
Jelikoz
ffsm——sm:nzy da dy tab s
wEmn

2 MY _%
ffsmz sin’ 5 de dy = g
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dostaneme ihned ze vztahu (16) rovnice pro @ma, ™, % = 1, 3,5, ...
22 (m2  n? 4q
Z (? + '[72") U = 5

mn
Odtud
16¢q
G = = e
whmn (7 e )
Po dosazent do (14)
. mnx . Wy
» sin —— 8in ——=
16g < a b
(@, y) = Py Z T I

me nz\
m,n=1,3,5,... 7)@”(; + ~~b_‘;)

Uréime nyni koeficienty b,,,; m,n = 1, 3, 5,

a b .
f _[ { z byym® (Z; -+ ﬁ) gin k];x
0 4 [

Sin Iy
b2 e
5 kl=1,3,5,
sin ke sir Ly
1 16q e b sin 27 sin Y qp dy = 0.
D =t o il S & a b .
kl1=1,3,5,... S —
(az + 1)2)
Odtud
, [m? nt 1 16g
by 702 |~ ek A
mnt (602 T bz) D - m? +7z.2 v
whmmn | —s b‘-’)
bmn - 163 N2 "
asDmn ™ 1
=+
Po dosazen{ do (15) dostaneme vysledek
sin 20 gin "7
16¢ S Y Ta b
N (2, y) = =D

_ m2 nZ\2
m,n=1,3,5... MN (_d.z_ _|._ 7)2
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Peswome

HNPUBLJMKEHHOE PEIMEHNE CUCTEMEL @YHRIINOHAJLHBIX
VYPABHEHHWI METOJOM TAJIEPKUTIIA

HOCE®D ROJOMDI (Josef Kolomy)

B crarue nokasmsaercs, yro Muxnnmev [1] npegromeunsii meron I'amep-
Kupa Moo 0606IUTE na cucTeMbl PYHRIMOHANBHIX ypapuenwil. Crpaseniu-
BB TCOPEMBL, aHazornynsic reopeMaM Mmxmmua:

Hyemwv cucmema (1) umeem ne 6oaee 00noe0 pewtenus ¢ euavbepmocosm npoc-
mpancmee H, = H, xH, u nycmo onepamop Tu = {Tﬂzl,z,"Tlul}, 20e
T, = A"K, T = B-1L, gnoane nenpepucer ¢ H, Tozda npubanmncennvie
pewenna (1), nocmpoennvie no memody l'arepruna, cxodames ¢ cuvicae crodin-
MOCINU € RPOCMPARCINGE HO K MOUHOMY DeUleHuI0 IMOTL cucmemot.

Eecau onepamop Tu = {T'yu,, Tiu;} énosine menpepusern ¢ Hy, mo memod
Tasepruna ¢ npumenenuu k 3adauwe 06 OMUICKANUL COOCMGCNHBLL 3HAMEHUT
cucmenuv (6) npuscdum g crodawemyca npoyecey.

VrazwmBacreda crocod, Mo KOTOPOMY MOMKHO HalT® molHyo cucremy B H,.
PaccmarpuBaerca cucerema (7); ee upubimmenHoe pelieHHe CTPOMM B BUEE
(8). ManomeHHLII MeTO UPUBOAWT K clcreMe 27 IVHeHLIX aJrefpamdecKux
ypaBHeHmil juid kosGuumenToB a,, b, k = 1, 2, ..., n. B 3armouenne upn-
BOJATCA TPHMEPHL.

Summary

AN APPROXIMATE SOLUTION FOR A SYSTEM
OF FUNCTIONAL EQUATIONS BY GALERKIN'S METHOD

JoseEr Koromy

Galerkin’s method for systems of functional equations as formulated by
Mihklin [17], is generalised; the analogues of Mikhlin’s theorems are as follows.

Suppose that the system (1) has only one solution wn the Hilbert space Hy, —
=M, x Hy, and that the operator Tu = {Tyu,, T u,} with Ty, = AK,
T, = B-1L, is completely continuous in H, Then Galerkin’s solutions of the
system (1) are convergent in the norm of the space H, to the exact solutions of the
system (1),

Let Tu = {Tyu,, Tu,} be a completely continuous operator in the space Hy;
then Galerkin’s method for the calculation of eigenvalues of the system (6) is
convergent tn the space Hy. A method is given by which it is possible to find
a complete set in the space H;. An approximate solution of the system (7)
is found in the form (8). The coefficients a,, b,; & = 1, 2, ..., » are determined
by 2n linear algebraic equations. The paper concludes with some examples.
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