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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY CIsLO 3

BINOMICKE RADY JAKO NAHRADA DIFERENCIALNICH ROVNIC

J. BOESLER

Pfedneseno na IV. konferenci chemického inZenyrstvi v Praze.

(Doslo dno 22. ¥jna 1958.)

V préci je feSeno vypirdni benzenu z plynu v systému olejovych
pracek. Matematické formulace problému vede na feSeni soustavy li-
nedrnich diferencidlnich rovnie, jejiz exaktni reSenf{ je z hlediska praxe
ptilis namdhavé a zdlouhavé. Autor proto v prdci navrhuje tabeldrni
metodu, kterd je obracenim diferenéniho postupu a kterd resf diferend-
ni problém s uspokojivym vysledkem.

Diferencidlni rovnice je nejkrat3i a nejvyraznéjdi vyjadieni fysikalniho
déje. Jejimu vyuziti stoji viak v cesté dosti znaéné potize v téch p¥{padech,
kdy neni integrovatelnd elementarnimi prostiedky. Piitom jakakoli idealisace
umoziujici integraci je opravnénd jen tehdy, jestlize podstatné nezkresluje
déj popsany rovnici. Praxe Sasto Zadd rychlé feseni, tj. ¢iselny vysledek, aviak
presné provedeni integrace je ¢asové i pracovné nakladné. Je proto vyhodné
prejiti k rozvoji v fadu, co% je vétsinou vyhodnéjdi neZ diferenéni podet.
Pouziti sdruzenych binomickych ¥ad viak predpokladd znaény matematicky
aparat, takZe tento zplsob dasto neznamend dsporu ve srovnani s integraci
v uzavieném tvaru. Ve vétding piipadd vi8ak lze vypodet fady nahradit tabe-
larni formou vypoétu, ktery mohou pii vhodné metodice provadét i matema-
ticky neskoleni pracovnici.

V daldim ukadZeme na jednom piikladé jednu takovou metodu. Vézané
benzenové pracky nejsou pravé aktudlnim problémem, ale jejich feSeni z hle-
diska matematického postupu, ktery sleduje prabéh technologického procesu,
je zajimavé. (Obr. 1.)

Plyn, obsahujici benzen, prochdzi postupné nékolika prackami, v nichz
se z ného vypird benzen olejem, pfi¢em? benzen prechdzi do oleje. Kazda
pratka ma uzavteny olejovy obéh. KdyzZ se olej v prvni praéce nasyti, vypusti
se a nahradi olejem z druhé pradky, do které se piivede olej z pradky tieti
atd.; do posledni pratky se piivede éerstvy olej.
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Naif tlohou je urdit pomér mnoZstvi plynu a oleje pro rtzné pracovni
podminky. Nejéastéji se Zadd, aby byl olej co nejvice nasycen benzenem a aby
obsah (tj. ztraty) benzenu v plynu opoustéjicim systém, byly co nejmensi.
Je-li technologicky pochod upraven tak, Ze se ¢ist oleje plynule odvadi z druhé
pradky do prvni, z tteti do druhé atd., jde o &isty protiproud a vypotet miize
byt proveden podobné, jako pro patrovou absorpéni kolonu. V nasem uspoia-
dani viak nejde o protiproud a pokus o zjednodufeni na zikladé teorie proti-
proudu by mohl vést k vaznym chybam. Proto je t¥eba vypoéet prizpisobit
skuteénym poméram.

V nagich Gvahich mtZeme predpokladat, Ze v rovnovazném stavu jsou
koncentrace benzenu v plynné a kapalné fizi pimo dmérné, nebof kon-
centrace v obou fazich jsou nizké. Obyéejné se vyjadfuje obsah benzenu
v plynu v g/m?® a obsah benzenu v oleji ve vahovych procentech. Mizeme tedy
psat
1 g/m?® benzenu odpovidd ¢9%, vah.,
kde ¢ je funkei teploty.

Pro srovndni uvedme nékolik ¢&i-
selnych hodnot:

J altd.
20 ! ®% vah.
1
10 0,156
20 0,1045
30 0,073 Obr. 1.

Je-li v plynu @ g/m?® benzenu, pak rovnoviina koncentrace v kapaling je
pa%, vah. Oznadime-li W mnozstvi oleje v g a b mnozstvi benzenu v oleji
v g, pak je v oleji
b.100
Wb

piitem? mitZzeme malou hodnotu b ve jmenovateli zanedbat proti W. Rovno-
vainy vetah pak zni :

o/ <z
%% vah. benzenu ,

: b.10
{1 A =
A1) @ W
M4-li plyn pfi vstupu do pradky konstantni koncentraci a, g/m3 a dosdhne-li
pii priachodu prackou rovnovazné koncentrace a g/m3, pak je tbytek koncen-
trace benzenu v plynu, ktery je roven piirtstku obsahu benzenu v oleji,
(@, — a) g/m®.
Diferencialni rovnice zni

) (@ — a) dG = db,
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kde G je prodlé mmnoistvi plynu v m3, a, koncentrace benzenu v plynu pit
vstupu do pratky v g/m?, a koncentrace benzenu v plynu pii vystupu z pratky
v g/m?, b koncentrace benzenu v oleji v g po priichodu ¢ m? plynu.

Ze vztahu (1) miZeme vyjadiit ¢ pomoci b resp. & pomoci a, takZe pro

zavislost ¢ na b resp. a dostavame

. oW . aypW — 1000,
® O = To0 ™ e — 1006
resp. '
oW . agpW — 1005,
J—1In i
100 agpW — apW
kde b, je obsah benzenu v oleji na poéatku déje v g.

Interakee je jednoduchd, je-li @, konstantni. To viak plati jen pro prvni
pracku. Pro viechny dalsi pratky je koncentrace na vstupu g, totoZna s vy-
stupni koncentraci pfedchozi pratky a. Oznadime-li porad{ pradek indexy
1,2, ..., m, plati

G =

a’O,m = am—l 5

kde a, ., g/m?® je vstupni koncentrace benzenu v plynu na vstupu m-té pracky
a a, vystupni koncentrace benzenu v plynu opoustéjicim m-tou pradku.
Protoze je a funkei @ a b,, je diferencidlni rovnice pro druhou pracku jiz slo-
zit¢jsi a pro dal§f pracky je nutno bud pracovat s vhodnymi pomoenymi veli-
¢inami nebo provést vhodné transformace, co? vyzaduje znadny matematicky
aparat. Proto se pokusime provést vypotet rozvojem v fady.

Abychom nahradili diferencidlni rovnici (2), vyjdeme z rovnovainého
vztahu (1) a zvolime takové mnoZstvi oleje, abychom za diferencidlni mnoZstvi
plynu dG mohli zvolit 1 m3. Oznatme a, vstupni koncentraci benzenu v plynu
pii vstupu do prvé pradky, a, ., g/m?® vystupni koncentraci benzenu v n-tém.
m3 plynu po priichodu m-tou prackou, b, vstupni koncentraci benzenu v oleji
v m-té pradee, b, , g koncentraci benzenu v oleji v m-té pradee po prachodu
n m? plynu touto pradkou. Je tedy a, g/m? obsah benzenu v plynu pii vstupu
do prvni pracky, b, g mnozstvi benzenu ve W g oleje v prvni pracce predtim,
nez ji projde plyn. Po dosaZeni rovnovahy piejde z jednoho m?® plynu x g
benzenu do oleje, takze obsah benzenu v plynu pak je a;; = a;, — z a mnoistvi
benzenu v oleji je b;; = b, + x. Vzhledem k rovnovaZnému vztahu (1) mazeme
psat

(0 — 2) g = (by +2) -

Vypodteme-li z této rovnice # a dosadime do vztahii pro a, resp. b,;, dostd-
vame

100
tyy = oW F 100 (ay + b4),
. oW
byy = ﬁW 100 (@ +by) .
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Oznadime-li jesté .

100
oW +100
o
100 ’
dostaneme
(4) Ay = K(a, 4 5,),

by = KL(ay + b,) .

Rovnice (4) jsou vychodiskem pro cely VypOLet ktery lze provebt bud syste-
matickym rozvojem v fadu nebo postupnym vyéislenim.

ROZVOJ V RADU

Po priichodu 1 m? plynu je
ay = K(a, + b)),
by = KL(ay + b,) .

Pii prichodu druhého m? ztstdva pro prvni pratku ¢, konstantni a koncentrace
benzenu v oleji je b,;. Tedy

ay = K(a; + by),
by, = KL(a; + by) .
Dosadime-li za b, z (4), dostaneme
a,, = Ka, + K2L(a, + by),
by, = KLa, + (KL)*a, + b)) .
Je zfejmé, Ze je Glelndjii sestrojit pouze Yadu pro b a piislugné arvypoéitat

b
ze vztahu a = I

V druhé pradéee je v oleji b, g benzenu pfed prichodem plynu a mnoZstvi
oleje W g je na zakladé technologického pochodu stejné jako v prvni pradce.
Takze

by, = KL(ay, -+ by) = KL (%& + bz) ,
byy = KL(ay, + by) -

V naznadeném postupu je tfeba pokratovat asi do patého aZ Sestého m3
plynu a étyi az péti pradek, abychom ziskali schéma pro urdenf koeficientt.
Vypodet je rozsahly a obtiZny, takze vznika moznost chyb. I kdyZz tim vlastné
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ziskdvame podklad pro numerické fefeni problému, je tento pos‘rup znaéné
namahavy. Koneény tvar

(8)  bun= alL{l — (KL [1 _}_(’I@)K -+ (n + I)K" +(n + 2)K3 +

ot (m e 2)“]} (KL [bm + (?)Kbm_l +

m
1 — 2
+ (” ;e )Ab et (’" e )Km-lbll

neni sice sloZity, cesta k nému je viak tézka. Také vydisleni tohoto vyrazu

neni zvladté jednoduché.

NUMERICKY PRIKLAD

Tento priklad m4 ukizat na téZkosti spojené s numerickym vypodétem.

Plyn obsahuje p¥i vstupu do soustavy pradek 30 g/m? benzenu. Zidi se,
aby se praci olej co nejvice nasytil a ztraty benzenu v odchazejicich plynech
byly co nejmensi. Cerstvy praci olej obsahuje 0,39, véh. benzenu. M4 se uréit
podet pradek a koncentrace plynu v oleji. Teplota je ptiblizné 20°C a tedy
@ = 0,1045%, véh.

Nejdifve se musi zjistit maximdlni nasyceni oleje

b, 100

a.@= - —

w

Zvolime-li W = 10000 g, pak pro a = 30 g/m?® je b = 313,5g. ProtoZe olej
viak nelze prakticky nasytit aZ k rovnovaze, pfedpokladdame 909, nasycen,
coz divd pro olej odtahovany ze systému koncentraci b = 282 g. Jelikoz
mé olej pfivadény do systému b, = 30 g, ¢emuz odpovidd podle rovnovihy
a = 2,9 g/m3 v odchazejicich plynech, pojme 10 000 g oleje 282 — 30 = 252 ¢
benzenu. ProtoZe se z 1 m?® plynu absorbuje 30 — 2,9 = 27 g/m?, je mozno
vyprat pfibliZné 9 m? plynu. Vypodet konstant:
_ e oy oW
oW 100 ° 100 '

Dosadime-li, jako dfive, W = 10 000 g, dostaneme pro vypocet nepohodlné
¢islo. Zvolime proto W = 8612 g a pak

W =8612¢,
K =01,
L =9,
KL=10,9.
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Potet pradek nelze pfedem odhadnout, je proto nutno ho nejprve volit.
Pro m = 4 dostaviame z rovnice (5)

2,581b, 4 = 696,9 — 270 + b, ,

2,581b, 4 = 696,9 — 270 . 1,9 + 0,95, + b, ,

2,681b, 3 = 696,9 — 270 . 2,35 -+ 0,45b, -+ 0,95, + b, ,

2,581b, o = 696,9 — 270 . 2,515 + 0,165b, | 0,45b, - 0,95, + b, .

Hodnoty by, by, by jsou koncentrace benzenu v oleji pfed prichodem plynu.
Protoze se v provozu olej nasyceny v druhé vézi prevadi do prvni, je

by =byy,
by=by,,
by = by, .

Tim dostavame
2,581b, o = 426,9 + by, ,
1,681b,, = 183,9 + by, ,
1,681, = 62,4 - 0,45b,,0 + by, ,
1.681b, o = 17,9 + 0,165b, ¢ + 0,45b, 4 + b, .

Je tedy by = 7,9293b, , — 1871,22
nebo b, o = 0,126b, - 236.

Obsahuje-li tedy vstupujici olej by = 26 g benzenu (= 0,3%, véh.), je b, 4 =
= 239,7 g nasyceni, jakého dosiahne olej v prvni pracce.

Nas vysledek ukazuje, Ze nasyceni oleje bude o néco vyssi nez predpokla-
danych 909, a Ze lze tedy v danych pomérech skuteéné vyprat 9 m® plynu
4 pratkami, tj. Ze volba podtu pradek (m = 4) byla spravna.

JEDNODUCHA METODA

TiebaZe rozvinuti v fadu vyZaduje kromé znaéné matematické zbéhlosti
také mnoho nidmahy, neziskdme tak vysledek ve formé vhodné k rozpoznani
funkeciondlnich zavislosti mezi jednotlivymi proménnymi. InZenyr v praxi
pozaduje &iselné vysledky v kratké dobé, coz predem vyluduje moznost za-
byvat se komplikovanymi matematickymi vzorei. Musime proto hledat jedno-
dussi postup, ktery se z védeckého hlediska miize zdat primitivni.

Vyjdéme z rovnice (4) pro prvni pracku

by = KL(a, + by),
kde b,, je koncentrace benzenu v oleji po prichodu 1 m? plynu s koncentract

2, g/m® benzenu. Dosadime-li za b,; koneénou hodnotu, na kterou chceme
olej nasytit, pak pied prichodem 1 m? plynu je koncentrace benzenu v oleji

b
a .

-
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Poditame-li nyni tak, Ze postupné dosazujeme vidy znovu b, za by, ziskdme
koneéné hodnotu b; pfed prichodem devatého kubického metru plynu, kters
je koncentraci benzenu, se kterym byl p¥iveden olej z druhé pratky do prvni.
Koncentraci a,,, kterd zistava v plynu, dostaneme odedtenim b,; — b, od a,.

Odvodme timto zplsobem nejprve vysledek, ktery jsme ziskali predelou
metodou. Predpoklidejme, Ze cheeme dosshnout nasyceni 239,7g v oleji
v prvé pradee.

Pratka 1 Pracka 2 Pradka 3 \ Pracka 4
b b b b

a 239,7 a 190,75 a 136,77 a 81,74 a

30 235,89 26,58 185,36 21,19 130,78 15,20 75,62 9,08

30 232,10 26,21 179,74 20,59 124,72 14,53 69,49 8,40

30 227,89 25,78 173,93 19,97 118,61 13,86 63,35 7,72

30 223,21 25,32 167,93 19,32 112,47 13,18 57,21 7,04

30 218,01 24,80 161,79 18,66 106,31 12,60 | 51,07 6,36

30 212,32 24,22 155,54 | 17,97 100,15 11,81 44,93 5,67

30 205,81 23,58 - 149,24 17,28 94,00 11,13 38,79 4,99

30 198,68 22,86 142,96 16,58 87,86 . 10,44 32,66 4,31
| 30 190,75 22,07 136,77 15,88 81,74 9,76 26,53 3,63

Touto jednoduchou metodou jsme obdrZeli koneénou hodnotu b, = 26,53
nejen rychleji a snaze, nez vydislenim binomické fady, ale dostali jsme kromé
toho jesté vSechna mezistadia.

Pouziti tabeldrni metody ndm kromé toho umoZni stanovit poéet pradek
nutnych k vyprani daného podétu m3 plynu v danych pomérech.

Abychom rozhodli, mdme-li dit numerickému postupu ptednost, poloZme
si jesté jinou otdzku: Jak bude vypadat systém, ma-li se dosdhnout nasyceni
250 g benzenu v oleji? Pracujeme-li s rovnicif (5), musime nutné provést
cely vypodet pro 5,6 a 7 pradek. Poditame-li od podatku tabeldrné, dostaneme:

Pratka 1 | Pradka? | Pratka 3 Pracka 4° Pracka 5 Pratka 6 | Pracka 7

b \ b b b b 1 b b

a |250.0| a |217,99) a |18248 a |146,30| a |110,06 o |73,88) a |37,76

30 1247,7527,75 214,44| 24,20 178,54 20,26| 142,28 16,24| 106,04| 12,22/ 69,86 8,20! 33,75

30 | 245, 25|97 ,50| 210,74 23,80| 174,56) 19,82 138,25, 15,79] 102,02 11,77| 65,84| 7,75| 29,75

30 | 242,47| 27,22 206,91| 23,39} 170,55 19,38] 134,22| 15,35 97,99| 11,32} 61,83| 7,31| 25,74
30 | 239,38] 26,01/ 202,97| 22,97| 166,51 18,93| 130,19 14,00, 93,97| 10,88 57,81| 6,86
30 | 235,95 26,57 198,03 22,53] 162,46/ 18,48] 126,16| 14,45 89,05| 10,43 53,80/ 6,42
[ 30 [232,14]26,19] 194,82] 22,08 158,41| 18,03/ 122,13| 14,00 85,93 9,98| 49,79| 5,97
30 | 227, 91 95,77/ 190,68| 21,63] 154,36 17,58| 118,11| 13,56 81,91| 9,54(45,78| 5,53
30 |223,21]25,30] 186,55 21,17! 150,32| 17,13| 114,09| 13,11 77,89| 9,09 41,77| 5,08
30 217, 99 24,78| 182,48| 20,71} 146,30| 16,69] 110,06| 12,66| 73,88| 8,65| 37,76/ 4,64

\
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Protoze se olej privadi s koncentraci 26 g benzenu, vidime z tabulky, Ze se
pii sedmi prackich dosdhne ve vystupujicim oleji o néco vys$i obsah nez
250 g, pri %esti prackach obsah o néco nizsi.

Uvedeny ptiklad numerického postupu p#i fedeni komplikovanych problémi
mél ukazat, Ze jednoduchy vypodet muze byt vyhodnéjsi nez piesny mate-
maticky vypotet, nehled® na usporu price kvalifikovaného pracovnika,
kterou vyzaduje analytické feseni.

Pesiwome

BUHOMAJILHBIE PAJALI BSAMEH ,I[I/I(TNDEPEHHI/IAJ]BHBIX
VPABHEHUI

N. BECCJEP (J. Boesler)

B paBore pemaercs 3ajiava yeTpaHeHns GeH3eHA M3 Ia3a IPOMBIBKOH B CHCTC-
Me MACHAFHEIX cKpyOOcpoB. Maremarmyeckas GopMynupoBKa sajayyl TPUBOTUT
HaC K cHcTeMe JUHOHHBIX AuddepeHumanbHLIX YpaBHeHnil, PemcHne KOTOpoM
B ABHOM BHJE ABIHAETCH € NPAKTHUCCKOM TOYKY BPEHUA CIUIIKOM YTOMUTENIL-
HHEIM I JJInTeJbHBIM. Ha IpaxTuKe oKa3bBaeTcHd MOCTATOYHLIM 3aMEHHTH AuQ-
JepeHmMATbHAe COOTHOIMEHNA PABHOCTHEIMA COOTHOMEHAMI U HOCHeTHee pe-
OATH TOJABKO B HCCKOJBKIX MePBHIX IMarax. ABrop BHBOXUT ABHOE peIICHWE
PA3HOCTHOL 3a/[aA M OTMEYACT, UTO ¥ €ro NPHMCHEHHe Ha IPAKTHKE He a0
JKeJIaTeNIBHLIX Pe3yIbraroB (B 0cOOCHHOCTI, HeJL3d IPH NMOMOLIE HEro JaTh
OTBET Ha BOIPOC CHONBKO CKPy060epoB HeoOXOMMMO NPH TaHHBIX 00CTOATENb-
CTBaX HMeerh, YTOBH pemmTh 3amauy). ITooromy aprop onmcriBaer B pabote
JPYTofl UMCICHHBIM METOMN, KOTOPBIH SBIIFICTCH, B HEKOTOPOM cMblciie, o0patie-
HECM PA3HOCTHOTO MeTOJa B KOTODAIL pemaeT 3ajauy ¢ yAOBIETBOPHTCIbHLIM
peayabraToM. MeTosl MIIIOCTPYeTesI Ha ABYX YMCACHHBIX IpHMepax.

Zusammenfassung

BINOMISCHE REIHEN ALS ERSATZ
VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

J. BousLER

In dieser Arbeit wird die Frage des Auswaschens von Benzen in einem
System von Waschtiirmen gelost. Die mathematische Formulierung des
Problems fiihrt auf ein System von Differentialgleichungen, dessen exakte
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Losung mit Riicksicht auf die praktische Anwendung zu anspruchsvoll
und langwierig ist. Fiir die Praxis ist es vollkommen ausreichend die Dif-
ferentialgleichungen durch Differenzengleichungen zu ersetzen und diese
nur fiir die ersten Differenzen zu losen. Der Autor leitet die exakte
Losung des Differenzenproblems ab und fithrt an, dass nicht einmal diese
Vereinfachung und Anwendung den gewiinschten Erfolg in der Praxis gehabt
hat (es ist zum Beispiel mit Hilfe dieser Methode nicht moglich die notwendige
Anzahl von Wagchtiirmen fiir die gegebenen Verhaltnisse zu bestimmen). Der
Autor leitet aus diesem Grunde in seiner Arbeit eine tabelarische Methode ab,
welche im gewissen Sinn eine Umkehrung des Differenzenvorganges ist und
durch welche das Problem befriedigend gelost wird. Diese Methode wird
durch zwei numerische Beispiele erldutert.
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