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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo 3

TEST ROVNOSTI KVANTILU DVOU NORMALNICH ROZDELENT

JoSEF MACHEK

(Doslo dne 24. dervence 1959)

Je navrzen pfiblizny test hypothesy, Ze dvé normélni rozdéleni s ne-
zndmymi praméry a rozptyly maji stejny 100p9% a 100g%, kvantil
(p mize byt razné od g). Zaroven je uveden priblizny vyraz pro kvantil
necentralniho ¢-rozdéleni. Navrzeny test je zalozen na ,,necentralni -
analogii‘ WELCcHOVA Feseni Fisher-Behrensova problému,

1. UVOD

V nékterych aplikacich neni pro srovnani dvou normélnich rozdéleni roz-
hodujici ani pouhs vzajemna poloha jejich stiednich hodnot, ani pouhy vza-
jemny pomér jejich rozptyl, nybrz vzijemna poloha jejich uréitych kvantili.
Tak napt. miZe mit vyznam otdzka, zda 109, kvantil jednoho rozdéleni
neni mensi nez 109, kvantil druhého rozdéleni. Nékdy dokonce miize jit
u jednoho rozdéleni o jiny kvantil nez u druhého, napt. je tieba srovnat 109,
kvantil 8 5%, apod. Zejména pro rozdéleni zZivotnosti (trvanlivosti) nebo pro
" rozdsleni odolnosti vidi urditému podnétu jsou nejdilezitéjsi charakteristikou
kvantily a nikoliv samotné stfedni hodnoty nebo rozptyly.

Jestlize rozptyly obou rozdéleni jsou znamy, pak se hypothesa o jejich
kvantilech redukuje na hypothesu o jejich stfednich hodnotéch. Jestlize
rozptyly jsou stejné a srovnavaji se stejné kvantily, pak jde rovnéz o test
hypothesy o rozdilu mezi priméry dvou normalnich rozdéleni a tloha je fe-
Sena Studentovym testem. Jde-li o dva rtizné kvantily a rozptyly jsou stejné,
pak — jak ukézal Warse v [1] — je tloha testu rovnosti dvou kvantili
a tdloha intervalového odhadu rozdilu mezi kvantily pfesné fefena pomoci
necentralniho t-rozdéleni. Nelze-li piedpokladat, Ze rozptyly obou rozdélent
jsou stejné, a je-li jejich pomér néznim, je tloha podstatné slozitéjsi a bude
zde jen pribliZzné vyfesena. ~

V oddile 3 bude popsan test rovnosti dvou kvantila pro piipad, kdy pomér
rozptyld je znam, v oddile 4 budou uvedeny dva ptibliZné testy pro p¥ipad,
kdy pomér rozptylh je neznam.
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2. FORMULACE ULOHY A ZNACENT
Jsou dany dva soubory s normalnim rozdslenim, P, se stfedni hodnotou y,

a s rozptylem o} a P, se stfedni hodnotou u, a s rozptylem o3. Déle necht &
znadi 100p Y%, kvantil souboru P, a 5 100¢ 9%, kvantil souboru P,, kde p, ¢ jsou
dand ¢isla z intervalu (0,1). Z P, se provddi ndhodny vybér rozsahu =,
X, Xy, ..., X1, z P, ndhodny vybér Y,,Y,, ..., Y,, rozsahu n, Na ziklads
téchto vybéri jest ovéfiti hypothesu

=1
proti alternativé

E>n.

Odhad stfedni hodnoty u; oznadime x, odhad sttedni hodnoty u, pak y. Ne-
stranné odhady rozptyl of a o3 oznadime s? a s3, tedy

1~ B
SESTIEEES §5
o 25
=t D (X B, sp= o > (Y, g
n, — 1 ' T o, —1

Hypothesa & = # je zfejmé ekvivalentni hypothese
By — Mg == UgOy — U0y,
kde u, a u, jsou kvantily standardisovaného normélniho rozdélent,

1 t2 1 12

fp(Qn)—E e *dt =p, fq(2:t)#g2 e 2dt =gq,

a alternativa & > g je ekvivalentni alternativé
My == g => UgTy — Uy07y -

Hypothesu & = 5 zamitneme ve prospéch alternativy & > #, jestliZze odhad
rozdilu g, — u, nabude ,,pfili§ vysoké hodnoty*, tj. kdyZ nastane jev
(l) . x — ?7 = A(sl: 32) ’
kde A(s,, s,) je funkce odhadl s, s, smérodatnych odchylek oy, 0,, stanovens
tak, aby ’
) PE—y > A sy | E=n) =,
tj., aby pravdépodobnost splnéni nerovnosti (1), kdyZz hypothesa & = 4
je spravna, byla rovna zvolené hladiné vyznamnosti «.

Hlavni problém spodiva v nalezeni funkee A(s;, 8,).
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3. RESENI PRO PRIPAD ZNAMEHO POMERU ROZPTYLU

Oznaéme pomér rozptyld ¢} a ¢} symbolem 22,

o

o}

Za platnosti testované hypothesy mé rozdil # — y zfejmé normalnf rozdélent
se stiedni hodnotou

= A%.

Oty — 03Uy = o1(AU, — %)

1 A2
2]t 4
o {nl + nz}'

Rozptyl ¢f odhadneme ze spojenych vybéri jako

__(ny — 1) s} + (n, — 1) s3/2*
B Ny + Ny — 2 -

a s rozptylem

82
Veli¢ina
E oy

1 2 |?
8 [—f + —}L]
My UP

m4i za platnosti testované hypothesy necentralni ¢-rozdéleni s parametrem

necentrality 1 J2
0 = (Jug — u,) [_ + —“]

(G Ny
a8 f=mn;+ n, — 2 stupni volnosti.
Funkce A(s, s,) je tedy pro pfipad, kdy rozptyly o}, of jsou ve zndmém
poméru A2, dana vyrazem
1 A2
A(Sl,sz)zs[—+~—] dng ng — 2

Ny My

A ?Lua — Uy

LI
2 & b b

[_1_ L L]

N4 Ny

kde ¢(f, 8, «) znadi 100xY%, kritickon hodnotu (tj. 100(1 — x)%, kvantil) ne-
centralniho ¢-rozdéleni s f stupni volnosti a 8 parametrem necentrality d.
Tuto kritickou hodnotu lze stanovit z tabulek necentrdlniho ¢-rozdéleni, p¥i-
pravenych JorNsoNEM a WELCHEM (viz [3] a [4]), nebo vypoditat z nasledu-
jiciho rozvoje. Rozvoj 100y 9, kvantilu necentrilniho {-rozdéleni a f stupni
volnosti a s parametrem necentrality é v mocnindch pievracené hodnoty
podétu stupii volnosti az do ¢lent druhého ¥adu jest

v 14 A, 14+ A4u,
(3) (f, 9,1 — y) = A4, {1 T
742 — 1
- (84,u, — 343 +4) + -_—T;GFM},

kde 4, znadi 6 + u,,.
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4 RESENT PRO PRIPAD NEZNAMEHO POMERU ROZPTYLT

Pro ptipad, kdy pomér rozptyldt neni znam, je nutna jakasi ,necentralni
analogie Yefeni Fisher-Behrensova problému, jaké podal Wrrcm v [2],
po piipad® vhodné rozditeni tabulek A. Aspivovi [5], které z tohoto FeSeni
vychézeji. Stanoveni funkce A(s,, 8,) odhadl s; a s,, spliiujici podminku (2),
je zde vSak mnohem sloZitéjdi neZ v piipadé srovndni priméri. Stejnym
postupem, jakého uzil WercH v [2], byl hleddn rozvoj funkee A4(s,, 8,) v fadu

. 1 1
v mocninach —, —
fi0fs

SloZitost ¢lentt roste v8ak mnohem rychleji nes v ,,centralnfm pipadé«,

, kde f; je podet stupn volnosti pro odhad s;, ¢ = 1, 2.

1 :
takie jiz ¢leny druhého Fadu,v 7 by nemély pro prakticky vypodet vyznam.

Pro zjednodueni zapisu polozme

1 1
Uy =y, Uy = Ay, —:b11 ———:bz.
oy Ny
V tomto znadeni jsou parametry normélniho rozdéleni charakteristiky * — y
za platnosti testované hypothesy rovny:
stirednf hodnota
E(E - Ty_) = zaiéi
=1

a rozptyl

Do élentt prvniho Ffadu v _f{ je funkce A(sy, s,) z (1) rovna

2

2 < T .,
*) A(815 82) = z a:s; + Ur—a [Zbisﬁ] - Z % |-
1 1 1 4

i=

+ Uy I:i bz"g?]—%zz:{(aisf[zbﬁ?]* + ux—abiS%)z + b?s‘,’;}/(ﬁlf,-) .
0 1 1 /

PoloZime-li zde a; = 0, 7 = 1, 2 (coz odpovidd testu rovnosti 509, kvantili),
dostaneme vyraz, shodny s prvnimi &¢leny rozvoje kritické hodnoty pro test
hypothesy p,; == u, pii riznych rozptylech, jak je uveden v [2].

Jind moznost priblizného stanoveni funkce A(sy, s;) plyne z nahrazeni
linearn{ kombinace nihodnych veli¢in s x? rozdélenim, EB:x3(f.), nadhodnou
velitinou tvaruc y(f), kde ¢ a f je urdeno tak, aby prvni dva momenty veli¢iny
¢ %%(f) se shodovaly s prvnimi dvéma momenty veli¢iny Zf; xi(f,), &ili

o= CRINCSH), | = CBLPCHI

213



2 ' 2
Odhad »b,s! ma rozdéleni jako >4, 7i(f:) s B = biallf,, f; = n, — 1. Nahradi-
1 1
me-li- toto rozdéleni rozdélenim ¢ y%(f), pak kriterium
2
(5) @ — )b
. 1

mé rozdéleni p¥iblizné jako

T — 7 YT Yk A (5**?)(2!9%)” o Y
@ = lex*i) " = LEOTEIERLIEBHITE — (D

kde ¥ ma normaélni rozdéleni se stiedni hodnotou 2a,0;/ ]//Ebz-af a s rozptylem 1.
Charakteristika (5) ma pak piiblizné necentralni f-rozdéleni s parametrem

necentrality Sa,0,/)/Zb,0% a s

[ SBLP _ (Shod?
Spr, bk
stupni volnosti. Jako pfiblizné hodnoty pro A4(s,, s;) by tedy bylo mozZno uZit

= (Zb,82)2  Zays, ,
6 A5y, 83) = Y2082 .t |ty T, ,
(6) (o ) =1 ( T T

kde t(f, 6, x) je 10069, kritickd hodnota necentralniho t-rozdéleni. Do vyrazi
pro parametr necentrality a pro podet stupiit volnosti byly za nezndmé para-
metry o, dosazeny odhady s;, 2 = 1, 2.

Pro srovnani obou aproximaci byl vypodéten rozdil mezi vyrazy (5) a (6),
kde v (6) byl kvantil

(s Zaus;
Zbisy 7 St

rozvinut podle (3). Aproximace se li§f jiz ve ¢lenech Faddu prvnfiho, zatimco
piiblizné kritické hodnoty pro test rozdilu mezi prameéry se odchyluji od rozvoje
presného FeSeni aZ ve Glenech druhého fadu.

Literatura

[11 J. E. Walsh: On the use of the non-central ¢-distribution for comparing percentage
points of normal populations; Annals of Mathematical Statistics 19 (1948), 93.

[2] B. L. Welch: The gencralization of Student’s problem when several different popu-
lation variances are involved; Biometrika 34 (1947), 28.

[8] N. L. Johnson, B. L. Welch: Applicaﬁions of the non-central ¢-distribution; Bio-
metrika 31 (1939), 362.

[4] J. Janko: Statistické tabulky; Praha 1958.

214




Peswome

[IPOBEPKA PABEICTBA KBAUTHJIEA IBYVX HOPMAJILHEIX
PACIIPEIEJEH NI

NOCE® MAXEK (Josef Machek)

B macrosmein 3aMeTKe mpuBemeH NpubimKeHHBN Kpurepuil I HpPOBEPKH
THIOTE3N, YTO [Be HOPMAINILHLIX COBOKYHNHOCTM HMEIOT PaBHble APYr APYLY
100p% w 10099, kBauTHIA (3eCh P MOKET OBITL PABHBIM OT ¢), CCJIH B3aMMHOE
OTHOIIEHNE fncuepcuil HeussectHo. B 1o ke Bpemsd a0 NpulIMKEHHOE BHIPa-
menme (3) V1A KBAHTMIHN HEIEHTPAILHOTO {—pacnpepenerns. [IpemnonienHsiil
KpHTepUil ABNIAETCA KAKHUM-TO ,,HCHEHTpAIbHLIM aHasorom  kpurepus Benbua
(cM. [2]) nma TpoRepKM pPaBCHCTBA CpeHUX 3HAUCHull IBYX HOPMAJIBHBIX
COBOKYIHOCTEH, ecJm WX JWCIHCPCHM BIOJIHE HEW3BECTHHl, He PABHBL JPYr
APYTY, ¥ HEM3BECTHO J[a3ke WX B3AWMIOC OTHOTICHME.

Summary
ON A COMPARISON OF TWO NORMAL POPULATIONS

JOSEF MACHEK

In this note an approximate test is given for the hypothesis that two normal
populations with completely unknown means and variances, have equal
100p %, and 100¢ Y, quantiles (p and ¢ are given numbers, p possibly different
from ¢). Also an approximation to the quantile of the non-central ¢-distribut-
ion is given. The proposed significance test might be said to be a “non-central
analogue” of Welch’s solution of the Behrens — Fisher problem.
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