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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

KONCENTRACE NAPETT V OKOLf OTVORU

JAROSLAV DVORAK

(Pokradovani)

KAPITOLA" II1

ROZLOZENT NAPTATOSTI V POLOROVINE, OSLABENE LIBOVOLNYMI
OTVORY S DOSTATECNE HLADKYMI HRANICNIMI KRIVKAMI

9. PRVNI ZAKLADNI PROBLEM

Polorovina patii mezi tzv. télesa prvniho typu. Zatim co u nekoneénych téles
tietiho typu odpadala nekonednd hraniéni kfivka c,, zde tomu tak neni. D4 se
tedy odekdvat, Ze tvar funkei napjatosti pro nekoneéns télesa prvniho typu
bude zaviset na tvaru kfivky ¢, pro velks z a také na funkei hlavniho vektoru,
ktery na kiivku ¢, pasobi. )

P#i dikazu, Ze pro nckoneéna télesa tettho typu maji funkce napjatosti
tvar (2,4), se vyuZivd té skuteénosti, Ze funkce napjatosti ¢, p muzeme rozlozit.
na logaritmické éleny a funkce holomorfni v 2, ptiéemz tyto holomorfni funkce
muzeme rozvinout v okoli nekoneéna v Laurentovu fadu (viz [6], dikaz véty
2,21,1, str. 161). VyuZiti této skuteénosti podstatné usnadiuje tivahy a dukaz
jednoznadnosti feseni.

Otazka nalezeni tvaru funkei napjatosti pro nekonednd télesa prvniho typu
je ponékud slozitéjsi. Vétsina téchto komplikaci spodiva v tom, Ze v piipads
nekonetnych téles prvniho typu muzeme funkce napjatosti sice také rozlozit na.
logaritmické éleny a funkce holomorfni v (2, avSak tyto holomorfni funkce ne-
muzeme rozvinout v Laurentovy fady v okoli nekoneéna. Nejsou totiz defino-
vény pro viechna dostatedéné velks z, ale jen pro takova z nich, ktera lezi v £,
Proto také dikaz jednoznaénosti FeSeni pro télesa prvniho typu je slozitéjsi.

Poznamenejme, %e v pripads, %e télesem je polorovina, lze po jistém obratu
dikaz jednoznadnosti vésti obdobné, jako pro nekonednd télesa.t¥etiho typu.
Podrobnosti o vsech téchto otdzkdch lze najit v [6], str. 163—178, kde mezi
jinym je také uveden diukaz jednoznadénosti feSeni prvniho problému pro
(m + 1)-ndsobné souvislé téleso prvniho typu, jestlize na hraniénich kiivkach
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€y Cyy ++ o5 Gy j8OU dany po Gastech dostatednd hladké funkce hlavniho vektoru
a jestlize funkce napjatosti maji v télese Q2 tvar

¢z) =D arIn(z —z) + yIn(z - z) + @u2), kde @y(z) = o(1) -+ konst ,
k=1

m :
w(z) :kzlbk In(z —2,) + y'In (z — 2) + wo(2), kde wy(z) = o(1) 4 konst,
g => " V), kde qi(z) = (1) .
Lz—z 2% : z
Pritom zy, 2y, ..., 2n jsou body, leiici vné télesa Q ato tak,Zez, (k = 1, 2, ...,m)
lezi uvnitt ¢, a
g — — X _ MK — i)
T 27(1 - 2%) ° T 2a(1 4 %)
y a ' jsou jisté, jednoznaéné uréené konstanty.

Definice prvniho problému pruznosti pro nekoneéné (m 4 1)-ndsobné sou-
vislé téleso prvniho typu je Gplné stejnd jako definice uvedend v kapitole I,
v niz ,,nekone&né téleso ttettho typu‘ zaménime za ,,nekonedéné t&leso prvniho
typu‘. Pfitom se v definici, jako obvykle, pfedpoklidd, Ze hlavni vektory
X + 47} na hranici jsou rovny nule. Neni-li tomu tak, rozumime FeSenim
funkee @, p tvaru @ = @, + @q, ¥ = w; + 1o, kde @y a p, jsou holomorfni v 2 a

9, = — ;szlxkﬂy In (2 — 2,),
py = Y N (X, — Y, )In(z—z) .

2n(1 + ») £+

ko
P

10. METODY RESENT

Jak jsme jiz diive uvedli, metody uiivané k feseni prvniho problému pruz-
nosti (viz odstavec 3), maji obecnéjii charakter a lze je vétdinou uZit i na ne-
koneénd télesa pryvniho typu. Z nich nejéastéji uZiviny jsou metoda nekoneé-
nych ¥ad, metoda bipolarnich soufadnic, Muschelisviliho metoda p¥iblizného
konformniho zobrazeni a hlavng pak metoda Lauricellova-Sermanova.

11. VYSLEDKY RESENT

11,1. Ts1pa [36] feSil dlohu o poloroving, zatiZené v nekoneénu prostym
tahem a oslabené kruhovym otvorem. K feseni bylo uzito kombinované metody
Muscheligviliho a nekoneénych Fad. Na konci referdtu jsou uvedeny piehledné
tabulky numerickych vysledki.
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V dal&im referdtu [34] se autor zabyva dvéma okrajovymi tlohami pro polo-
rovinu s eliptickym otvorem. V prvni iloze pisobi na hranici poloroviny tlakové
sily, v druhé pak autor predpoklads, Ze napéti v nekoneénu rostou ptimo dmér-

né se vadalenosti od osy ¥
(osayjerovnobéznashra-
nief poloroviny). K fesent
x  bylouZito Muscheli§viliho
metody. Numerické vy-
sledky v téchto pripadech
nejsou uvedeny.
-V referatu [35] jsou
autorem dany (na zdkla-
dé znamych feseni dloh

o koncentraci napéti v ta-

zenych nebo ohybanych

deskach) gradienty napé-

Obr. 6. tf. Pro nase ucely maji

z uvedenych vysledki

vyznam deska s eliptickym otvorem a polorovina s kruhovym otvorem v bliz-

kosti hranice.

Poznamenejme, ze prvni dvé prace jsou psiny anglicky, zatim co posledni je

psand japonsky, ma viak anglické résumé.

11,2, PopsTRIGAC [73]
stanovil rozloZeni napja-
tosti v poloroviné s kru-

. Ty
X

NpmgE—

hovym otvorem, zatiZené
singularnisilou, jejiz smér
je rovnobézny s pramé-
rem otvoru (obr. 6). K fe-
geni bylo uzito bipoldr-
nich soufadnic. V praci
jsou uvedeny grafy pri-
béht sloZek tenzoru na-
péti v charakteristickych
bodech, v zévislosti na
hloubce otvoru.

11,3. SexaurTA [86] vySetfoval rovinnou tdlohu teorie pruznosti o napétich
v nekonedéné poloroviné s kruhovym otvorem, zatiZené singuldrni dvojici sil na
piimkové hranici (obr. 7). Hranice otvoru je nezatizena. K ¥efeni bylo uzito
metody bipolarnich soutadnic a jsou stanoveny slozky tenzoru napéti na hranici

vysetfovaného oboru.
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12. DRUHY ZAKLADNI PROBLEM

Pii formulaci druhého problému pruznosti pro nekonedna télesa t¥ettho typu
nebyla, vzhledem ke koneéné hraniéni kiivee, predepsina velikost posunuti
v nekoneénu. To umoiiiovalo formulovat druhy problém zpisobem, ktery se
pii sestavovani integralnich rovnic pro funkee ¢, v, ukazal vhodndéjsim.

U nekoneénych téles prvniho typu je tomu ponékud jinak. Hraniéni kiivka je
nekonednd a posunuti je pfedepedno i v nekonesnu. Vzhledem k tomuto rozdilu
je tteba postupovat ponékud jinak.

Definice 12,1. (Formulace druhého problému pruznosti pro nekoneénd télesa
prvaniho typu.)

Bud ©Q nekoneéné téleso prviniho typu (m 4 1)-nasobné souvislé, s hrani¢-
nimi k¥ivkami ¢, ¢4, ..., ¢, dostateéné hladkymi. Necht poditek soutadnic leZi
vné Q2 a vné viech kiivek ¢, (b = 1, 2, ..., m). Necht na hraniei télesa £ jo defi-
novana funkce g(s) po 8astech dostatedné hladki. Potom druhym problémem
nazyvéme problém urdeni holomorfrnich funkei ¢, a v, definovanych na Q
a komplexnich konstant 4,, 4,, ..., 4,, tak, %e

1. funkce @y, ¢4, v, & funkce G,(z) = » go(2) — 2 Pa(z) — Wo(z) jsou spojité
prodlutitelné na hranici s vyjimkou nejvyse koneéného poétu bodu ¢, = w,
v jejichz okoli plati

1-8 -8

, G = !

[z — Iy

2. spojité prodlouzeni funkece Gy(z) jest viude na hranici (s vyjimkou bodt ¢,)
rovno funkei gy(t), kde

7o) = 900 + o s iA m( _%tg)(lzzti)_

k=1

m
Zk
Z = _-.—4‘ 3
- t - 2

pfitom z, jsou body libovolné zvolené uvnitt ¢,

e

s

1\ o
:") a funkee Gy(2) = =@y — 205 — v,

“

3. pro velkd z je funkece ¢ Fadu 0(
omezena.

D4 se ukdzat, Ze existuje-li fedeni takto formulovaného problému, pak je
jediné.

13. METODY RESENT
Skutetnost, %e nekoneénd télesa prvniho typu maji hraniéni kiivku ne-

koneéné velkou, nam znemoziuje uiit bezprostivdné ptredchozich metod (napi.
metodu Muschelidviliho nebo metodu Lauricellovu-Sermanovu) k foseni dru-
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hého problému pro tato télesa. Je to proto, Ze nap¥. rovnice Lauricellova-
Sermanova je dina na nekoneéném intervalu a Fredholmovy véty pro ni obecns
neplati. D4 se viak ukdzat (viz [6]), Ze je-1i hranidni k¥ivka dostatedénd hladks,
miizeme nékteryeh predchozich metod uZit i pro feSeni druhého problému pro
nekonedns télesa prvniho typu. "

Podrobnosti, jakoz i fada jinych otazek, tykajicich se Fefeni druhého problé-
mu pro nekoneéna télesa prvniho typu, jsou uvedeny v [6] na str. 349—365.

©
&

Obr. 8.

Co

14. VYSLEDKY RESENI

Druhy problém pruZnosti se v technickych aplikacich vyskytuje méné dasto
a tintaké i ptislusnych teoretickych pojednani je méné. Jedno z nich uvedeme.

14,1. TaraBasov [108] vydetioval rozloZeni napjatosti, ktera vznikne v polo-
roviné Im z = 0, oslabené m kruhovymi otvory poloméri r, a se st¥edy v bo-
dech b, (obr. 8), kdyZ jsou do nich vlisovany disky poloméri r, + 8, (n =
= 1, 2, ..., m), zhotovené z téhoz materidlu a majici tutéz tloustku. Na hranici
¢y neplisobi vnéjsi sily. K FeSenf uzito metody linedrniho sdruZeni (viz obdobnou
studii téhoz autora [110]). Na zdvér uveden numericky priklad, kdy » = 1,

2730,

b, =y, = 7 cm, Dl:l#—%

= 13 000 kg, &, = 0,001, r, = 5 cm.

Vysledky jsou srovnéany s ptipadem, kdy ¢, je kruZnice s velkym polomérem.
Rozdil v nejslabiim misté &inil 4,359,.

Nakonec bychom zde méli uvést problémy poloroviny s otvory, fe$ené meto-
dou piiblizného konformniho zobrazeni. AvSak tlohy tohoto typu, pokud je
nam zndmo, nebyly aZ na malé vyjimky Fefeny a ve vét&iné p¥ipadii, kdy se o to
néktery autor pokusil, jsou vysledky mlhavé, teoreticky dasto nezdavodnéné
a zd4 se, Ze i prakticky ne zcela vhodné. Problémy tohoto typu ekaji zatim na
svého feditele.
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Z novéjsich pokust o Feseni jednotlivych problémi je zniama Istnova price
[36] o poloroving, zatiZené prostym tahem v nekonednu a oslabené pravo-
dhelnfkovou §t&rbinou. Bylo u#ito kombinované metody Muschelidviliho a ne-
koneénych Fad. Nékteré numerické vysledky jsou uvedeny na konei prace ve
forms tabulek.

Praci Bosma [11] o vySetfeni napjatosti v poloroving, zatiZené v nekonednu
rovnomémym tlakem a oslabené otvorem ve tvaru klenby, se ndm nepodafilo
ziskat. Podle informaci z jinych prament bylo k feSen{ uZito konformniho
zobrazeni. Zobrazujict funkee byla vzata ve tvaru polynomu étvrtého stupngd
a slozky tenzoru napéti byly stanoveny ze vzorett Muschelisvili-Kolosova.

KAPITOLA IV

ROZLOZENI NAPJATOSTI V NEKONECNEM ROVINNEM POLI, OSLABENEM
OTVOREM 8§ HLADKOU HRANICNI KRIVKOU, KTERY JE VYZTUZEN PRUZ-
NYM NEBO ABSOLUTNE TUHYM RAMEM

Ulohy tohoto typu e v technickych aplikacich vyskytuji velmi asto, hlavng
ve stavebnim a strojnim inzenyrstvi. Aviak pokud jde o jejich Fefeni, je toho
o nich znimo velmi mdlo. Ve viech Pefenich dloh tohoto typu, pokud je nédm
zZndmo, se auto¥i omezili na dvojnasobnd souvislou oblast s kruhovym, nejvyse
eliptickym otvorem, vyztuienym pruinym, po p¥ipadé absolutné tubym ra-
mem (,,mezikruZim‘‘). Vétsina téchto praci neni dostatetné teorcticky podlo-
Fena, nejsou znimy napf. podminky existence a unicity Feseni a vzhledem
k tomu, Zese téméf vyhradné uziva metody nekonednych ¥ad, je také fada kon-
vergendnich otézek oteviena. Pokud jde o wlohy obecnéjsiho charakteru, napt.
pro oblasti vicendsobné souvislé, neni znamo vibec nic a pro aplikovanou
a teoretickou matematiku se v této oblasti naskyta Siroké pole pisobnosti.

15. METODY RESENT

Z vyse uvedenych divodi si pouze strudéné viimneme postupu, kterym se
obvykle tlohy tohoto typu #esf, a to pro jednoduchost pro rovinu s kruhovym,
vyztuzenym otvoremn.

Budiz tedy déno nekonedné rovinné pole 2, oslabené kruhovym otvorem
ktery je vyztuZen pruinym rimem K, a zatiZené jistym systémem vnéjéich sil.
Necht v neoslabeném poli 0% zatifeném stejnym systémem vngjsich sil jako
rovinné pole £2 sotvorem, mi Ajryho funkce napjatosti U(x, ¥) tvar polynomu
(m 4 1) stupné?)

1) Jak zndmo (viz napt. P. F. Papkovis: Teopus ynpyeocmu, 1939, str. 386), lze uZitim
biharmonickych polynomi obdrzet mnoho zajimavych Feseni rovinnych problémd pruz-
nosti.



(1531) UO(:I:, y) = I)m+1.09wH-1 + Dm,lwm.?/ + cer ‘_ -Dl,mxym + Do.m+1ym+1 +
+ Dy o™ 4= oo A Dy ™ + ... Dy g 4 Dy + Dy gyt

Ze vztahu (15,1) je videét, Ze funkce napjatosti, piislusejici funkei U,, budou
polynomy m-tého stupné

(15,2) pelz) = 1C Z Ak T > Yo(2) = — iC Z Bk 7T

Protoze porucha v napéti neoslabeného pole vznikld otvorem ma lokalni
charakter, tzn. Ze s rostouci vzdalenosti od otvoru se bude napjatost v 2 bliZit
napjatosti v £2*, budou mit funkce napjatosti pro obla,st 2 tvar

. Rk
(15,8) ¢(e) = 9o(a) +iC D s, pE) = yole) — iC Z B
k=1
a pro mezikruz{ K
(15,4) gD (z) — iC z a® ]‘é P0(z) = — iC Z b j%—,c .

Neznamé koeficienty «_y, f_,, ai, b funkei (15,3) a (15,4) se urdi z okrajovych
podminek a z podminek sdruzeni mezikruzi K s oslabenou rovinou £2 na styéné
kruZnici ¢: '

a) Okrajovd podminka: Jestlize vnitini hranice ¢ mezikruzi K je nezatiZena,
potom

(15,5) d — i1V =0 na c.

H re
b) Podminka sdruZeni: ProtoZe mezikruii K je do otvorn vloZeno a s rovinou
£ pevné spojeno, plati podél styéné kruznice

(1)
Te )

(15,6) Op — 1T, = 04 — 07 v, — w, = v — i)

kde ¢, je normalni a 7,, teéna slozka vektoru vnéjsiho zatiZeni, plisobiciho na.
mezikruzi K se strany roviny Q. Analogicky ¢\, 7%) jsou slozky vn&jsiho zati-
%eni, ptsobiciho na rovinu Q se strany mcz1k1uz1 K Podobnsé v,, v,, (resp. vV,
v}) jsou sloiky vektoru posunuti roviny £ (resp. mezikruzi K).

Uzitim vzorct Muschelisviliho-Kolosova (viz nap¥. [63], str. 136, rovnice
(3) & (5)) se daji vektory napéti a posunuti vyjadfit ve tvaru

(15,7) g, — 1T

o = Re (}7’ _ ei%-ﬂ[g (pﬂ(z) + 'l[),(z)] ,
e~

5 [ ¢'(2) — 2 9'(2) — p(2)].

Uy — Wy, =

Po dosazeni funkei (15,3) a (15,4) do (15,7) obdriime vzhledem k okrajové
podmince (15,5) a podminkim sdruZeni (15,6) t¥i rovnice. Piejdeme-li v nich od
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souradnic kartézskych k poldrnim, obdrZime srovnanim koeficientl pii stej-
nych moeninach systém linedrnich rovnic pro stanoveni nezndmych koeficientt
S Bop @, B, Jsou-li funkee @, v, @b, ) znadmé, mizeme uzitim (15,7) urdit

slozky napéti a posunuti jak v oblasti 2, tak i v mezikruZi A.

Pozndmka 15,1. K tomu, aby uvedeného zplisobu vypostu bylo mozno uzit
i pro konedné oblasti £, je tieba predpokladat, Ze primér otvoru je dostatedné
maly ve srovnani s nejmendim piénym rozmérem. vySetfované oblasti £.
Jinymi slovy, nutno predpokladat, %e v éastech oblasti dostateéné vadilenych
od. otvoru je stav napjatosti skoro stejny fako v téZe oblasti pii témze vnéjsim
zatizeni, ale bez otvoru.

Poznimka 15,2. Je-li vyztuha do otvoru pruzného télesa T viisovina
(misto vlozena) a je-li material vyztuhy a télesa T’ stejny, muze se postupovat
ponskud jinak. Strudné to wvyloZime napi. pro pripad pruiného mezikruii
s vnéjsim polomérem rovnym 1 a s vnittnim polomérem rovnym R << 1. Do
tohoto otvoru necht je zalisovan kruhovy disk poloméru B 4 ¢, ¢ > 0, kde ¢ je
dand velidina. Nedochdzi-li mezi pruznym télesem 7' a vlisovanym diskem ke
tieni, potom jejich vzdjemnd interakce prechdzi k normalnimu tlaku podél
styéné kruznice. Vzhledem k symetrii je tlak podél této kruznice konstantni.
Pomocné tloha pak spoéiva v urdeni velikosti tohoto tlaku (podrobny vyklad
a jednoduchy piiklad lze najit v [63] na str. 393—396). ReSoni vlastni dlohy
dostaneme pak jako superposici dvou éastednych uloh: a) rovina s kruhovym
otvorem, zatiZzenym rovnomérné rozloZenym tlakem; b) mezikruzi zat{Zené na
vnéj§im obvodé konstantnim, rovnomérné rozloZzenym tlakem. Velikost tlaku
je dana FeSénim vyse uuvedené pomocné ulohy.

Poznimka 15,3. Re¥me nésledujici tlohu: Stanovit napjatost v rovind
zatiZené v nekoneénu prostym tahem a oslabené kruhovym otvorem poloméru
R, do n&hoz je vloZeno absolutné tuhé mezikruzi K, které neni spojeno s okolnim
materidlem. Podminky na spé¥e jsou v, = 0, 7,, == 0 pfi r = R, pFidemi v, je
radidlni slozka posunuti a 7,, je smykové napéti v polirnich soutadnicich.
Snadno se presvédéime, Ze za uvedenych podminek a predpokladi mé feSent
tuto vlastnost: Normdalni napéti o, bude v nékterych mistech obvodu nabyvat
kladnych hodnot, tj. v nkterych mistech mezikruZzi netladi na pru#nou rovinu,
ale tdhne ji k sob8. Fysikélné to viak neni mozné, protoZe mezikruzi a rovina
nejsou spolu spojeny. Abychom tlohu uéinili fysikalné moZnou, stadi napt.
predpokladat, Ze polomér mezikruzi je pondkud vétsi nez polomér otvoru pred
roztazenim. Redeni, odpovidajici témto predpokladiim, mé viastnosti vlisova-
ného absolutné tuhého mezikruzi do otvoru roviny, je tfeba jen vait ¢ dostates-
né velké, aby podél celé stydné kruznice bylo o, = 0.

Z uvedeného rovnéZ plyne, %Ze prosté vloZen{ mezikruzi do otvoru nesnizuje
maximalni napéti v okoli otvoru.
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16. VYSLEDKY RESENT

16,1. Boam [10] Fesil problém rozlozeni napjatosti v nekoneéné rovinég, osla-
bené eliptickym otvorem, ktery byl vyztuZen vloZenym a k roviné pfipojenym
eliptickym ,,mezikruzim®. Rovina byla v nekonedénu zatiZena prostym tahem
a k Fefeni bylo uZito metody linedrniho sdruzeni. Obdobnou alohu pro kruhovy
otvor ¥esil ji d¥ive stejnym zptsobem M. P. SEREMENTEV (viz. V4. san.
ZIBoBCK. Toc. yHHB., cep. Qua.-mar. H., 1949, 12, Bain. 3).

16,2, Doros [18] vySetfoval Glohu o roviné s kruhovym otvorem, vyztuZe-
nym po obvodé mezikruzim konstantniho prifezu. K volnému okraji je ptilo-
Zena singuldrni sila, jejiZ smér je rizny od smdéru normaly.

16,3. HarptmaN [28] Fedil rovinnou dlohu o deformaci pruzného eliptického
véalee, umisténého v neomezeném prostiedi. Predpoklada se, Ze prostiedi se na-
chazi ve stavu zobecnéného rovinného napéti a Ze objemové sily jsou zanedba-
telné. K Feseni bylo uZito konformniho zobrazeni elipsy na kruh pomoci funkce
2z = ¢({ + A,7Y). Funkce napjatosti byly autorem voleny v tomto tvaru:
a) oblast eliptického vilce: ¢,(2) = 4 2, w,(2) = B 2% b) okolni prostiedi:
po(2) = Cz - Fezwl, pylr)=0Gz2 4+ He2lnz +1c22% A B CF,Gal
jsou komplexni a H redlnd konstanta. Z podminek spojitosti sloZek posunuti
a slozek napéti na povrchu valee se urdi konstanty 4, B, F, I a H. Konstanty
C a @ jsou napéti v nekoneénu.

16,4. Hicks [31] analyzoval rozloZeni napjatosti v roviné s kruhovym armo-
vanym otvorem a zatiZzené v nekoneénu prostym tahem. Armatura je z téhoZ
materidlu jako rovina a ma proménlivy pravoihelnikovy prifez. Airyho funkei
napéti autor zvolil jako fefen{ biharmonické rovnice v polarnich soufadnicich ve
tvaru

Ur,p) =AInr + Br2lnr +Cr?+D +

o]
-+ z [aLs™ - bprnt® - g r—n - b,r2=n] cos ne ,
n=2

kde 4, B, 0, D, a,, b,, a,, b, jsou libovolné konstanty. Ty se urdi z hraniénich
podminek na obvodu otvoru a v nekoneénu. Je uveden &iselny piiklad, v némz
se ukazuje, Ze vliv armatury se projevi v poklesu velikosti koeficientu kon-
centrace. \

16,5. KArRUNES [40] vySettil Glohu o deformaci roviny s otvorem ve tvaru
hypertrochoidy, do néhoz je vloZeno absolutné tuhé jadro. Obvyklym zpisobem
vysetiil t¥i zvlddtni p¥ipady: 1. rovina zatiZend v nekoneénu prostym tahem ve
sméru, ktery s osou z svird thel «; 2. rovina zatiZend v nekonednu prostym
smykem; 3. rovina zatiZend v nekonednu viestrannym tahem.

16,6. MANSFIELD ve své praci [64] dokézal, Ze pii daném rozloZeni napja-
tosti v roviné lze vybrat tvar oblouku s okrajem armovanym pruZnym ele-
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mentem tak, Ze stav napjatosti by se nezménil. Price patf{ do komplexu tloh
o tzv. neutralnich otvorech. '

16,7. Rusinko [78] stanovil napjatost v roving, zatiZené prostym tahem
v nekonedénu ve dvou vzdjemné kolmych smérech a oslabené eliptickym otvo-
rem, ztuZenym ramem konstantntho prifezu. Vyztuha se aproximuje nosni-
kem, ktery je schopen odolavat pouze ohybu a tahu. V praci jsou vySetfeny
dva zvladtni piipady zatiZeni: 1. rdm je zatiZen konstantnim normélnim zati-
Zenim a 2. rdm je zatiZen dvéma singuldrnimi silami opaénych sméri, piso-
bicich na koneich hlavni osy elipsy.

16,8. ‘Szrracowskr Fesil Fadu zvIlastnich loh o roviné s kruhovym neho
eliptickym otvorem, ktery byl vyztuzen. Tak v [98] je Fefena dloha, kdy vy-
ztuha kruhového otvoru je zatiZzena rovnomérnym normélnim zatiZenim, pti-
demZ napéti v nekonednu jsou rovna nule. V téZze prici je pak feSena druhd
varianta predchozi tlohy, kdy vyztuha je nezatizena, zato vak v nekoneénu
plisobi prosty tah (viz také [94]). Podobnou ulohou se zabyval také Ra-
DOCK [76].

V [100] autor analysoval podobnou tlohu jako vySe, ale pro polorovinu
‘s kruhovym otvorem, pfi¢emZ uzil konformniho zobrazeni poloroviny na mezi-
kruzi. V [92] byl elipticky otvor vyztuZen vlepenym, absolutné tuhym jidrem.
Rovina byla zatiZena prostym tahem ve sméru hlavni osy elipsy. Na styéné
ktivee byly uréeny body maximélnich tahovych napéti. '

16,9. SErEMETEV-PRUSOV Fesili v [103] dlohu o roving s eliptickym otvorem,
do néhoz byly symetricky vloZeny, s pfedchozim predpétim, dva sloupy.
V fefeni jo stanoven tlak na sloupy, pficemz bylo uZito konformnfho zobrazeni
oslabené poloroviny na vnéjsek jednotkového kruhu a uZito MuscheliSviliho
metody linearntho sdruZeni.

Poznamka 16,1. Prozatim neni znidma %4dné metoda Yefeni otézek, tyka-
jici se rozloZeni napjatosti v nekoneéném rovinném poli oslabeném otvorem
s hraniéni k¥ivkou po dastech hladkou a vyztuZenym pruZnym rémem. (mezi-
kruzim) z jiného materidlu. Pouze v nékterych pfipadech se uZitim ndm ji%
zndmé metody priblizného konformniho zobrazeni podatilo najit fefeni ndhrad-
niho problému (tj. problému rozloZeni napjatosti v nekoneéném rovinném poli
5 otvorem. v jistém smyslu malo se liffeim od otvoru puvodniho, zato viak jiz
s hladkou hraniéni k¥ivkou). Protoze také ztuZujici pruiny rdm se musi pki
uziti metody ptiblizného konformniho zobrazeni nahradit ramem s hladkymi
hraniénimi k¥ivkami, je tfeba pii FeSeni (hlavné numerickém) piekondvat velké
potetni potize.

V mnoha piipadech se v8ak témto potizim miZeme vyhnout, jestlize zname
stavy napjatosti ve vydetfované oblasti v téchto dvou meznich piipadech:

a) otvor neni vyztuZen;

b) otvor je vystuZen absolutné tuhym rémem.



Pro kazdy ztuzujici ram, vlioZeny do otvoru vysetfované oblasti, bude rozlozeni
napjatosti v ni piedstavovat jistou ,,stfedni’ hodnotu, ktera bude leZet mezi
vyse uvedenymi meznimi hodnotami.

Pii fefeni dloh tohoto typu se postupuje analogicky, jak je vySe uvedeno,
8 tim rozdilem, Ze se nejdiive uzije konformniho zobrazeni. Piitom byly pro-
zatim vySetfovany pouze takové otvory, které spolu s piisluinym ,,mezi-
kruzim® se daji zobrazit na vnéjek kruhu pomoci zobrazujici funkce

(16,1) z = o) = B + m{™),

kde R > 0, m, n jsou redlné konstanty, n > 0, — 1 < n.m < | 1. Pfitom
se tato transformace provadi tak, aby styénd kiivka presla v jednotkovou
kruZnici a vnitini kiivka ,,mezikruii** v kifivku { = pye®, kde o, < 1.

Jestlize v (16,1) jem . n? = 4 1, potom hranice otvoru je pravidelny mnoho-
tithelnik se zaoblenymi vrcholy a se skoro ptimkovymi stranami; k¥ivost ve stie-

. , . . . Rn—1)2 ..
dech stran je nulova a polomér kiivosti ve vrcholech je —(%,1;2_)— Prin=1

bude hranice otvoru elipsou, pfi » = 2, m = 0,25 rovnostrannym trojthelni-
kem se zaoblenymi vrcholy a pii » = 3, m = + % ¢tvercem, rovnéz se zaoble-
nymi vrcholy, jejichz polomér kiivosti bude (2)£. Zménou velikosti koeficientu
m docilime rizné poloméry zaobleni vreholt.

Pro ilustraci uvedeme praci Bosma [9], ve které autor Fesil dlohu o napjatosti
v roviné oslabené otvorem ve tvaru lichobéZnika, pfidemz otvor je vyztuZen
absolutné tubym rdmem. Na konci referdtu je uveden ¢iselny pifklad a grafy
slozek napéti po obvodu otvoru.

KAPITOLA V

VLIV ANISOTROPIE MATERIALU NA KONCENTRACI NAPETI
V OKOLI OTVORU

Pruzné prostiedi, jak zndmo, nazyvame isotropnim, jestlize jeho pruzné vlast-
nosti ve vysetfovaném bodé jsou v rliznych smérech stejné. Neni-li tomu tak,
potom takové prostiedi nazyvame anisotropnim. V piirodé nenajdeme idealns
isotropni latky, aviak mnoho technicky dilezitych materidli miZeme, s jistym
piiblizenim, povaZovat za isotropni. Jsou viak piipady, kdy takovéto p¥iblizeni
by bylo znaéné hrubé nebo kdy vliv anisotropie materidlu nelze zanedbat.
V tomto odstavci si viimneme vlivu anisotropie materialu na pruabéh napéti
v okoli otvord. ,

Rozdilnost isotropniho a anisotropniho materidlu se v matematickém vy-
jadfeni projevi v zobecnéni Hookova zikona. Zatim co pro charakterisovani
pruznych vlastnosti isotropniho prostiedi stadi znat pouze dvé pruzné kon-
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stanty (napf. Laméovy konstanty A a u nebo moduly F a @), je t¥eba znit
v obecném piipadé anisotropniho prostedi téchto konstant 21. Oznadime-li
X, Y, 2,X,7Y, Z,sloiky tenzoru napéti v daném bods a ¢,, &,, £,, Vs Voms
yey slozky tenzoru deformace, mé v obecném piipadé anisotropniho prostiedi
zobeendny Hooktv zakon tento tvar:

gy = 0 Xy -+ €Yy + CaZy 0y Xy 4 e5Y ., - 162,

8, =€ Xy +CoaVy + oo + cy6Z,
g, = CqyXp FCdy + o -+ €362,
Vur = Ca X+ CXy A+ oo +ewZ, ,
Voo = C51 Xy F Csaly b oo + g2, s
Vay = C1Xp + Cea¥y + ool B + CesZs s

pridemi ¢, = ¢;; (0, k= 1,2, ..., 6).

Podobné jako u isotropniho materidlu muZeme 1 u anisotropniho mate-
ridlu hovo¥it v jistém smyslu o rovinné a o zobecnéné rovinné napjatosti
nebo o rovinné deformaci. Pfitom je tieba postupovat ponékud opatrné, protoze
napf. podminky rovinné deformace anisotropniho prosttedi, analogické pod-
minkdm pro prostfedi isotropni, nestadi a je nutno je doplnit jistymi vztahy
mezi koeficienty pruznosti ¢, (¢, £ = 1, 2, ..., 6). Tyto podminky pro nehomo-
genni anisotropni prost¥edi stanovil S. G. MicrLIN v [58].

Stejné tak i funkce napéti U(z, y), ktera pro isotropni prosttedi vyhovuje bi-
harmonické rovnici 44U (x, y) = 0, v piipads anisotropniho prostiedi vyho-
vuje rovnici

U otU o otU au

Q2e P 204 '@5;' + (2055 -+ tge) %W — allyg (‘)a,_d?/'"‘ + an ’a‘yﬁ{ =0

a plati pro ni vztahy i

oU U &U

- — =7, — =—X,.
oy? 7 xR v ow oy Y

Koeficienty a;; se stanovi pomoci koeficient pruznosti ¢;;, a pomoci vztahl

__ 2 _ .
11033 = C11033 — C13 5 Qy19C33 = C19C33 — C13C23 5

o — 2
16C33 == C14C33 — C13036 , (22C33 = Caal33 — Ca3

. . 2
UpgC33 = C26033 ™ Caglge , Agelaz = Ceelzz — C3 -

Z tdchto kusych poznamek je jiZ celkem ziejmé, Ze vydetfovani anisotropnich
téles, oslabenych otvory, je podstatné sloZitéjsi, hlavné po strance numerické.
Nebudeme se proto zabyvat metodami FeSeni podobnych tloh, ale véimneme si
pouze nékterych novéjsich vysledkii. Poznamendvame, Ze zakladni metody
Yeseni dloh pruznosti anisotropnich téles jsou éastedné uvedeny nap¥. v [83].

181



17. VYSLEDKY REIENT

17,1 BASELRISVILT ve své znamenité teoretické prici [7] fesil rovinny pro-
blém pruznosti pro ortotropni rovinu s otvory, které maji spojitou kiivost, vza-
jemné se neprotinaji ani nedotykaji. Pfedpokldda se, Ze na obvodu kazdého
otvoru je dan vektor posunuti. Autor hleda feSeni rovnic rovnovahy (ve sloz-
kéach posunuti) ve tvaru jistého integralu (potencidl), obsahujictho neznamou
vektorovou funkei (hustotu). Pro tuto funkei odvodil integralni rovnici Fred-
holmova typu. Pitom u%ivé maticové symboliky a fady vysledkt ze spoledné
prace s V. D. KurraDzEM (/Ho6bie unmeepassrile yYpasHenua QHU30MPONHOL
Meopnu Ynpyeocmu U UL NPUMEHEHUS 04 peuwienus eparuunuir 3adad, Coobnl.
AH I'pys. CCP, 1954, 15, Ne 6 m 7), v niz bylo ukdzdno, Ze rovinny problém
muZe byt preveden na problém nalezeni potenciilu jednoduché vrstvy nebo
dvojvrstvy, ptidemzZ hustoty téchto potencidli vyhovuji dobfe znamym integ-
ralnim rovnicim. V daldim pak dokazuje existenci a unicitu jak pro vnitini,
tak i pro vnéjsi dlohy pro vicenasobné souvislé oblasti.

Pozndmka 17,1. PruZné téleso, které ms tu vlastnost, Ze kaidym jeho
bodem prochézi t¥i ortogondlni roviny pruznostni symetrie, nazyvame orto-
tropnim. Tento druh pruZnostni symetrie se nejdastéji vyskytuje u anisotrop-
nich materiald, pouzivanych v konstrukeich souéasné doby.

Orientujeme-li souradné osy kolmo k uvedenym rovindm pruZnostni sy-
metrie, budou mit rovnice zobecnéného Hookova zdkona ndsledujici tvar

& = ey X, + Y, 02,
&y = C1p X, + €02Y, 4 C2Z,

- Yd
& = 013)&x + 623) Fl + C33Zz P
Vyz = C4‘4)72 >
yzm = 055Zx ’

Yoy = CoalXy
takZe v tomto pfipadé ndm zbude 9 nezavislych koeficientt pruznosti.

17,2, Conway v [14] vySetfoval ortotropni rovinu s eliptickym otvorem,
kdyz: 1. Elipticky otvor je zatiZen opaénymi singularnimi silami, ptsobicimi
v hlavni ose elipsy. 2. Rovina je v nekonednu zatiZena prostym tahem. Pfitom
je uvedena souvislost mezi rovnicemi problému pro kruhovy a elipticky otvor
a také mezi odpovidajicimi hranié¢nimi podminkami. Obecnéjsi typ téchto tdloh
byl jiz fefen LecHENICcKYM v DAN-SSSR, 1936, X1IT, No 3, 107.

V [15] bylo provedeno zobecnéni predchoziho pripadu 2) a to tak, Ze smér
tahového namahani svird libovolny thel jak s osami elipsy, tak i s hlavnim
smérem anisotropie. Jsou stanoveny sloZzky tenzoru napéti v okolf otvoru.
Rovnéz toto zobecnéni je jiz obsazeno ve vyse citované praci Lechnického.

17,3. DoroGOBED vysetiil v [17] rovnovahu ortotropni stény, oslabené kru-
hovym otvorem, jehoZ obvod je zatiZen rovnomérné rozloZenym teénym zati-
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#enfm. Regeni této tlohy je piiblizné a konstruuje se na zakladé obecného fe-
geni pro anisotropni rovinu s kruhovym otvorem. Pritom se predpoklida, Ze
jedno z hlavnich napéti svird se smérem teéného zatizeni libovolny thel .
Jsou odvozeny vzorce pro normdlni napéti v okolf otvort a vysledky jsou dény
ve formé grafi.

17,4. HicucHr [33] se zabyval ortotropn{ rovinou s eliptickym otvorem pro
nékteré zvlastni piipady okrajovych podminek: 1) Rovina zatiZend dvojici
opadnych singuldrnich sil, ptsobicich v priseéicich obvodu s pfimkami rovno-
béZnymi s osou X nebo Y (obr.
9). 2) Hranice otvoru je zatiZe-
na hydrostatickym tlakem. 3)

7, 7
Singularni sfla phsobi v libo- //// /
volném bodé roviny, piiem? // s 7

otvor je nezatizeny. Dale byla
vySetfovana ortotropni rovina

s kruhovym otvorem pii téchto
okrajovych podminkach: 1)
Otvor byl zatiZen rovnomér- / oy
nym teénym zatiZenim. 2) //%/ ///’
Vnej¥i zatizeni pasobi jen na 4
jistou éast hranice otvoru. Mi-
mo to byly vysetfovany piipa- Obr. 8.
dy, kdy obvod kruhového otvo-

ru byl roztazen o uréitou veli¢inu (druhy problém pruznosti), nebo kdy kru-
hovy otvor byl zesilen vyztuhou.

17,5. LECHNICKIT v [48] Fedil pfibliznou metodou dlohu o koncentraci napéti
v anisotropni roving, oslabené otvorem ve tvaru jednak rovnostranného troj-
thelnika, jednak ve tvaru obdélnika. Vrcholy v obou piipadech jsou zakulace-
ny. Vysledky ukazuji, Ze jiZ prvni aproximace pou#ité metody pro praktické
potieby postacuje.

V dalii své praci [49] vySetfoval zobecnény rovinny stav napjatosti aniso-
tropni roviny s eliptickym otvorem, do néhoz je vlepeno jadro z pruzného ani-
sotropniho materialu (obecné s jinymi pruznostnimi charakteristikami). Piitom
byl nejdiive vysetfovan obecny piipad piisobeni vnéjsiho zatiZeni po obvodu
eliptického otvoru za predpokladu, Ze zakladni stav napéti v roviné je znam.

V druhé éasti prace je provedena podrobnéd analysa stavu napjatosti v orto-
tropni roving s vlepenym ortotropnim kruhovym. jadrem, je-li rovina v neko-
nedénu zatizend normalnim a tednym zatiZenim.

17,6. Nomura [66] vySetfoval rozloZeni napjatosti v taZené ortotropni ro-
viné, oslabené eliptickym otvorem, vyztuzenym dvéma neprotinajicimi se
pruznymi sloupy. P#i feseni se predpokladd, ze na sloupy miuZe ze strany roviny
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pisobit pouze tlak, a to ve sméru osy sloupu, ktery je rovnomérné rozdéleny
podél priezu sloupu. Uloha je FeSena uzitim nekoneénych ¥ad a jsou uvedeny
tabulky, charakterisujici velikost tlakl na vyztuhy (sloupy) pii jejich promén-
livé gifce.

17,7. ZARUBIZENKO Fesil v [117] uZitim singuldrnich integralnich rovnic dvé
tlohy: 1) Prvni zdkladni problém pro anisotropn{ rovinu, oslabenou n §térbi-
nami, polofenymi v jedné piimce. 2) Ulohu o stladovani pruzné anisotropni ro-
viny oslabené obdélnfkovou $térbinou. Numerické vysledky ani zdvéry nejsou
v praci uvedeny.

Poznamka 17,2. V &éldnku M. M. FrioMaxa Mamemamuueckas meopust
ynpyeocmu anusomponnuux cped, Ipurs. mam. u wmer., 1950, 14, No 3, je
uveden podrobny prehled star§ich praci z teorie pruZnosti anisotropniho
prostiedi.

KAPITOLA VI

KONCENTRACE NAPETI V OKOLI OTVORU PRI PRESTOUPENI MEZE
PRUZNOSTI

Z predchozich vysledkl plyne, Ze v okoli otvorii zatizenych prvki (rovina,
polorovina, koneén4 oblast) vznikne oblast zvétieného napéti, tzv. oblast kon-
centrace napéti. Plestoupi-li tato koncentrace jistou, pro dany material cha-
rakteristickou hodnotu, pFestane byt vySetfovany materidl pruiny a piejde do
stavu nad mezi pruznosti.

Provedme nynf formulaci tzv. pruzné-plastické tlohy, nalézt rozloZeni napja-
tosti v okoli otvoru pii prestoupeni meze pruznosti.

18, FORMULACE PROBLEMU

Oznadme vySetfovanou oblast 2 = £, + Q,, kde £, je oblast v okoli otvoru
vySettovaného prvku, v niZ nastalo prestoupeni meze pruznosti a 2, zbyvajici
pruzné Gast oblasti. Necht na hranici otvoru vyfettované oblasti pisobi nor-
malni a teéné namahani

(1851) Xn:f(s)’ -Xl::g(‘s)
a v nekoneténu (kde je pruzny stav) maji slozky tenzoru napéti tento tvar
(18,2) X =Pz, y), Yy =Ry, X =—Q@y).

Budiz U,(x, y) funkce napéti, kterd uréuje prabsh napéti v £,, vyhovuje jisté
diferencidlni rovnici hyperbolického typu, tzv. podmince plastinosti (ktera se
v praxi uréuje z fysikalnich podminek, viz napt. podminku (18,7))

F(ac ou, o, oU, aUl):O

18,3 2t L., =
(18,3) yamz’ayz’ P ox oy

184



a okrajovym podminkam (18,2). Oznaime dile U,(@, ¥) funkei napsti v £,,
kterd vyhovuje, jak znamo, biharmonické rovnici
(18,4) AAU (z, 4) = 0.
Nage tloha spodiva v uréeni biharmonické funkce Us(®, ) vné jisté neznimé
hranice L tak, aby na L platily vatahy

eU, U, &U, U, U, _ &,

18 . . —_ 2 g SR
(18,5) ox? oxr T oy? dy, = oxdy  ox oy
a pH-|z| - o0, |y| - w0
U U U, !
(1 2 “Y2 _p 2 Oz, ) .
(18,6) it B, y), oy @y, & E (%, ¥)

Poznidmka 18,1. Nejvétsi obtiz takto formulované tdlohy spodivd prave
v uréeni hranice L, kterd je rozhranim mezi pruznou a plastickou oblasti.
V ptipads, Ze hranice L je zndmé, je uréeni funkce U,(z, y) ekvivalentni tloze
nalézt rozloZeni napjatosti v zatiZeném prvku s otvorem, jehoZ hranice je L, pfi
zndmych podminkdch jak na hranici L, tak i v nekoneénu.

Obecna metoda Fedeni vyse formulovaného problému prozatim nebyla dana.
Pouze v nékterych ptipadech, kdy jsou zndmy slozky napéti v plastické oblasti

XM e U, Yo — U, —_ X — (82U1
” oz’ Y oxz ’ Y ox oy |

podafilo se pomérné jednoduchym zptsobem stanovit fefeni tlohy.
Poznamka 18,2. Podminka plastiénosti (18,3) se nejéastéji bere ve tvaru

22U 22U \® 277, \?
» 2 1_».771 I 1
a8 w0 =T (55)

podle A. Naparr [64], kde k je materidlovd konstanta. Oznaéime-li o, mez te-
geni vysetfovaného materialu pfi jednoosém tahu, potom: a) podle teorie maxi-
malnich tangencidlnich napéti je k = dop; b) podle teorie oktaedrickych tan-
gencidlnich napéti plati k = % .

Pozndmka 18,3. Je zndmo feSeni nékolika zvlastnich piipadd pruZné-
‘plastické tlohy, napk. v [83] je fefena pruZnd rovina, zatiZens dvouosym pro-
stym tahem a oslabend kruhovym otvorem, ktery je zatiZzen rovnomérnym nor-
malnim tlakem; v [70] je ddno FeSeni podobné dGlohy s tim rozdilem, %e na hra-
nici kruhového otvoru plisobi jednak konstantni normalni, jednak tedné za-
tizeni. Reseni rovnice (18,7) pro tento p¥ipad nasel S. G. MicHLIN v [57]. Pro
obé uvedené tlohy je charakteristické, Ze funkce (18,6) byly konstantni. N¢&-
které dlohy, kdy funkee (18,6) maji sloZitéj&i tvar, byly Fefeny v pracich [81]
a [82].

Poznidmka 18,4. V piipadé, Ze pruzna rovina s kruhovym otvorem je nama-
hana dvouosym prostym tahem neho tlakem a hranice otvoru nenf zatiZena, je
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nalezen{ FeSeni obtiZn&jil. P¥esné feleni takovéto dlohy nam dosud neni znamo;
pro ilustraci citujeme praci [91], kde je uvedeno v jistém smyslu p¥iblizné fe-
feni této tlohy.

KAPITOLA VII

KONCENTRACE NAPETI V OKOLI OTVORU PRI TEPELNE NAPJATOSTI

Rovnice rovinné pruznosti, kterych jsme dosud pouzivali, vztahovaly se na.
piipad, kdy teplota vySetfovaného télesa byla ve vSech jeho bodech stejnd.
Neni-li tomu tak, potom na zakladé Duhamel-Neumannova zikona plati mezi.
slozkami tenzoru deformace a tenzoru napéti nasledujici vatahy:

— 1 L« ou 7 v | 32
X, = — 2T + 160 -I—Z[ura—gé, Y,= —»T 4+ 40 + 2u 8?/’
. ow
Z,= —T + 20 - 2u —,
oz

ow | v ou | ow . ov ou
el ) mmnE ) n-aEg)
Pritom 7' znadi teplotu v daném bodé, » znadi jistou kladnou konstantu, za-
vislou obecné na pruznych a tepelnych vlastnostech materidlu vysetfovaného
télesa. Vyse uvedené vztahy nahrazuji v nafem ptipadé zobecnény Hookuv
zakon a lidi se od ného pouze dlenem — »7' v pravych &istech prvnich t¥ech
rovnic.

Slozky tenzoru napét{ musi mimo to samoziejmé vyhovovat obvyklym rov-
nicim rovnovahy.

Je znamo nékolik zphasobi, jak podobnou tlohu pFevést na obyéejnou tlohu,
tj. pro T' = 0. Nejéasté]i uzivanou je metoda termo-pruzného potencialu posu-
nuti, ktera je velmi podrobné vyloZena v knize E. Meran-H. Parrus Wirme-
spannungen infolge stationdrer Temperaturfelder, Springer, Wien, 1953. Tato
metoda vychazi z toho, Ze termo-pruzné rovnice psané v posunutich vyhovuji
také pro teplotu 7’ = 0 a prechazeji v tom pfipadé na znamé rovnice pruznosti.
K tomu pristupuji okrajové podminky, p¥i nichz bud posunuti nebo napéti musi
nabyvat piedepsanych hodnot.

19. VYSLEDKY RESENI

Pouze pro tplnost a ilustraci uvedeme dvé novéjsi prace, v nichz byly vy-
setfovany otdzky tepelné napjatosti v okoli otvori.

19,1. LinpeN analysoval v [50] rozloZeni staciondrnich teplotnich napéti
v pruzné roviné se dvéma kruhovymi otvory stejného poloméru. Hranice jed-
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mnoho otvoru je udrzovina na teploté 7' = 7', druhého na teploté T = — T,.
V prvni ¢asti referatu je fesena tloha o vedeni tepla, v druhé ¢asti pak teplotni
napjatost v takto vy$e uvedenym zplisobem oslabené roving. P¥i fefeni bylo
pouZito metody termo-pruzného potencialu posunuti.

19,2. SzEracowskr [92] fesil pongkud jinou ulohu, jejimZ delem bylo urdeni
velikosti maximalnich tahovych napéti, kterd vzniknou na styéné kiivee, podél
niz je do pruZné roviny s eliptickym otvorem ptipojen vloZeny pruZny disk
{piigems# jeho teplota v tomto okamziku je 7' = T',) pii jeho ochlazeni na teplo-
tu I' =1, (Ty<<T,).

KAPITOLA VIIL
ZAVER,

Domnivame se, Ze z obsahu predlozené prace vyplyva dileZitost a podstata
problému koncentrace napéti v okoli otvort. Uvedli jsme nejéastéjii a nejno-
v&j§t modifikace tohoto problému a pozadavky kladené na jeho feSeni. Ukazalo
se, Ze tada pouzitych metod (viz napf. tzv. problém ,,perforované roviny‘ nebo
nékteré problémy fesené metodami nekoneénych fad) neni dostatedns teoretic-
ky podloZena a fada konvergenénich otézek je dosud oteviena.

Ma-li hranice otvort thlové body, obchazi se tato potiz ve vétsiné piipadd
prechodem k nahradnimu problému s hladkou hraniéni kiivkou, ptiéemz se
uzivé ptibliznébo konformniho zobrazeni. Tim, hlavné numericky, se stava vy-
podet velmi komplikovanym a nepiehlednym, viz napi. praci TaraBasova
{109] pro koneénou oblast se Stvercovym otvorem. Jde-li pak o vySetfovani
otvoru s ihlovymi body, ktery je vyztuZen, pfistupuji k predchozim jesté dalsi
téz kosti,

Skuteénost, e v mnoha piipadech se problém pievede na Feseni integralni
rovnice nebo na soustavu integralnich rovnic, umoznuje uzit celého aparatu re-
geni téchto rovnic, hlavné pak ¥adu numerickych metod, pomoci nich?Z bylo
dosaZeno nékolika velmi p&knych vysledk.

O obtiZnosti problému koncentrace napétf svéddéi napt. také to, e pomérné
jednoduché oblast, jakou je polorovina oslabena ztuZenymi otvory, je dodnes
prakticky neroziesena.

Rovnéz otdzky vlivu anisotropie materidlu na koncentraci napéti v okoli
otvort nejsou jesté Gplné objasnény. Césteins tomu odpomohl M. O. Bagr-
LEJSVILI §vou znamenitou, teoreticky cennou praci [7].

Samostatnym problémem je koncentrace napéti v okoli otvori pii piestou-
peni meze pruznosti. Tento problém se velmi dasto vyskytuje téméit ve vSech
otézkach denni inZenyrské praxe, piesto viak jeho Fefent deka na svého Feditele.
Problém v t6 forms, jak je dnes definovén, je velmi slozity a k Yeeni jeho né-
kterych modifikaci, byt pomérné jednoduchych, je tieba uzit sloZitého mate-
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matického apardtu. Nékteré docela jednoduché piipady, kdy otvor je vyztuZen,
nejsou dodnes vibec feSeny.

-

Nize uvadime soupis literatury od roku 1951 do ¢ervna 1958, pojednavajici
o problému koncentrace napéti v okoli otvord. Az na malé vyjimky jsme vie-
chny tyto prace prohlédli a o téch, které jsme povazovali z hiediska metody
feseni, vysledkd nebo z jinych davodi za dileZitéjsi, jsme se v jednotlivych
odstaveich nasi prace zminili. Ty préce, o nich# jsme se nezmiitovali, uvadime
pro tplnost. I tak je mezi nimi ¥ada zajimavych podnéti a ndpadd, hlavng
pokud jde o t#idu tloh pro koneéns vicendsobné souvisla télesa
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PezwoMme
HROHIEHTPAIINA HANPSHKEHUT OKOJIO OTBEPCTUN

APOCJIAB JIBOPHAHK (Jaroslav Dvoidk)

Copepsxannem aroit paGorsl aBisieres o0o3pCHME HOBEHINUX cBeleHuil 1o
KOHIEHTPANUI HALUPSNEHUA OKOJIO OTBePCTUH UM 00 MX NpUMEeHEHUU B TEeXIHII-
4eCKOH I paKTHKe.
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B mepsom abzame MBI 3aHAMAEMCs PacHpeCJCHNCM HAIPKEeHUI B GecKo-
HEYHON HJI0CKOCTH ¢ TPON3BOJIBLHBIMA OTBEPCTHAMIE, IPAHMILI KOTOPBIX COCTOAT
U3 rIafknX KPEBHIX. JTOT aB3al TOMe CONePIKUT TOTHOE ONPEIeiCHIe HePBOH
¥ BTOPOR OCHOBHOH 3aflauu TEOpUHM YUPYTOCTH H HEKOTOPHIC MX HaMeHeHu:,
TakKe KaK U rIaBHBIe METONB UX pelleHus. JT0 CIeAYIONIHe METO/bL

a) MeroJ GeCKOHEUHBIX PANOB,

b) meron Mycxenumsunu,

¢) meron Jaypunesnna-Illepmana,
d) meron oTeNeRyA NEPEMEHHEIX,
€) MeTOR NPUONMBUTCIALHOTO KOH(QOPMHOIO orofpaskeHust,
£) meron I'puna,

g2) METON MuHEUHOTO cUpAKeHHA.

H()HOII aG:;aHa COJICPIENT HEKOTOPHIe NIITepecHble PeIleHnsI 3a/laY 9TOT0 Kiacca.

Bo Bropom aGsane HaxonuTcs KpaTKOe YLUOMHIAHNE ¢ KJAacce PeIIeHHBIX
3aa4 KOHIEHTPALUKM HAOPSIEHUN OKOJIO0 OTBepPCTHH 0eCKOHEUWHOU INIOCKOCTH
B TeX CJyyasX, KOTJla I'PAHUIL OTBePCTHH COMAEPIKAT YIOBBIE TOUKH. AD3all
JOIOHEeH HeKOTOPLIMA Pe3yJIbTaTaMu.

B rperpem afsaue Mbl 3aHUMAEMGH PACHpeJeeHUeM HANDSIKEHWR B I0JTY-
INIOCKOCTH C l'IpOHBBOJIBHLIMI/I OTBCpC’l‘J/lHMI/I, ]‘p’dHI/IlLbl H()T()phlx COCTOAT U3
TIANKNX KPUBBIX. 3/1eCh TPUBENeHEI HEKOTOPHIC HBMEHEeHIS ONPeie/IeH i OCHOB-
HEIX 3afla4 TEOPHH YHPYLOCTH JUIH HOJYIIOCKOCTH, KACAOIMCCA OTIUYHST OT
onpeeaenuit mepsoro abzana. llokazviBaercs, 1ro Ausa pemenus 3agad dToro
KJJacca MOYKHO B OONBIIMHCTBE CAyYaeB UPMMCHUTL ILIOYTH BCE METONLI, ITpu-
BelenHele B MepBoM ab3ane. ITa 4acTh TOKC OROHYCHA HOBEHIIAMI PeITeHIAMI
3ajlav pPaceMaTprBacMoro KIiacca. '

Bonpocest o pacrpefeneHnn Haupsizkennil B 6CCKOHEYHOR MIIOCKOCTH, 0cIa0-
JIEHHOI OTBEPTHEM ¢ TJAJIKUM KOHTYPOM, TOJKpPeTJIeHHBIM YNPYIAM Hax ad-
COMIOTHO IMOKNM KOJBIOM, U3YYeHH B YeTBepPTOM ab3alle. Ta YacTh COMEPIKUT
1 OOBIHOBEHHO IO CUX IIOP IPUMEeHAeMbI MeTOH PeIleHus 3a1ad 9ToT0 Kiacca.

B panpueiimmem abzame mjer peds O HEROTOPHX JaJbHeHIONX BAMANALX Ha
KOHIIEHTPALUIO HANIPAKEHA BO3JIe OTBCPTUH, KaK, HAIPUMep, BINAHNE aHU30-
TPOIMM MATEPUajia, BAUAHUE COCTOSIHMA 38 NPedesoM yIUPYTOCTH UJIM BAUSHAC
TeMIEPaTyPHOIO HANPAMKEHN .

B zarawuenve upuselien nojpoSunil coucoK pafor, RacAIONIIXes KOHIeH-
Tpanuy HANPsKEeHAS BO3Je OTBePCTHE 1 o y6ANKORAHHBIX B roJinl 1951—1958.
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Summary
ON THE DISTRIBUTION OF STRESS NEAR OPENINGS

JArR0oSLAYV DVORAK

This paper is a summary of the latest results on the distribution of stress near
openings in plane media, and of their technical application.

The first paragraph. is concerned with the distribution of stress in an infinite
plane medium containing openings with sufficiently smooth contour curves.
The first and second fundamental problems of the theory of elasticity are for-
mulated, together with some modifications, and also the outlines of a number of
solution. These are :

a) the method of infinite series,

b) the method of Muskhelishvilly,

¢) the method of Laurincell-Sherman,

d) the method of curvilinear coordinates (separation of variables),
e) the method of approximate conformal mapping,

f) the method of Green’s function,

g) the method of linear conjugation.

Finally some interesting results of solution of this class of problems are given.

The second paragraph contains a brief account of a rather narrow group of
problems, namely the case when the contour curves also contain angular points.
Some results are given.

The third paragraph treats the distribution of stress in a half-plane containing
openings with sufficiently smooth contour curves; and the new formulation of
the first and second problems of the theory of elasticity, since they differ from
those of the first paragraph. It appears that in a majority of cases almost all the
methods of solution that have been listed, may be successfully applied. The
section again concludes with new results of solution of this class of problems.

The fourth paragraph formulates problems of stress in an infinite plane con-
taining one opening with a smooth contour curve, and stiffened by an annular
frame, either elastic or totally stiff. The customary method of solving such
problems is also given. .

The remaining paragraphs are concerned with several other phenomena
affecting the distribution of stress near openings, such as anisotropism. of the
medium, passing the elastic limit, or thermal tension.

The article concludes with a detailed list of papers treating stress distribution.
near openings, published between 1951 and June 1958. :
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