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SVAZEK 5 (1960) A P L I K A C E M A T E M A T I KY ČÍSLO 3 

KONCENTRACE N A P Ě T Í V O K O L Í OTVORŮ 

JAROSLAV DVOŘÁK 

(Pokračování) 

KAPITOLA" I I I 

ROZLOŽENÍ NAPJATOSTI V POLOROVINĚ, OSLABENÉ LIBOVOLNÝMI 

OTVORY S DOSTATEČNĚ HLADKÝMI H R A N I Č N Í M I Kfi lVKAMI 

9. P R V N Í ZÁKLADNÍ P R O B L É M 

Polorovina patř í mezi tzv. tělesa prvního typu. Zatím co u nekonečných těles 
třet ího typu odpadala nekonečná hraniční křivka c0, zde tomu t a k není. Dá se 
tedy očekávat, že tvar funkcí napjatosti pro nekonečná tělesa prvního t y p u 
bude záviset na tvaru křivky c0 pro velká z a také na funkci hlavního vektoru, 
který na křivku c 0 působí. 

Př i důkazu, že pro nekonečná tělesa třetího t y p u mají funkce napjatosti 
t var (2,4), se využívá té skutečnosti, že funkce napjatosti rp, ip můžeme rozložit 
na logaritmické členy a funkce holomorfní v Q, přičemž tyto holomorfní funkce 
můžeme rozvinout v okolí nekonečna v Laurentovu řadu (viz [6], důkaz v ě t y 
2,21,1, str. 161). Využití této skutečnosti podstatně usnadňuje úvahy a důkaz, 
jednoznačnosti řešení. 

Otázka nalezení tvaru funkcí napjatosti pro nekonečná tělesa prvního typu 
je poněkud složitější. Většina těchto komplikací spočívá v tom, že v případě 
nekonečných těles prvního typu můžeme funkce napjatosti sice také rozložit n a 
logaritmické členy a funkce holomorfní v Q, avšak t y t o holomorfní funkce ne­
můžeme rozvinout v Laurentovy řady v okolí nekonečna. Nejsou totiž defino­
vány pro všechna dostatečně velká z, ale jen pro taková z nich, která leží v Q. 
Proto také důkaz jednoznačnosti řešení pro tělesa prvního typu je složitější. 

Poznamenejme, že v případě, že tělesem je polorovina, lze po jistém obratu 
důkaz jednoznačnosti vésti obdobně, jako pro nekonečná tělesa třetího typu. 
Podrobnosti o všech těchto otázkách lze najít v [6], str. 163 — 178, kde mezi 
j iným je také uveden důkaz jednoznačnosti řešení prvního problému pro 
(m -f l)-násobně souvislé těleso prvního typu, jestliže na hraničních křivkách. 
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<c0, c l 5 . . ., c m jsou dány po Částech dostatečně hladké funkce hlavního vektoru 
•a jestliže funkce napjatosti mají v tělese Q t var 

m 

<p(z) = ^ak ln (z — zk) + y ln (z — z0) + <p0(z), kde <p0(z) = o(l) + konst , 
7c = l 

m 
rp(z) = ^bkln(z - zk) + / ln (z - z0) + ip0(z), kde ip0(z) = o(l) + konst , 

fc=i 

<^z) = 2 r ^ r + r^T + *)> k d e tito = o(l). 
£-^Z — Zfc Z Z0 \ Z / 

P ř i t o m z0, z l 3 . . . , z m jsou body, ležící vně tělesa L? a to tak, že zfc (k = 1,2, ,.,,m) 
leží uvnitř cfc, a 

o, - - X k + ' 7 f c . 6fc = * ( Z f c ~ * 7 f c ) 

2?r(l + x) ' * 2TT(1 + «) ' 

y a y' jsou jisté, jednoznačně určené konstanty. 

Definice prvního problému pružnosti pro nekonečné (m + l)-násobně sou­
vislé těleso prvního typu je úplně stejná jako definice uvedená v kapitole I, 
v níž „nekonečné těleso třet ího t y p u " zaměníme za „nekonečné těleso prvního 
t y p u " . Př i tom se v definici, jako obvykle, předpokládá, že hlavní vektory 
Xk + iYk na hranici jsou rovny nule. Není-li tomu tak, rozumíme řešením 
funkce cp, ip t varu 99 = <px + cp0, ip — ip1 + ip0, kde <p0 a ip0 jsou holomorfní v Q a, 

m 

m 

Vi = S(r—5 2 ( X * " lT*) l n ( z " Z t ) ' 

10. METODY Ř E Š E N Í 

J a k jsme již dříve uvedli, metody užívané k řešení prvního problému pruž­
nosti (viz odstavec 3), mají obecnější charakter a lze je většinou užít i na ne­
konečná tělesa prvního typu. Z nich nej častě ji užívány jsou metoda nekoneč­
ných řad, metoda bipolárních souřadnic, Muschelišviliho metoda přibližného 
konformního zobrazení a hlavně pak metoda Lauricellova-Šermanova. 

11. VÝSLEDKY Ř E Š E N Í 

11,1. I S I D A [36] řešil úlohu o polorovině, zatížené v nekonečnu prostým 
tahem a oslabené kruhovým otvorem. K řešení bylo užito kombinované metody 
Muschelišviliho a nekonečných řad. Na konci referátu jsou uvedeny přehledné 
tabulky numerických výsledků. 
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Obr. 6. 

V dalším referátu [34] se autor zabývá dvěma okrajovými úlohami pro polo­
rovinu s eliptickým otvorem. V první úloze působí na hranici poloroviny t lakové 
síly, v drahé pak autor předpokládá, že napět í v nekonečnu rostou přímo úměr­

ně se vzdálenosti od osy y 
(osa y je rovnoběžná s hra­
nicí poloroviny). K řešení 
bylo užito Muschelišviliho 
metody. Numerické vý­
sledky v těchto případech 
nejsou uvedeny. 

V referátu [35] jsou 
autorem dány (na zákla­
dě známých řešení úloh 
o koncentraci napětí v ta­
žených nebo ohýbaných 
deskách) gradienty napě­
tí. Pro naše účely mají 
z uvedených výsledků 

význam deska s eliptickým otvorem a polorovina s kruhovým otvorem v blíz­
kosti hranice. 

Poznamenejme, že první dvě práce jsou psány anglicky, zatím co poslední je 
psaná japonsky, má však anglické résumé. 

11,2. P O D S T M G A Č [73] Y 

stanovil rozložení napja­
tosti v polorovině s kru­
hovým otvorem, zatížené 
singulární silou, jejíž směr 
je rovnoběžný s průmě­
rem otvoru (obr. 6). K ře­
šení bylo užito bipolár-
ních souřadnic. V práci 
jsou uvedeny grafy prů­
běhů složek tenzoru na­
pětí v charakteristických 
bodech, v závislosti na 
hloubce otvoru. Obг. 7. 

11,3. S E N G U P T A [86] vyšetřoval rovinnou úlohu teorie pružnosti o napětích 
v nekonečné polorovině s kruhovým otvorem, zatížené singulární dvojicí sil n a 
přímkové hranici (obr. 7). Hranice otvoru je nezatížena. K řešení bylo užito 
metody bipolárních souřadnic a jsou stanoveny složky tenzoru napětí na hranici 
vyšetřovaného oboru. 
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12. DRUHÝ ZÁKLADNÍ PROBLÉM 

Při formulaci druhého problému pružnosti pro nekonečná tělesa třetího typu 
nebyla, vzhledem ke konečné hraniční křivce, předepsána velikost posunutí 
v nekonečnu. To umožňovalo formulovat druhý problém způsobem, který se 
při sestavování integrálních rovnic pro funkce cp0, ip0 ukázal vhodnějším. 

U nekonečných těles prvního typu je tomu poněkud jinak. Hraniční křivka je 
nekonečná a posunutí je předepsáno i v nekonečnu. Vzhledem k tomuto rozdílu 
je t řeba postupovat poněkud jinak. 

Definice 12,1. (Formulace druhého problému pružnosti pro nekonečná tělesa 
prvního typu.) 

Buď Q nekonečné těleso prvního t y p u (m + l)-násobně souvislé, s hranič­
ními křivkami c0, c l 5 . .., cm dostatečně hladkými. Nechť počátek souřadnic leží 
vně Q a vně všech křivek ck (k = 1,2,..., m). Nechť na hranici tělesa Q je defi­
nována funkce g(s) po částech dostatečně hladká. Potom druhým problémem 
nazýváme problém určení holomorfních funkcí <p0 a y)0 definovaných na Q 
a komplexních konstant Ax, A2, ..., Am tak, že 

1. funkce cp0, cp'0, ip0 a funkce G0(z) = x cpfí(z) — z cp'0(z) — ip0(z) jsou spojitě 
prodlužitelné na hranici s výjimkou nejvýše konečného počtu bodů tk 4= co, 
v jejichž okolí platí 

(P > 0); 
z — U 

\G0(z)\ ^ 

2. spojité prodloužení funkce G0(z) jest všude na hranici (s výjimkou bodů tk) 
rovno funkci g0(t), kde 

\ л т i / , %i- I / , %)c 

»•<" = »w + щг+ъ 2-» Ҷ 1 - fД1 - fl 
m 

2 4 1 + « ) £ • ! T - h 

přitom zk jsou body libovolně zvolené uvnitř ck; 

3. pro velká z je funkce cp'0 řádu oV-J a funkce G0(z) -= %cp0 — zcp'0 — ip0 je 

omezená. 
Dá se ukázat, že existuje-li řešení takto formulovaného problému, pak je 

jediné. 

13. M E T O D Y Ř E Š E N Í 

Skutečnost, že nekonečná tělesa prvního typu mají hraničili křivku ne­
konečně velkou, n á m znemožňuje užít bezprostředně předchozích metod (např. 
metodu Muschelišviliho nebo metodu Lauricellovu-Šermanovu) k řešení dru-
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hóho problému pro ta to tělesa. J e to proto, že např. rovnice Lauricellova-
Šermanova je dána na nekonečném intervalu a Fredholmovy věty pro ni obecně 
neplatí. Dá se však ukázat (viz [6]), že je-li hraniční křivka dostatečně hladká, 
můžeme některých předchozích metod užít i pro řešení druhého problému pro 
nekonečná tělesa prvního typu. 

Podrobnosti, jakož i řada jiných otázek, týkajících se řešení druhého problé­
m u pro nekonečná tělesa prvního typu, jsou uvedeny v [6] na str. 349—365. 

. Obr. 8. 

14. VÝSLEDKY Ř E Š E N Í 

Druhý problém pružnosti se v technických aplikacích vyskytuje méně často 
a. t í m t a k é i příslušných teoretických pojednání je méně. Jedno z nich uvedeme. 

14,1. TARABASOV [108] vyšetřoval rozložení napjatosti, která vznikne v polo­
rovině I m 2 ^ 0 , oslabené m kruhovými otvory poloměrů rn a se středy v bo­
dech bn (obr. 8), když jsou do nich vlisovány disky poloměrů rn + dn (n — 
= 1, 2, . . . , m), zhotovené z téhož materiálu a mající tutéž tloušťku. N a hranici 
c 0 nepůsobí vnější síly. K řešení užito metody lineárního sdružení (viz obdobnou 
studii téhož autora [HO]). N a závěr uveden numerický příklad, kdy n — 1, 

2r\6x 
bi = Ví — 7 c m J Dx = 1 Л-н 

13 000 kg, ôx = 0,001, rx = 5 cm . 

Výsledky jsou srovnány s případem, k d y c0 je kružnice s velkým poloměrem. 
Rozdíl v nejslabším místě činil 4,35%. 

Nakonec bychom zde měli uvést problémy poloroviny s otvory, řešené meto­
dou přibližného konformního zobrazení. Avšak úlohy tohoto typu, pokud je 
n á m známo, nebyly až na malé výjimky řešeny a ve většině případů, kdy se o to 
některý autor pokusil, jsou výsledky mlhavé, teoreticky často nezdůvodněné 
a zdá se, že i prakticky ne zcela vhodné. Problémy tohoto typu čekají zatím na 
svého řešitele. 
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Z novějších pokusů o řešení jednotlivých problémů je známa ISIDOVA práce 
[36] o polorovině, zatížené prostým t a h e m v nekonečnu a oslabené pravo-
úhelníkovou štěrbinou. Bylo užito kombinované metody Muschelišviliho a ne­
konečných řad . Některé numerické výsledky jsou uvedeny n a konci práce ve 
formě tabulek. 

Práci BOJMA [11] o vyšetření napjatosti v polorovině, zatížené v nekonečnu 
rovnoměrným tlakem a oslabené otvorem ve tvaru klenby, se nám nepodařilo 
získat. Podle informací z jiných pramenů bylo k řešení užito konformního 
zobrazení. Zobrazující funkce by la vzata ve tvaru polynomu čtvrtého stupně 
a složky tenzoru napětí byly stanoveny ze vzorců Muschelišvili-Kolosova. 

KAPITOLA IV 

ROZLOŽENÍ N A P J A T O S T I V N E K O N E Č N É M ROVINNÉM P O L I , OSLABENÉM 

OTVOREM S H L A D K O U H R A N I Č N Í K Ř I V K O U , K T E R Ý J E VYZTUŽEN PRUŽ­

NÝM N E B O ABSOLUTNĚ TUHÝM RÁMEM 

Úlohy tohoto typu se v technických aplikacích vyskytují velmi často, hlavně 
ve stavebním a strojním inženýrství. Avšak pokud jde o jejich řešení, je toho 
o nich známo velmi málo. Ve všech řešeních úloh tohoto t y p u , pokud je nám 
známo, se autoř i omezili n a dvojnásobně souvislou oblast s kruhovým, nejvýše 
eliptickým otvorem, vyztuženým pružným, po případě absolutně t u h ý m rá­
mem (,,mezikružím í£). Většina těchto prací není dostatečně teoreticky podlo­
žena, nejsou známy n a p ř . podmínky existence a unicity řešení a vzhledem 
k t o m u , že se téměř výhradně užívá metody nekonečných řad, je také ř a d a kon-
vergenčních otázek otevřena. P o k u d jde o úlohy obecnějšího charakteru, např. 
pro oblasti vícenásobně souvislé, není známo vůbec nic a pro aplikovanou 
a teoretickou m a t e m a t i k u se v t é t o oblasti naskýtá široké pole působnosti. 

15. METODY Ř E Š E N Í 

Z výše uvedených důvodů si pouze stručně všimneme postupu, k terým se 
obvykle úlohy tohoto t y p u řeší, a to pro jednoduchost pro rovinu s kruhovým, 
vyztuženým otvorem. , 

Budiž tedy dáno nekonečné rovinné pole Q, oslabené kruhovým otvorem, 
který j e vyztužen p r u ž n ý m r á m e m K, a zatížené j i s tým systémem vnějších sil. 
Necht v neoslabeném poli Q*, ziatíženém stejným systémem vnějších sil jako 
rovinné pole Q s otvorem, má Airyho funkce napjatosti U0(cc, y) tvar polynomu 
{m -f 1) stupně 1) 

*) J a k známo (viz např. P . F. Papkovič: Teopun ynpyeocmu, 1939, str. 386), lze užitím 
biharmonických polynomů obdržet mnoho zajímavých řešení rovinných problémů pruž­
nosti. 
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(15.1) U0(x, y) = Dm+li0x™+* + Dm>1x™y + ... + D ^ x r + L \ m + 1 _ r + 1 + 
+ D m > 0 „ - + ... + D0imym + ... + L \ 0 _ 2 + Dltlxy + L>0>2?/

2 . 

Ze vztahu (15,1) je vidět, že funkce napjatosti, příslušející funkci U0, budou 
polynomy m-tého stupně 

m , m 

(15.2) pjz) = ÍG 2 ^ 5» > VoOO = ~ iO 2 5 & ií • 
fc _ i fc _ i 

Protože porucha v napětí neoslabeného pole vzniklá otvorem má lokální 
charakter, tzn. že s rostoucí vzdáleností od otvoru se bude napjatost v Q blížit 
napjatosti v Q*, budou mít funkce napjatosti pro oblast Q tvar 

NГ. ßk ^_л ßk 

; І Ö , З ) <p(z) = <Po(z) + ІC 2 «-_ т ғ ' ^ ( 2 ) — ^0(2) - * c 2 , 0-* ~^г > 
_?fc x^ i?* 
— , ip(z) = Vo(a,) - i o 2 - Z5-* "^ 

fc-i fc_i 

a pro mezikruží K 
+ °° + °° 

(15.4) pí->(*) = iC ^ < ^ , <. (1)(z) = - iC 2 ^ Í • 
- 00 - 00 

Neznámé koeficienty a_7(.5 /? _fc, aj^, Ďj^ funkcí (15,3) a (15,4) se určí z okrajových 
podmínek a z podmínek sdružení mezikruží K s oslabenou rovinou Q na styčné 
kružnici c: 

a) Okrajová podmínka: Jestliže vnitřní hranice c mezikruží K je nezatížena,, 
p o t o m 

(15.5) oÍ1 ) — *V4) = 0 na c , 

b) Podmínka sdružení: Protože mezikruží i ř je do otvoru vloženo a s rovinou 
Q pevně spojeno, platí podél styčné kružnice 

(15.6) ar — irr(r = ar
X) — ixr^ , vr — iv9 — v{

r
x) — iv{1) , 

kde ar je normální a Tr„ tečná složka vektoru vnějšího zatížení, působícího na 
mezikruží K se s t rany roviny Q. Analogicky o*.1*, T ^ jsou složky vnějšího zatí­
žení, působícího na rovinu Q se strany mezikruží K. Podobně vr, vrq> (resp. vr

1}^ 
vty) jsou složky vektoru posunutí roviny Q (resp. mezikruží K). 

Užitím vzorců Muschelišviliho-Kolosova (viz např. [63], str. 136, rovnice 
(3) a (5)) se dají vektory napětí a posunutí vyjádřit ve tvaru 

(15.7) ar - ixrv _= R e <p' - eiW[ž <p"(z) + y>'(z)] , 

vr - ivr<p = — [« 9?'(2) - 3 9/(2) - y>(z)] • 

Po dosazení funkcí (15,3) a (15,4) do (15,7) obdržíme vzhledem k okrajové 
podmínce (15,5) a podmínkám sdružení (15,6) tři rovnice. Přejdeme-li v nich od 
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souřadnic kartézských k polárním, obdržíme srovnáním koeficientů při stej­
ných mocninách systém lineárních rovnic pro stanovení neznámých koeficientů 
<x_k, /?_fc, a}k\ b(

kK Jsou-li funkce q>, tp, (pW, -ŷ 1) známé, můžeme užitím (15,7) určit 
složky napětí a posunutí jak v oblasti Q, tak i v mezikruží K. 

P o z n á m k a 15,1. K tomu, aby uvedeného způsobu výpočtu bylo možno užít 
i pro konečné oblasti Q, je t řeba předpokládat, že průměr otvoru je dostatečně 
malý ve srovnání s nejmenším příčným rozměrem vyšetřované oblasti Q. 
J inými slovy, nutno předpokládat, že v částech oblasti dostatečně vzdálených 
od otvoru je stav napjatosti skoro stejný fako v téže oblasti při tómže vnějším 
zatížení, ale bez otvoru. 

P o z n á m k a 15,2. Je-li výztuha do otvoru pružného tělesa T vlisována 
(místo vložena) a je-li materiál výztuhy a tělesa T stejný, může se postupovat 
poněkud jinak. Stručně to vyložíme např. pro případ pružného mezikruží 
s vnějším poloměrem rovným l a s vnitřním poloměrem rovným R < 1. Do 
tohoto otvoru nechť je zalisován kruhový disk poloměru R + e, e > 0, kde e je 
daná veličina. Nedochází-li mezi pružným tělesem T a vlisovaným diskem ke 
tření, potom jejich vzájemná interakce přechází k normálnímu t laku podél 
styčné kružnice. Vzhledem k symetrii je t lak podél této kružnice konstantní . 
Pomocná úloha p a k spočívá v určení velikosti tohoto t laku (podrobný výklad 
a jednoduchý příklad lze najít v [63] na str. 393—396). Řešení vlastní úlohy 
dostaneme pak jako superposici dvou částečných úloh: a) rovina s kruhovým 
otvorem, zatíženým rovnoměrně rozloženým tlakem; b) mezikruží zatížené na 
vnějším obvodě konstantním, rovnoměrně rozloženým t lakem . Velikost t laku 
je dána řešením výše uuvedené pomocné úlohy. 

P o z n á m k a 15,3. Pvešmo následující úlohu: Stanovit napjatost v rovině 
zatížené v nekonečnu prostým t a h e m a oslabené kruhovým otvorem poloměru 
R, do něhož je vloženo absolutně tuhé mezikruží K, které není spojeno s okolním 
materiálem. Podmínky na spáře jsou vr = 0, xrq> = 0 při r = R, přičemž vr je 
radiální složka posunutí a xrq) je smykové napětí v polárních souřadnicích. 
Snadno se přesvědčíme, že za uvedených podmínek a předpokladů má řešení 
t u t o vlastnost: Normální napětí ar bude v některých místech obvodu nabývat 
kladných hodnot, t j . v některých místech mezikruží netlačí na pružnou rovinu, 
ale táhne ji k sobě. Fysikálně to však není možné, protože mezikruží a rovina 
nejsou spolu spojeny. Abychom úlohu učinili fysikálně možnou, stačí např. 
předpokládat, že poloměr mezikruží je poněkud větší než poloměr otvoru před 
roztažením, ftešení, odpovídající těmto předpokladům, m á vlastnosti vlisova-
neho absolutně tuhého mezikruží do otvoru roviny, je t řeba jen vzít e dostateč­
ně velké, aby podél celé styčné kružnice bylo ar fg 0. 

Z uvedeného rovněž plyne, že prosté vložení mezikruží do otvoru nesnižuje 
maximální napět í v okolí otvoru. 

177 



16. VÝSLEDKY & E Š E N Í 

16.1. B O J M [10] řešil problém rozložení napjatosti v nekonečné rovině, osla­
bené eliptickým otvorem, který byl vyztužen vloženým a k rovině připojeným 
eliptickým ,,mezikružím'\ Rovina byla v nekonečnu zatížena prostým tahem 
a k řešení bylo užito metody lineárního sdružení. Obdobnou úlohu pro kruhový 
otvor řešil již dříve stejným způsobem M. P. Š E R E M E N T Ě V (viz. VH. Ban. 
JTBOBCK. roc. yHHB., cop. <|>H3.-MaT. H., 1949, 12, BHH. 3). 

16.2. Donos [18] vyšetřoval úlohu o rovině s kruhovým otvorem, vyztuže­
n ý m po obvodě mezikružím konstantního průřezu. K volnému okraji je přilo­
žena singulární síla, jejíž směr je různý od směru normály. 

16.3. H A R D I M A N [28] řešil rovinnou úlohu o deformaci pružného eliptického 
válce, umístěného v neomezeném prostředí. Předpokládá se, že prostředí se na­
chází ve stavu zobecněného rovinného napětí a že objemové síly jsou zanedba­
telné. K řešení bylo užito konformního zobrazení elipsy na kruh pomocí funkce 
z = c(C + I I , - 1 ) . Funkce napjatosti byly autorem voleny v tomto tvaru: 
a) oblast eliptického válce: cpx(z) = A z, ipx(z) = B z2; b) okolní prostředí: 
<p2(z) = C z + F c z-1, y>2(z) = G z2 + H c 2 l n z + I c2 z~2; A,B,C,F,G a / 
jsou komplexní a H reálná konstanta. Z podmínek spojitosti složek posunutí 
a složek napětí na povrchu válce se určí konstanty A, B, F, I a H. Kons tanty 
C a G jsou napětí v nekonečnu. 

16.4. H I C K S [31] analyzoval rozložení napjatosti v rovině s kruhovým armo­
v a n ý m otvorem a zatížené v nekonečnu prostým tahem. Armatura je z téhož 
materiálu jako rovina a má proměnlivý právo úhelníkový průřez, Airyho funkci 
napět í autor zvolil jako řešení biharmonické rovnice v polárních souřadnicích ve 
tvaru 

U(r, cp) = A ln r + B r2 In r + C r2 + D + 
00 

+ 2 t t t « r " + b'nr
n+2 + anr~n + bnr

2~n] cos n<p , 
n = 2 

kde A, B, C, D, a'n, b'n, an, bn jsou libovolné konstanty. Ty se určí z hraničních 
podmínek n a obvodu otvoru a v nekonečnu. J e uveden číselný příklad, v němž 
se ukazuje, že vliv armatury se projeví v poklesu velikosti koeficientu kon­
centrace. 

16.5. K A E U N E S [40] vyšetřil úlohu o deformaci roviny s otvorem ve tvaru 
hypertrochoidy, do něhož je vloženo absolutně tuhé jádro. Obvyklým způsobem 
vyšetřil tř i zvláštní případy: 1. rovina zatížená v nekonečnu prostým tahem ve 
směru, který s osou x svírá úhel a; 2. rovina zatížená v nekonečnu prostým 
smykem; 3. rovina zatížená v nekonečnu všestranným tahem. 

16.6. M A N S P I E L D ve své práci [54] dokázal, že při daném rozložení napja­
tosti v rovině lze vybrat tvar oblouku s okrajem armovaným pružným ele-
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mentem tak, že stav napjatosti by se nezměnil. Práce patř í do komplexu úloh 
o tzv. neutrálních otvorech. 

16.7. RUSLNKO [78] stanovil napjatost v rovině, zatížené prostým tahem 
v nekonečnu ve dvou vzájemně kolmých směrech a oslabené eliptickým otvo­
rem, ztuženým rámem konstantního průřezu. Výztuha se aproximuje nosní­
kem, který je schopen odolávat pouze ohybu a tahu. V práci jsou vyšetřeny 
dva zvláštní př ípady zatížení: 1. rám je zatížen konstantním normálním zatí­
žením a 2. r á m je zatížen dvěma singulárními silami opačných směrů, půso­
bících na koncích hlavní osy elipsy. 

16.8. 'SZELAGOWSKI řešil řadu zvláštních úloh o rovině s kruhovým nebo 
eliptickým otvorem, který byl vyztužen. Tak v [98] je řešena úloha, kdy vý­
ztuha kruhového otvoru je zatížena rovnoměrným normálním zatížením., při­
čemž napětí v nekonečnu jsou rovna nule. V téže práci je pak řešena druhá 
varianta předchozí úlohy, kdy výztuha je nezatížena, zato však v nekonečnu 
působí prostý tah (viz také [94]). Podobnou úlohou se zabýval také R A -
DOCK [76]. 

V [100] autor analysoval podobnou úlohu jako výše, ale pro polorovinu 
s kruhovým otvorem, přičemž užil konformního zobrazení rjoloroviny na mezi-
kruží. V [92] byl eliptický otvor vyztužen vlepeným, absolutně t u h ý m jádrem. 
Rovina byla zatížena prostým tahem ve směru hlavní osy elipsy. Na styčné 
křivce byly určeny body maximálních tahových napětí. 

16.9. ŠEREMETĚV-PRUSOV řešili v [1.03] úlohu o rovině s eliptickým otvorem, 
do něhož byly symetricky vloženy, s předchozím předpětím, dva sloupy. 
V řešení je stanoven tlak na sloupy, přičemž bylo užito konformního zobrazení 
oslabené poloroviny na vnějšek jednotkového kruhu a užito Muschelišviliho 
metody lineárního sdružení. 

P o z n á m k a 16,1. Prozat ím není známa žádná metoda řešení otázek, týka­
jící se rozložení napjatosti v nekonečném rovinném poli oslabeném otvorem 
s hraniční křivkou po částech hladkou a vyztuženým pružným rámem (mezi-
kružím) z jiného materiálu. Pouze v některých případech se užitím n á m již 
známé metody přibližného konformního zobrazení podařilo najít řešení náhrad­
ního problému (tj. problému rozložení napjatosti v nekonečném rovinném poli 
s otvorem, v j istém smyslu málo se lišícím od otvoru původního, zato však již 
s hladkou hraniční křivkou). Protože také ztužující pružný r á m se musí při 
užití metody přibližného konformního zobrazení nahradit rámem s hladkými 
hraničními křivkami, je t řeba při řešení (hlavně numerickém) překonávat velké 
početní potíže. 

V mnoha případech se však t ě m t o potížím můžeme vyhnout, jestliže známe 
s tavy napjatosti ve vyšetřované oblasti v těchto dvou mezních případech: 

a) otvor není vyztužen; 
b) otvor je vystužen absolutně t u h ý m rámem. 
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Pro každý ztužující rám, vložený do otvoru vyšetřované oblasti, bude rozložení 
napjatosti v ní představovat jistou „ s t ř e d n í " hodnotu, která bude ležet mezi 
výše uvedenými mezními hodnotami. 

Př i řešení úloh tohoto t y p u se postupuje analogicky, jak je výše uvedeno, 
s t í m rozdílem, že se nejdříve užije konformního zobrazení. Př i tom byly pro­
zat ím vyšetřovány pouze takové otvory, které spolu s příslušným „mezi-
k r u ž í m " se dají zobrazit na vnějšek kruhu pomocí zobrazující funkce 

(16,1) z = co(C) = B(C + m£-w) , 

kde R > 0, m, n jsou reálné konstanty, n > 0, — 1 < n . m < + 1. Př i tom 
se t a t o transformace provádí tak, aby styčná křivka přešla v jednotkovou 
kružnici a vnitřní křivka „mezikruží" v křivku £ = Q0e

iq}, kde Q0 < 1. 

Jestliže v (16,1) je m . n2 = i 1, potom hranice otvoru je pravidelný mnoho­

úhelník se zaoblenými vrcholy a se skoro přímkovými stranami; křivost ve stře-
Rtn 1)2 

dech stran je nulová a poloměr křivosti ve vrcholech je —^ . Př i n = 1 
£n 

bude hranice otvoru elipsou, při n = 2, m — 0,25 rovnostranným trojúhelní­
kem se zaoblenými vrcholy a při n = 3, m = rh i čtvercem, rovněž se zaoble­
nými vrcholy, jejichž poloměr křivosti bude (f )R. Změnou velikosti koeficientu 
m docílíme různé poloměry zaoblení vrcholů. 

Pro ilustraci uvedeme práci B O J M A [9], ve které autor řešil úlohu o napjatosti 
v rovině oslabené otvorem ve tvaru lichoběžníka, přičemž otvor je vyztužen 
absolutně t u h ý m rámem. N a konci referátu je uveden číselný příklad a grafy 
složek napětí po obvodu otvoru. 

KAPITOLA V 

VLIV A N I S O T R O P I E M A T E R I Á L U NA KONCENTRACI N A P Ě T Í 

V OKOLÍ OTVORŮ 

Pružné prostředí, jak známo, nazýváme isotropním, jestliže jeho pružné vlast­
nosti ve vyšetřovaném bodě jsou v různých směrech stejné. Není-li tomu tak, 
potom takové prostředí nazýváme anisotropním. V přírodě nenajdeme ideálně 
isotropní látky, avšak mnoho technicky důležitých materiálů můžeme, s j i s tým 
přiblížením, považovat za isotropní. Jsou však případy, kdy takovéto přiblížení 
by bylo značně hrubé nebo kdy vliv anisotropie materiálu nelze zanedbat. 
V tomto odstavci si všimneme vlivu anisotropie materiálu na průběh napět í 
v okolí otvorů. 

Rozdílnost isotropního a anisotropního materiálu se v matematickém vy­
jádření projeví v zobecnění Hookova zákona. Zat ím co pro charakterisování 
pružných vlastností isotropního prostředí stačí znát pouze dvě pružné kon-
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s t a n t y (např. Laméovy konstanty l a JU nebo moduly E a G), je třeba znát 
v obecném případě anisotropního prostředí těchto konstant 21. Oznacíme-Ii 
Xx, Yy, Zz, Xy, Tg) Zx složky tenzoru napětí v daném bodě a e_, ey, ez, yyz, yzx, 
yxv složky tenzoru deformace, má v obecném případě anisotropního prostředí 
zobecněný Hookův zákon tento tvar: 

sx = c u I . + c12Yy + cVÍZz + cuXv + c15Yz + c1GZx , 
£y — C 21-^a ; T " c22-* 1/ ~T~ + c 2 6 ^ z > 

£z = C 3 1 ^ - £ T " C32-^'i/ I + C 3 6 ^ z > 

7?/z = C41^ai + C42-* 1/ + • + C46^z > 

Fa* = C5 A + C52Yy + + C56^z , 

yxv — C 6 1 ^ x H~ C62"* 2/ I I C 66-"z > 

přičemž c,7c = c/ci (i, & = 1, 2, . . . , 6). 

Podobně jako u isotropního materiálu můžeme i u anisotropního mate­
riálu hovořit v jistém smyslu o rovinné a o zobecněné rovinné napjatosti 
nebo o rovinné deformaci. Př i tom je třeba postupovat poněkud opatrně, protože 
např. podmínky rovinné deformace anisotropního prostředí, analogické pod­
mínkám pro prostředí isotropní, nestačí a je nutno je doplnit j istými vztahy 
mezi koeficienty pružnosti cik (i, h = 1, 2, . . ., 6). Tyto podmínky pro nehomo­
genní anisotropní prostředí stanovil S. G. M I C H L I N V [58]. 

Stejně t a k i funkce napětí U(x, y), která pro isotropní prostředí vyhovuje bi-
harmonické rovnici AAU(x, y) = 0, v případě anisotropního prostředí vyho­
vuje rovnici 

e*u cW , /0 , . w 0 d*u , e4t/ 

«.. " ^ ~ 2 ^ e ^ r e y + (2ox. + -i.) ^ F ^ ~ 2%6 ^ + -hi ^ = 0 

a plat í pro ni vztahy 

______ _ y ^£_y _____ y 
By* * ' 8x* v' dxdy ~ 

Koeficienty akj se stanoví pomocí koeficientů pružnosti cik a pomocí vztahů 

2 
^ 1 ^ 3 3 = = C 1 1 C 3 3 C 1 3 > ft12C33 = C 1 2 C 3 3 C 1 3 C 2 3 > 

$ 1 6 ^ 3 = = C 1 6 C 3 3 C 1 3 C 3 6 > tt22C33 = C 2 2 C 3 3 C 23 > 
2 

* 2 6 C 3 3 = C 2 6 C 3 3 C 2 3 C 3 6 > ^ 6 6 C 3 3 = C 6 6 C 3 3 C 36 ' 

Z těchto kusých poznámek je již celkem zřejmé, že vyšetřování anisotropních 
těles, oslabených otvory, je podstatně složitější, hlavně po stránce numerické. 
Nebudeme se proto zabývat metodami řešení podobných úloh, ale všimneme si 
pouze některých novějších výsledků. Poznamenáváme, že základní metody 
řešení úloh pružnosti anisotropních těles jsou částečně uvedeny např. v [83]. 
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17. VÝSLEDKY BjEŠENÍ 

17,1, B A Š E L E J Š V I L I ve své znamenité teoretické práci [7] řešil rovinný pro­
blém pružnosti pro ortotropní rovinu s otvory, které mají spojitou křivost, vzá­
jemně se neprotínají ani nedotýkají. Předpokládá se, že na obvodu každého 
otvoru je dán vektor posunutí. Autor hledá řešení rovnic rovnováhy (ve slož­
kách posunutí) ve tvaru jistého integrálu (potenciál), obsahujícího neznámou 
vektorovou funkci (hustotu). Pro tu to funkci odvodil integrální rovnici Fred-
holmova typu. Př i tom užívá maticové symboliky a řady výsledků ze společné 
práce s V. D. K U P B A D Z E M (Hoeue unmezpaJihnue ypaenenuíi auu3omponHOii 
meopnu ynpyeocmu u ux npuMenenuH djia peweHua epanunnux 3adan, Coo6m,-
A H Tpys. CCP, 1954, 15, «N*2 6 H 7), v níž bylo ukázáno, že rovinný problém 
může být převeden n a problém nalezení potenciálu jednoduché vrstvy nebo 
dvojvrstvy, přičemž hustoty těchto potenciálů vyhovují dobře známým integ­
rálním rovnicím. V dalším pak dokazuje existenci a unicitu jak pro vnitřní, 
t a k i pro vnější úlohy pro vícenásobně souvislé oblasti. 

P o z n á m k a 17,1. Pružné těleso, které má t u vlastnost, že každým jeho 
bodem prochází tř i ortogonální roviny pružnostní symetrie, nazýváme orto-
tropním. Tento druh pružnostní symetrie se nejčastěji vyskytuje u anisotrop-
ních materiálů, používaných v konstrukcích současné doby. 

Orientujeme-li souřadné osy kolmo k uvedeným rovinám pružnostní sy­
metrie, budou mít rovnice zobecněného Hookova zákona následující tvar 

EX — CllAa; + C12Ty + C13/lz , 

ev = c12Xx + c22^y ~r c23^« J 
e z ~ C13^-# 4™ C23-t V l C 33^z > 

yvz — č 4 4 Y z , 

yIX — C5b^x J 

yxy ~ C&ůJL.y , 

takže v tomto případě nám zbude 9 nezávislých koeficientů pružnosti. 

17.2. CONWAY v [14] vyšetřoval ortotropní rovinu s eliptickým otvorem, 
když: 1. Eliptický otvor je zatížen opačnými singulárními silami, působícími 
v hlavní ose elipsy. 2. Rovina je v nekonečnu zatížená prostým tahem. Př i tom 
je uvedena souvislost mezi rovnicemi problému pro kruhový a eliptický otvor 
a také mezi odpovídajícími hraničními podmínkami. Obecnější t y p těchto úloh 
byl již řešen TECHNICKÝM V DAN-SSSR, 1936, X I I I , No 3, 107. 

V [15] bylo provedeno zobecnění předchozího případu 2) a to tak, že směr 
tahového namáhání svírá libovolný úhel jak s osami elipsy, t a k i s hlavním 
směrem anisotropie. Jsou stanoveny složky tenzoru napětí v okolí otvoru . 
Rovněž toto zobecnění je již obsaženo ve výše citované práci Lechnického. 

17.3. DOBOGOBED vyšetřil v [17] rovnováhu ortotropní stěny, oslabené kru­
hovým otvorem, jehož obvod je zatížen rovnoměrně rozloženým tečným zatí-
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žením. Řešení této úlohy je přibližné a konstruuje se na základě obecného ře­
šení pro anisotropní rovinu s kruhovým otvorem. Př i tom se předpokládá, že 
jedno z hlavních napětí svírá se směrem tečného zatížení libovolný úhel <x. 
Jsou odvozeny vzorce pro normální napětí v okolí otvorů a výsledky jsou dány 
ve formě grafů, 

17.4. HiGtrcHi [33] se zabýval ortotropní rovinou s eliptickým otvorem pro 
některé zvláštní př ípady okrajových podmínek: 1) Rovina zatížená dvojicí 
opačných singulárních sil, působících v průsečících obvodu s př ímkami rovno­
běžnými s osou X nebo Y (obr. 
9). 2) Hranice otvoru je zatíže­

na hydrostatickým tlakem. 3) 
Singulární síla působí v libo­
volném bodě roviny, přičemž 
otvor je nezatížený. Dále byla 
vyšetřována ortotropní rovina 
s kruhovým otvorem při těchto 
okrajových podmínkách: 1) 
Otvor byl zatížen rovnoměr­
n ý m tečným zatížením. 2) 
Vnější zatížení působí jen na 
jistou Část hranice otvoru. Mi­
mo to byly vyšetřovány přípa­
dy, kdy obvod kruhového otvo­
ru byl roztažen o určitou vehčinu (druhý problém pružnosti), nebo kdy kru­
hový otvor byl zesílen výztuhou. 

17.5. L E C H N I C K I J V [48] řešil přibližnou metodou úlohu o koncentraci napětí 
v anisotropní rovině, oslabené otvorem ve tvaru jednak rovnostranného troj­
úhelníka, jednak ve tvaru obdélníka. Vrcholy v obou případech jsou zakulace­
ny. Výsledky ukazují, že již první aproximace použité metody pro praktické 
potřeby postačuje. 

V další své práci [49] vyšetřoval zobecněný rovinný stav napjatosti aniso­
tropní roviny s eliptickým otvorem, do něhož je vlepeno jádro z pružného ani-
sotropního materiálu (obecně s jinými pružnostními charakteristikami). Př i tom 
byl nejdříve vyšetřován obecný případ působení vnějšího zatížení po obvodu 
eliptického otvoru za předpokladu, že základní stav napětí v rovině je znám. 

V druhé části práce je provedena podrobná analysa stavu napjatosti v orto­
tropní rovině s vlepeným ortotropním kruhovým jádrem, je-li rovina v neko­
nečnu zatížená normálním a tečným zatížením. 

17,6. NOMURA [66] vyšetřoval rozložení napjatosti v tažené ortotropní ro­
vině, oslabené eliptickým otvorem, vyztuženým dvěma neprotínajícími se 
pružnými sloupy. Při řešení se předpokládá, že na sloupy může ze strany roviny 

Obr. 8. 

183 



působit pouze tlak, a to ve směru osy sloupu, který je rovnoměrně rozdělený 
podél průřezu sloupu. Úloha je řešena užitím nekonečných řad a jsou uvedeny 
tabulky, charakterisující velikost t laků na výztuhy (sloupy) při jejich proměn­
livé šířce. 

17,7. ZARUBIŽENKO řešil v [117] užitím singulárních integrálních rovnic dvě 
úlohy: 1) První základní problém pro anisotropní rovinu, oslabenou n štěrbi­
nami, položenými v jedné přímce. 2) Úlohu o stlačování pružné anisotropní ro­
viny oslabené obdélníkovou štěrbinou. Numerické výsledky ani závěry nejsou 
v práci uvedeny. 

P o z n á m k a 17,2. V článku M. M. FKIDMANA MameMamunecKaa meopua 
ynpysocmu anusomponmix cped, IIpuKJi. Mam. u MCX., 1950, 14, No 3, je 
uveden podrobný přehled starších prací z teorie pružnosti anisotropního 
prostředí. 

KAPITOLA VI 

KONCENTRACE NAPĚTÍ V OKOLÍ OTVORU PŘI PŘESTOUPENÍ MEZE 
PRUŽNOSTI 

Z předchozích výsledků plyne, že v okolí, otvorů zatížených prvků (rovina, 
X>olorovina, konečná oblast) vznikne oblast zvětšeného napětí, tzv. oblast kon­
centrace napětí . Přestoupí-li ta to koncentrace jistou, pro daný materiál cha­
rakteristickou hodnotu, přestane být vyšetřovaný materiál pružný a přejde do 
stavu nad mezí pružnosti. 

Proveďme nyní formulaci tzv. pružně-plastické úlohy, nalézt rozložení napja­
tosti v okolí otvoru při přestoupení meze pružnosti. 

18. FORMULACE PROBLÉMU 

Označme vyšetřovanou oblast Q = Q± ~f- Q2, kde Q1 je oblast v okolí otvoru 
vyšetřovaného prvku, v níž nastalo přestoupení meze pružnosti a Q2 zbývající 
pružná óást oblasti. Necht na hranici otvoru vyšetřované oblasti působí nor­
mální a tečné namáhání 

(18.1) Xn = f(s), • Xt = g(8) 

a v nekonečnu (kde je pružný stav) mají složky tenzoru napětí tento tvar 

(18.2) X ^ = P(x,y), Y^ = B(x,y), X?> = - Q(x, y) . 

Budiž Ut(x, y) funkce napětí, která určuje průběh napětí v Q1} vyhovuje jisté 
diferenciální rovnici hyperbolického typu, tzv. podmínce plastičnosti (která se 
v praxi určuje z fysikálních podmínek, viz např. podmínku (18,7)) 

/Id ON J 8 2 U 1 d 2 U l 8 U 1 S U l \ A 
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a. okrajovým podmínkám (18,2). Označme dále U%(%, V) funkci napětí v Q2, 
k t e r á vyhovuje, jak známo, biharmonickó rovnici 

(18,4) AAU2(x,y) = 0. 

Naše úloha spočívá v určení biharmonické funkce U2(%, y) vně jisté neznámé 
hranice L tak, aby na L platily vz tahy 

8*u1 __ 82U2 82U1 _ s2LT2 d2Ut _ e 2/J 2 

' ' ' ~8xT ' ' 8x'1 ' 8íf ' ~ ~8y2~' ~3x8y 8x 8y 

s, při \x\ -> oo, \y\ -> oo 

<18,6) ^ * = *<-,»>. ^ - * - . » > . S = ^ ^ ) -
P o z n á m k a 18,1. Největší obtíž t a k t o formulované úlohy spočívá právě 

v určení hranice L, která je rozhraním mezi pružnou a plastickou oblastí. 
V případě, že hranice L je známá, je určení funkce U2(x, y) ekvivalentní úloze 
nalézt rozložení napjatosti v zatíženém prvku s otvorem, jehož hranice je L, při 
známých podmínkách jak n a hranici L, t a k i v nekonečnu. 

Obecná metoda řešení výše formulovaného problému prozatím nebyla dána. 
Pouze v některých případech, kdy jsou známy složky napětí v plastické oblasti 

_a> „ _ _ _ Ya> _ _ _ _ _ i a , _ f T _ _ 
" e?/' y ' ' 8x* ' » 03,0^ ' , 

podaři lo se poměrně jednoduchým způsobem stanovit řešení úlohy. 

P o z n á m k a 18,2. Podmínka plastičnosti (18,3) se nejčastěji bere ve tvaru 

(18,7) «.-(^_S+ 1^' 
8x2 8y2 I \8x 8y 

podle A. N A D A I E [64], kde k je materiálová konstanta . Označíme-li aTmez te­

čení vyšetřovaného materiálu při jednoosém tahu, potom: a) podle teorie maxi­

málních tangenciálních napětí je k = \oT, b) podle teorie oktaedriokýeh tan­

genciálních napětí platí k — -~ , 

P o z n á m k a 18,3. J e známo řešení několika zvláštních případů pružně-
•plastické úlohy, např. v [83] je řešena pružná rovina, zatížená dvouosým pro­
s tým tahem a oslabená kruhovým otvorem, který je zatížen rovnoměrným nor­
málním tlakem; v [70] je dáno řešení podobné úlohy s t ím rozdílem, že na hra­
nici kruhového otvoru působí jednak konstantní normální, jednak tečné za­
tížení, ítešení rovnice (18,7) pro tento případ našel S. G. M I C H L I N V [57]. Pro 
obě uvedené úlohy je charakteristické, že funkce (18,6) byly konstantní . Ně­
které úlohy, kdy funkce (18,6) mají složitější tvar, byly řešeny v pracích [81] 
a [82]. 

P o z n á m k a 18,4. V případě, že pružná rovina s kruhovým otvorem je namá­
h á n a dvouosým prostým tahem nebo tlakem a hranice otvoru není zatížena, je 
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nalezení řešení obtížnější. Přesné řešení takovéto úlohy n á m dosud není známo;: 
pro ilustraci citujeme práci [91], kde je uvedeno v jistém smyslu přibližné ře­
šení této úlohy. 

KAPITOLA VII 

KONCENTRACE NAPĚTÍ V OKOLÍ OTVORŮ PRl TEPELNÉ NAPJATOSTI 

Rovnice rovinné pružnosti, kterých jsme dosud používali, vztahovaly se na 
případ, kdy teplota vyšetřovaného tělesa byla ve všech jeho bodech stejná. 
Není-li tomu tak, potom na základě Duhamel-Neumannova zákona platí mezi 
složkami tenzoru deformace a tenzoru napětí následující vztahy: 

Piu f)ti 

Xm=*-vT + W+2ix?£t Y y = - vT + A<9 + 2[, ?L, 

Zs=~vT + W + 2f,
8^, 

Idw 8v\ „ Idu dw\ l8v du 

Při tom T značí teplotu v daném bodě, v značí jistou kladnou konstantu, zá­
vislou obecně na pružných a tepelných vlastnostech materiálu vyšetřovaného 
tělesa. Výše uvedené vztahy nahrazují v našem případě zobecněný Hookův 
zákon a liší se od něho pouze členem — vT v pravých částech prvních třech 
rovnic. 

Složky tenzoru napětí musí mimo to samozřejmě vyhovovat obvyklým rov­
nicím rovnováhy. 

J e známo několik způsobů, jak podobnou úlohu převést na obyčejnou úlohu, 
t j . pro T = 0. Nejčastěji užívanou je metoda termo-pružného potenciálu posu­
nutí, která je velmi podrobně vyložena v knize E. M E L A N - H . P A R K U S Wárme-
spannungen infolge stationdrer Temperaturfelder, Springer, Wien, 1953. Tato 
metoda vychází z toho, že termo-pružné rovnice psané v posunutích vyhovují 
také pro teplotu T = 0 a přecházejí v tom případě na známé rovnice pružnosti. 
K tomu přistupují okrajové podmínky, při nichž buď posunutí nebo napětí musí 
nabývat předepsaných hodnot. 

19. VÝSLEDKY ŘEŠENÍ 

Pouze pro úplnost a ilustraci uvedeme dvě novější práce, v nichž byly vy­
šetřovány otázky tepelné napjatosti v okolí otvorů. 

19,1. L I N D E N analysoval v [50] rozložení stacionárních teplotních napětí 
v pružné rovině se dvěma kruhovými otvory stejného poloměru. Hranice jed-
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noho otvoru je udržována na teplotě T = T0, druhého na teplotě T = — T0. 
V první části referátu je řešena úloha o vedení tepla, v druhé části pak teplotní 
napjatost v takto výše uvedeným způsobem oslabené rovině. Při řešení bylo 
použito metody termo-pružného potenciálu posunutí. 

19,2. SZELAGOWSKI [92] řešil poněkud jinou úlohu, jejímž účelem bylo určení 
velikosti maximálních tahových napětí, která vzniknou na styčné křivce, podél 
níž je do pružné roviny s eliptickým otvorem připojen vložený pružný disk 
{přičemž jeho teplota v tomto okamžiku je T = Tx) při jeho ochlazení na teplo­
t u T = T2 (T2 < Tt). 

KAPITOLA V I I I 

ZÁVĚR 

Domníváme se, že z obsahu předložené práce vyplývá důležitost a podstata 
problému koncentrace napětí v okolí otvorů. Uvedli jsme nejčastější a nejno­
vější modifikace tohoto problému a požadavky kladené na jeho řešení. Ukázalo 
se, že řada použitých metod (viz např. tzv. problém , ,perforované roviny" nebo 
některé problémy řešené metodami nekonečných řad) není dostatečně teoretic­
ky podložena a řada konvergenčních otázek je dosud otevřena. 

Má-li hranice otvorů úhlové body, obchází se t a t o potíž ve většině případů 
přechodem k náhradnímu problému s hladkou hraniční křivkou, přičemž se 
užívá přibližného konformního zobrazení. Tím, hlavně numericky, se stává vý­
počet velmi komplikovaným a nepřehledným, viz např. práci TARABASOVA 
[109] pro konečnou oblast se čtvercovým otvorem. Jde-li pak o vyšetřování 
otvoru s úhlovými body, který je vyztužen, přistupují k předchozím ještě další 
těžkost i . 

Skutečnost, že v mnoha případech se problém převede na řešení integrální 
rovnice nebo na soustavu integrálních rovnic, umožňuje užít celého aparátu ře­
šení těchto rovnic, hlavně pak řadu numerických metod, pomocí nichž bylo 
dosaženo několika velmi pěkných výsledků. 

O obtížnosti problému koncentrace napětí svědčí např. také to, že poměrně 
jednoduchá oblast, jakou je polorovina oslabena ztuženými otvory, je dodnes 
prakt icky nerozřešena. 

Rovněž otázky vlivu anisotropie materiálu na koncentraci napětí v okolí 
otvorů nejsou ještě úplně objasněny. Částečně tomu odpomohl M. O. B A Š E -
L E J Š V I L I svou znamenitou, teoreticky cennou prací [7]. 

Samostatným problémem je koncentrace napětí v okolí otvorů při přestou­
pení meze pružnosti. Tento problém se velmi často vyskytuje téměř ve všech 
otázkách denní inženýrské praxe, přesto však jeho řešení čeká na svého řešitele. 
Problém v té formě, jak je dnes definován, je velmi složitý a k řešení jeho ně­
kterých modifikací, byt poměrně jednoduchých, je t řeba užít složitého mate-
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matického aparátu. Některé docela jednoduché případy, kdy otvor je vyztužen., 
nejsou dodnes vůbec řešeny. 

Níže uvádíme soupis l i teratury od roku 1951 do června 1958, pojednávající 

o problému koncentrace napět í v okolí otvorů. Až n a malé výjimky jsme vše­

chny ty to práce prohlédli a o těch, které jsme považovali z hlediska metody 

řešení, výsledků nebo z j iných důvodů za důležitější, jsme se v jednotlivých 

odstavcích naší práce zmínili. Ty práce, o nichž jsme se nezmiňovali, uvádíme 

pro úplnost. I t a k je mezi nimi řada zajímavých podnětů a nápadů, hlavně 

pokud jde o tř ídu úloh pro konečná vícenásobně souvislá tělesa. 
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Р е з ю м е 

К О Н Ц Е Н Т Р А Ц И Я Н А П Р Я Ж Е Н И Й ОКОЛО ОТВЕРСТИЙ 

ЯРОСЛАВ ДВОРЖАК ^агозк^ Юуогак) 

Содержанием этой работы является обозрение новейших сведений но 

концентрации напряжения около отверстий и об их применении в техни­

ческой практике. 
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В первом абзаце мы занимаемся распределением напряжений в беско­

нечной плоскости с произвольными отверстиями, границы которых состоят 

из гладких кривых. Этот абзац тоже содержит точное определение первой 

и второй основной задачи теории упругости и некоторые их изменения, 

также как и главные методы их решения. Это следующие методы: 

а) метод бесконечных рядов, 

Ъ) метод Мусхелишвили, 

0) метод Лаурицелла-Шермана, 

с1) метод отделения переменных, 

е) метод приблизительного конформного отображения, 

1) метод Грина, 

§) метод линейного спряжения. 

Конец абзаца содержит некоторые интересные решения задач этого класса. 

Во втором абзаце находится краткое упоминание о классе решенных 

задач концентрации напряжений около отверстий бесконечной плоскости 

в тех случаях, когда границы отверстий содержат угловые точки. Абзац 

дополнен некоторыми результатами. 

В третьем абзаце мы занимаемся распределением напряжений в полу­

плоскости с произвольными отверстиями, границы которых состоят из 

гладких кривых. Здесь приведены некоторые изменения определений основ­

ных задач теории упругости для полуплоскости, касающиеся отличия от 

•определений первого абзаца. Показывается, что для решения задач этого 

класса можно в большинстве случаев применить почти все методы, при­

веденные в первом абзаце. Эта часть тояш окончена новейшими решениями 

задач рассматриваемого класса. 

Вопросы о распределении напряжений в бесконечной плоскости, ослаб­

ленной отвертием с гладким контуром, подкрепленным упругим или аб­

солютно гибким кольцом, изучены в четвертом абзаце. Эта часть содержит 

и обыкновенно до сих пор применяемый метод решения задач этого класса. 

В дальнейшем абзаце идет речь о некоторых дальнейших влияниях на 

концентрацию напряжения возле отвертий, как, например, влияние анизо­

тропии материала, влияние состояния за пределом упругости или влияние 

температурного напряжения. 

В заключение приведен подробный список работ, касающихся концен­

трации напряжения возле отверстий и опубликованных в годы 1951 — 1968. 
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S u m m a r y 

O N T H E D I S T R I B U T I O N O F STRESS N E A R O P E N I N G S 

JAROSLAV DVOŘÁK 

This paper is a summary of the latest results on the distribution of stress near 
openings in plane media, and of their technical application. 

The first paragraph is concerned with the distribution of stress in an infinite 
plane medium containing openings with sufficiently smooth contour curves. 
The first and second fundamental problems of the theory of elasticity are for­
mulated, together with some modifications, and also the outlines of a number of 
solution. These are 

a) the method of infinite series, 
b) the method of Muskhelishvilly, 
c) the method of Laurincell-Sherman, 
d) the method of curvilinear coordinates (separation of variables), 
e) the method of approximate conformal mapping, 
f) the method of Green's function, 
g) the method of linear conjugation. 

Finally some interesting results of solution of this class of problems are given. 

The second paragraph contains a brief account of a rather narrow group of 
problems, namely the case when the contour curves also contain angular points. 
Some results are given. 

The third paragraph treats the distribution of stress in a half-plane containing 
openings with sufficiently smooth contour curves; and the new formulation of 
the first and second problems of the theory of elasticity, since they differ from 
those of the first paragraph. I t appears t h a t in a majority of cases almost all t h e 
methods of solution t h a t have been listed, may be successfully applied. The 
section again concludes with new results of solution of this class of problems. 

The fourth paragraph formulates problems of stress in an infinite plane con­
taining one opening with a smooth contour curve, and stiffened by an annular 
frame,**either elastic or totally stiff. The customary method of solving such 
problems is also given, 

The remaining paragraphs are concerned with several other phenomena 
affecting the distribution of stress near openings, such as anisotropism of the 
medium, passing the elastic limit, or thermal tension. 

The article concludes with a detailed list of papers treating stress distribution 
near openings, published between 1951 and J u n e 1958. 
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