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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY ¢isto 2

0 KONVERGENCI ITERACNICH METOD RESENI SOUSTAVY
NELINEARNICH ROVNIC

Mirosrav SISLER
(Doslo dne 4. prosince 1958.)

V ¢éldnku jsou poddny postaéujici podminky pro konvergenci iterad-
nich metod feSeni soustav nelinedrnich rovnic a nékteré odhady pro
chybu. Je uveden jeden numericky piiklad.

Pii numerickém vypodtu feSeni soustav n nelinedrnich rovnic o » nezndmych
se dasto pouiZivd tzv. iteradnich metod (obvykle to byva Newtonova iteraéni
metoda a nékteré jiné). Podstata téchto iteraénich metod spoliva v tom, Ze
se poditd postupné posloupnost bodé x, = (z,,, ..., 2,,) (tzv. aproximaci),
y=0,1,2, ..., kde x, je dostatedné blizka aproximace feseni a == (a4, ..., a,)
soustavy rovnic. P¥itom posloupnost {x,};°, je definovana takto:

xl'-%—l = (P(x,,) >

@ == (@ .5 Pn), ¢; jsou vzhledem k soustavé rovnic vhodné volené funkece.
Jestlize takto sestrojend posloupnost aproximaci konverguje k fefeni a,
plati za piedpokladu spojitosti tunkei ¢y, ..., ¢, v bodé a rovnost a = ¢(a).
Tak napt. Newtonovu iteraéni metodu pro soustavu rovnic f(x) = 0 obdrzime,
volime-li p(x) = x — f(x) F-1(x), kde F! je inversni matice k funk&ni matici

o, e,
ox,’ 7 oy

F=1{ ............

h afl afn
oz, ’ ’ ox,

Pokud F-! existuje v bod& a, potom zfejmé a = ¢(a), nebot f(a) = 0.

Vegkeré dalsi Gvahy se budou diti zasadné v E, a budeme ptitom p¥edpo-
kladat, %e ¢, ..., ®, jsou libovolné realné funkce na E, majici totalni dife-
rencidl aZ do fadu N -+ 1 (vyznam ¢&isla N bude patrny z daldiho vykladu)
v celém svém definiénim oboru.
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Definice 1. Iteraint metoda dand funkei ¢ jest ¥adu N » bodé a, jestli‘e a =
= @(a) a véechny parcidlnt derivace funkct @;, 1 =1, ..., n, oZ do fddu N — 1,
jsou v badé a rovny nule a alespott jedna parciding derivace Fadu N je v bodé a
od nuly riznd.

Definice 2. lteratni metoda dand funkci ¢ jest Fadu N v oblasti Q c E,, jestlize
jest fddu N v kaZdém bodé a e Q, pro ktery a = ¢p(a).

V prostoru E, zavedeme nyni metriku o takto: Je-li x = (%, ..., 2,), y =
= (Y1, -+ +» Yn)> POtOM

n

o(x, y) = max |z; — | -
i=1,...,

i=1,

Definice 3. Chybou aproximace x, nazjvdme ¢islo
0, = o(x,, a) .
Definiee 4. Opravou aproximace x, nazgvdme &slo
dy = 0(%,41, X,) .
Déle zavedeme toto oznaceni: K[y, u] znadi mnoZinu viech bodé x, pro

které je o(x, y) = %

Véta L. Necht v K[x,, A] leZi alespot jeden bod a takovyj, e @ = ¢(a). Necht

0 <A<, o=- 2

N N-1
N!”P)

N #dd iterace v bodé a, N 22, n 22, P=max Q,.,. ,,t=1,..,nk +
o = N By Z 0, Ey = 0, ’

N,
Qi k= sup | T ___(x)].
! * xeK[xo,2] | Ok ... Oxkn ()
Potom pro posloupnost {x,},% 4, X,y = p(x,) plati:
g\N-1
(1) L 8yr = (~) oy ;
X[ -
2. posloupnost konverguje k a;
3. a je jeding bod v K[xy, 1], pro ktery q — p(a).
Diikaz. I. Protoze iterace je fadu N v hodg a, je
2) o _ 4 o 1"
(2) o, —a; = N [(xr—l,l — ) a o @ a");ﬂ';] @i (Po_1,) »

P = éu—J,z‘xu—l — (1 — 51‘»1,1) a, 5‘»«1,1' e (0, 1),i =1,..,7n.

Ty ‘y . PN y)
Nyni dokizeme indukei, Ze J, = 50 ¥ =0,1,2,... Protoze aeK[x, 4], je

142



dy = l . Predpokladejme nyni, %e o,._

L\.,[ N

= Z. Potom z¥ejmé je x,_, € K[xo, 24],

tedy p,_l eK[x,, Zl].J e viak nyni patmne,ze hranatéd zavorka v (2) je souttem n®™

séitanci tvara ————"—=(p, ;) (v, — @) ... (2,5, — @), kde by
L

p=1,n

_ 1
e+ b, =N,k Z0,..,k, = 0. Jo tedy |o,, —a;] = Vi nNPoOY | pro

kazdéz = 1, ..., n takZe

N-1 N1 N-1
1 N 2 2 T A
‘ —~ . mN N | N — — =
(3) d, : i nN PolY (zx) o, < (N) (2) ;

. ., F g . , ~
Protoze plati d, = o V= 0,1, 2,0 Je x, e K[x,, 221, v = 0,1, 2, ..., nebot

. \ A2 .
o(x,, X) = ¢(x,, @) + o(xq, @) = 8, + 6y = | -, = 4. Kromé toho je p, ;€

iA

Do ™

e Kxg, 24], v =0,1,2,..., 2= 1, ..., %, take ze (2) plyne

2 N-1
O = (—) 6,, »=0,1,2 ...
0.4
< 1. Protoze

Nt v
‘ 2 2 N
A' 6, =|= 6y = S
[6.9 (29 X

je lim 8, = 0, tedy lim x, = a a tvrzeni 2 je dokdzéno.

Y—>00 Laass]

1I. Plati

(A

III. Nyni dokdZeme, %Ze a je jediny bod v K[x,, A]takovy, %e a = ¢(a).
Necht @' + a, a'eK[x, 4], a’ = ¢(a’). Oznadime-li J, = o(x,, a’), pak
S\ N-1
stejnd jako (1) se dokaze nerovnost ¢, = (—) 0,% a odtud plyne, ze lim §; =
X ¥ P—>00

= 0, takZe lim x, = a’ = a, coZ je spor.

P—>00

Véta 2. Necht v K[x,, 1] leZi alespoii jeden bod a takovy, fe @ = ¢(a). Necht
iterace je fddu N v bodé e, P, « maji stejnyj vyznam jako ve véty 1.

Bud ddle 0 << A << 1. Je-li 0<Z A < «, je a jedingm bodem v K{x,, 1], pro

J\YV"

. . . s v , A y p
ktery a = @(a). Ddle existuje prirozené ¢islo v, takové, Ze (— < A ade pro vech-
0.4

na prrozend Gisla v = vy plati ndsledujict odhady chyby:

6 - 9 N-1 1 dN
(4) v+l =\, (1 — AF-)N >

5 _ g\N-1 o [ g \N-1 1 s
(5) vl = —(; (1 ;,_:hA_N:—le—ll ‘y Jr ; ’(l——:— A'N;\l')/[\' t, .
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Dikaz. Bod a je v disledku véty 1 jediny v K[x,, 4]. Podle véty 1 plati

pro v =0,1,2, ...
N1
2 3 :3 N'V ) N”
ST A O A
X 2.9 X

N¥e o
y - < - y < 2
Protoze 4 << , existuje 1, Ze (—) = A. Pro v8echna » = », pak plati -5, <
& X

ISEN N

_ ). NV _ Z 1\71’0»/ : o - . . , L
=\ =\ = A, tedy 0, = 3 A. Pro v = », plati podle pFedchézejici

~ ==

\

I

9 N-1 ~ N-1
neroviosti a podle (1) 6,4, = (ﬁ) ()) AN-Y5 = AN-15 . Déle plati
(29 Z

9, = o(x,, a) = o(x,, X,,) + o(x,q, @) =d, +0,,; S d, + AV-15,.

Odtud 6, = f‘j"l‘A"N’_’i d,. Podle (1) plati
N1
) : O = (;) (TT}Q‘\T';EjN dy
a dale
2\"* 1 _
© O S (;) (T av v B
2\M1 1
(7) 0, % 0y +d, = (“) Ty & b=

2\ 1 :
S S e

Z (6) a (7) dostaneme

(5) 9 N1 1 - 9 N-1 1
() oz st B i) =

V nésledujici vété 3 jiZ neni tieba pfedpokladat existenci bodu a, a = ¢(a).

0,41

A\

Jéta 3. Bud N pFirozené ¢islo,
Py =max Qur, ..z, K=1,..,N,i=1,...,n,k +... Lk, =K,

. . 8K¢.
b, = ey ky = 0 ik A ) P t
B2 0 ko 2 0, Qi x:KEc", 21y | Oxr ... Oxkn (x)’ :
a necht d, vyhovuje témto podminkdm:
1 N
(8) dy << =~
LN nVPy
S S L owpogna L
9 i—,n 11 mnpzdo‘}'---‘}'jv‘!‘n N < g
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Potom v K[xy, 4d,] exisiuje alespoti jeden bod a takovy, fe a = p(a). Je-li nyné
tterace Fadu N v oblasti Q, K[x,, 4d,] c Q, poiom pro posloupnost {x,}° g,
Xesr = @(x,), plai:

1. v K[ x,, 4dy] leZl pravé jeden bod a takovy, e a = p(a) a je lim x, = a;

k]

y—>w0
, 2 2 2 5
2. 0,4 = T nPyd, -} S 2Py 4 ... 7 WP AN <
< 2P (e — 1) + —»\ﬂn NP, P = max (P, ..., Py.q);
3. gelt 0 <A<,y = IS potom existuje prirozené &islo vy takové,
N N_1
(N! P )

4 N ; .
e (- do) = A a pro vdechna v = v, plati ndsledujict odhady chyby:

N1
R 1 1
) Ousy = (;) = AN-1)N ay,

9 N-1 1 9\N-1 1
g < | A I A |\ B
I I et L = e et

Dikasz. I. Nejprve dokdZeme indukef, %e d,,, << 3d,, » = 0, 1, 2, ... ProtoZe
Typr,s = QalXugs -5 X,), j€

1 0 i
(13) &pyq,;— X ;= i [(Tu i %) 5&: (@, — ) ;)3?] @ (X,—1) +

A e +
1 a 1T )
+Rf-’ (fl»", Eyq 1)A + +( v v—1n)%; "2 (Pu"l,i H
P1 1z:3v‘1,1x— 7[‘ (] ksv"l.i) X, v*l,ie(oy 1);%: l:"':”

Protoze x; e K[xy, 4d,], Po.; € K[Xq, 4d,], je podle (13)

1 1
d, 1— nPidy + = nZP o2 N nVP dY =
> -+ | N N-1} 1 d. < ]d
-»—d WP ]—?"n/]d -..T‘Ii'n‘PN(ZO_ \éj\—-———l 0 ;:_‘l,r“.

1 .
< 5dy v=20,1,2,..,»— 1 Potom je x;e¢

Predpoklddejme nyni, Ze d,
e K[xy, 4], ¢ = 0, 1, ..., » + 1, nebot
Q(xiv x{)) .g_ Q(X i— 1) + Q i~1» z 2) _‘7‘ + Q(xlz XO) =

1 1 ,
=diy +dy b dy < dy (1 + 5+ ,___) < 2d,
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Protoze nyni x,,, e K[x,, 4d0], x, € K[x,, 4dy], p,,; € K[%p, 4d,], je podle (13)

1
d. = 1' nP A, = nEI’ az ..+ NT nNPdN <

< d P ! NPy L av-1)

< Oy Ny R + 9‘ zz,,fo + . 7\77 n Sty %o <
1 . .

< d, ( nP, ~)— n:Pydy + ... -+ N1 n”Pi\dQ-l') <
FA

1 1
e Z_N_’—_l = = 'g(l,, .

Protoze tedy d,,, << 3 d,, »=10,1,2,..., je limd, = 0. Nyni se snadno do-

kize, e K[x,.y, 4d,,,] c K[x,, 4d,]. Necht x ¢ K[x,_,, 4d,,,]. Potom g(x, x,,,) =
< 2d,., a dile o(x, x,) = 0(x, X,.,) + 0(X,.1%,) = 2d,,, +d, < 2d,, Gl xe
e K[x,, 4d,]. Posloupnost {K[x,, 4d,1}>., je tedy posloupnosti kompaktnich
mnoZin v E,, jejichZ praméry rovné 4d, konverguji k nule, takie cXistuje

ae N K[x, 4d,]. ProtoZe je aeKlx,4d)],»=10,1,2,..., je o(a,x) = 2d,
=0

¢ili lim x, = a e K[x,, 4dy]. Protoze limz, . ,,=a; a lim ¢,(x,) = p(a), je

a = ¢(a).
1 :
II. ProtoZe x, e K[x,, 4d,], v = 0, 1, 2, ..., je podle (2) §,,, < A—” NP O —
o\ N~1 i
= |= ON. Je-li viak a' + a, @’ = @(a’), a' e K[x,, 4d,], plati zfejmé také
v
VR | w2V gow , , R
0, = NT aNP O N = |- 6,N, kde 6, = p(a’, x,). Nyni plati
4
2 2, \" 2 N (4, \"
o e s s )= ()
(1) % y v y o
—
1[N\ N! N
a dy << 5 (m) . To je ztejmé, je-li —5— e < 1, podle (8). Je- 11 NP =1,
1

1 N 1 Lo e
potom kdyby d , bylo by i—!'nP1 +...+N—!n‘ Pdi-t =

0= 5 NPy
. 1 . . ¥
= 5F-1 coz je spor s (9). Dostavame tedy, Ze
1 1
d 2 NPy SRV 1

Ze (13) a (14) vyplyvé,, Ze lim 8, = 0, &ili lim x, = @’ = a, coZ je spor.

P00 P00
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3

1. ProtoZe x, € K[x,, 4d], » = 0,1, 2, ..., je podle (13)

1
oy = 11 Pd, + %nzpzdﬁ SERTEIN n[‘P AR
Kromé toho plati o, =d,, + dye+ ... < d,,ﬂ FAd,, b < 2d .,
takze
. 2 .
(10) Ori1 E 72] W, 7‘ = naP A2 . -VT nNP AN <
Fa

iA

2P (e" — 1) ;— V' nNPNdﬁv.

9 N-1 9 4 Ny
IV. Protoze je 0,4, = () ON, je stejné jako v (14) ;6 = (;do) a v di-
4

Y
sledku (15) existuje piirozené tislo v, tak, ze (— dy = A. Pro viechna y =
Y

by NV Ny
25, = (é d) < (f do)
v v V4

Yo

pak plati
A

lIA

Lv!‘i

a tedy 0, < %~ A. Nyni stejnym postupem jako v diukazu véty 2 dostaneme

pPro v = v,

_[2\Y 1 .
(11) (Su-i-l = ; (1 — A[\ 1)\(]11 »

an so= AT L
v+l = | (I — AN-1)N=2 7% [ 7 v (1 UANS ])

Pozndmka. Véta 3 v piipadé N = 2 nabyvd zvlait jednoduchého znéni,

nebot podminky (8), (9) se redukuji zf’ejmé na jedinou podminku
I —2nP
dy <, = "_"zP = 0.

Jakost odhadt z véty 3 bude nyni zfejma z nasledujictho numerického
piikladu.

Piiklad. Vétu 3 budeme aplikovat pii fefeni soustavy dvourovnic o dvou
neznamych

xd — 2y 4 2 =
zy? — 2y =0

Newtonovou iteraéni metodou, ktera je s vyjimkou bodt, ve kterych je funkdé-
ni determinant soustavy rovnic roven nule, obecné iadu 2

Volime
o Zaty — 2% 2 2a%y? — xy® + y*
07 By —ayr — 322 L2y 12T Bady — e —3%2+2y’

2, = 1,3, y, = 1,6. Potom d, = 0,0385893, P, = 0,1, P, = 2. Predpoklady
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véty 3 jsou ziejmé splnény. Odhady (10), (11), (12) pii volbd A = 8d, ==
= 0,3087144 zni takto:

(1r) Oy = 8,3703773d, = A, ,
(129 0,41 = 5,7863204d [1 + 8,3703773d,] = B, ,,,
(10/) éul 0745dv _l‘ Sdi = OH—I‘

1A

A

Jakost odhadu je nyni aeJma z nasledujici tabulky (pfesné feseni soustavy

je X = l/z*1<>599210 Y = V4-15874011)

Tabulka

; ‘ ' —
‘ ¥ Ty Y “ i 3, ' A, B, c,
- I S N
| \
‘ 0 i 1,3000000 | 1,6000000 ;| 0,0385893 | 0,0400790
i 1 1 1,2614107 | 1,5864761 | 0,0014882 | 0,0014897 | 0,0124646 | 0,0114009 | 0,0273488

2 , i 1,2599225 | 1,5873975 | 0,0000036 | 0,0000036 | 0,0000185 | 0,0000129 | 0,0006130
| 3 1,2599210 | 1,5874011 ‘ 0,0000000 | 0.0000000 | 0,0000000 | 0,0000014

Literatura
[11 I". Rehbock: Zur Konvergenz des Newtonsche Verfahrens fir Gleichungsysteme;

Zeit. f. angew. Math. u. Mech., 22 (1942), str. 361—362.

Peswome

O CXOIMMOCTH NTEPALHUOHHBLIX METOJOB PEUWIENNS
CUCTEMBI HEJTUUHENHBIX YPABHEHUNI

MWPOCJIAB IHIUCJEDP (Miroslav Sisler)

B pabote moka3aHsl HEKOTOPAE JOCTATOUYHBIE YCAOBUA AAA CXONUMOCTH HUTe-
PANHOHHELX METOJ0B, HPH KOTOPBIX ITOGTICHOBATEIbHOCTL NPUOIMKeHmHA pe-
meHmA oupepfenena QopMmynolt x,+; = @(x,), »=0,1,2,..., x, = (2,4, ..

\F]

Zyp), @ = (@1, ..., Pn); @P; — YTO OTHOCUTCIIBHO K (HCTEME yPaBHEHUH 1OJ-
X0AIAM c1roco00oM BeiOpanHsie yHrmuu. IaBusiM pesyrraToM paboTsl ABIH-
ercsa cnemyiomas rteopeMa: llyers N — marypaissoe ymeao, P, = max
Qiroop K=1,2,. N, i=12.,nk +.. +hk,=K k =0,..,k =
> , Ops , |
= 0,100 Qg = sup P P s (x){, u uyern dy = max }xlyi ==
20 =2 4| < 2d, L ce Oy ;z~1

_ 1 N! 1

— Xy;] yAoGaersopaer chepyouiuM  yenosuam: do < ) NPW’ nP +
7

1 ;
n2Pydy + . o n NPy T <

NI Torga cymwecrsyer Xotsi 0Ll OfHA

gN-1"
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TOUKA @ = (@y, ..., @,) TAKAA, YO0 Max |a; — 2y, = 2dy 1 @ = g@(a). Ecuu

i=1, ..,n

wrepalims nopagra N ® ofmacim Q c E, cojCpskalllcil  MHORECTBO  TOMEI
X, I KOTOPHIX Max |¥; — Zo,| = 2d,, 7o A7 1m0CTeHoBATeILHOCTH {x.}2 0,
=1,...,0
X, 1y = @(X,) CUPABENIIMELI CJelyIOLIe YTBepHICHITA:
1. Cymecrsyer TOJABKO ONHA TOYKa @ rTaKas, uto a = ¢(a),

max |a, — 2o, < 2d, u limx,=a;

i=1,,..,n V—>0
- 2 2 2 | 2 N7 N nd
< < e - L =< v
2 0,4y = T nPd, + 0P, + .. N Puyd,) < 2P (" — 1) +
! s AV
2__ N 1[\"

-+ Al n PN(..V,, ,
e P =max (P, ..., Py_y), 0,01 = max @,4,,; —a, d, =
= max |@,4,; — &,,; i=1,...,n

i=1l,...,n

2
3.ecm 0 <A <1, y= - 10 CYIICCTBYCT HATYPAJILHOE YHC-

4\,
TIO Py TAKOE, UTO (4 (lu < A u jis Beex HATYPAJbUDIX ¥ = Vo HMCIOT MCCTO
L4

cJieryromye oneniKy OMTIORE:

2\N-1 1 . _{2\N-1 1

/

av {1+ %N‘lﬁ_}_a_ JN-1
PR e ——]

ITpmroM MBIl TOBOPEM, uTO WTCPAIIs, OUpeResentas Gyniimeli @, ccTh 10-
psiarka N B obsactu Q c E,, eciu oHa nopsauka N B xasmjoil touke a ¢ Q, jis
KOTOPOit @ = @(a). Urepanusa, gasce, Oyaer nopsarka N B rodKe d, U KOTOPOIt
a = @(a), ccmr Bee wacTibie MPOW3BOAHER Topaaka 1, 2, ..., N — 1 pyuxunei
@, t=1, ..., % B T0UKe @ PaBHLL HYJIO M XOTs1 OBl 0AHA UACTHAT TPONIBOLHAS
nopanka N B Toure @ He PABHA HYJLO.

Zusammenfassung

DIE KONVERGENZ DER ITERATIONSVERFAHREN
FUR DIE LOSUNG DER SYSTEME NONLINEARER GLEICHUNGEN

MIROSLAV SISLER

In der Arbeit sind einige ausreichende Bedingungen fiir die Konvergenz
der Iterationsverfahren nachgewiesen, fiir die man die Folge der Approxi-

149



mationen der Losung mit Hilfe der Formel x., = ¢(x,), »=0,1,2, ..,
X, = (Xyqy eees Eyn)s @ = (¢, ---, Pn) definiert, wobei ¢, mit Riicksicht auf
das System der Gleichungen geeignet gewihlte Funktionen sind. Das Haupt-
resultat der Arbeit ist folgender Satz: Sei N eine naturliche Zahl, P, = max

Qirer vy K= 1,2, N, =1, .0k ... |k=K k=o0,..
i 9(/)- ’
vk, =0, Qup o = SUP —Lr x)!, und dy = max {a, , —
n == Yy ‘L)z,/.]: > kn [xl—x03| 24, 8’1’,‘7“ a’.{fﬁ"( )| 0 icl’.‘.,n‘ 1.i
1 1 . 1 M 1 o '
— 2] soll diese Bedn]gungen erfiillen: dy < ERny ] n P, + 517 Py +
[t !
1 1 i .. . .
4+ .. Vi RV \d) V1 << 5w Dann existiert wenigstens ein Punkt a =
= (¢}, ..., tt,) 80, dass max \a — @y, = 2d, und @ = @(a) ist. Falls die Tte-

i=1,..., .

ration die Ordnung N im Lelemh Q ¢ E, hat, der die Menge der Punkte x,

fiir die max |z, — 2y, = 2d, ist enthélt, dann gelten fiir die Folge {x,}=
i=1,....n

rfp=0>3

X, = ¢(x,) diese Behauptungen:

1. Es existiert nur ein einziger Punkt @ und zwar so, dass a = ¢(a), max

t=1,...,n

la; — @] = 2dy und lim x, = a ist;
Verrr OO
2 )
208, = nI Y S— 31 n2P,d? -+ W n“]’ dN < 2P(end — 1) -}«—V .
NP AN P— max (Pq, ..., Pyy), 0,01 = max [|¢,.,, — @], d, = max
i=l,.0.,n ‘ iwml, oo, n
l‘fyﬂ,i — 3%.{!?
3. falls 0 <A <1, y= " ist, dann existiert eine natiirliche

=

4 . . . .
Zahl vy so, dass ()— (l(,) = A gilt, und fiir alle natiirlichen » = », die folgenden

N — N
AN L = ay.

>

i

~

i
r—
=iy
e ———
=
-
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Wir definieren dabei, dass die mittels der Funktion ¢ gegebene Iteration
die Ordnung N im Bereich Q c E, hat, falls sie in jedem Punkte a, fiir welchen
a = g¢(a) gilt, die Ordnung N hat, falls alle partiellen Ableitungen der Funktio-
nen ¢, ¢ = 1,...,n der Ordnung 1, 2,..., N — 1 im Punkte a gleich Null
sind und wenigstens eine partielle Ableitung der Ordnung N im Punkte a
von Null verschieden ist.
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