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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY CIsLO 1

UZITI GALERKINOVY METODY V ULOHACH O STABILITE
PROUDENI VAZKE TEKUTINY

Joskr Koromy

(Doslo dne 26. Fijna 1958)

V éldnku se dokazuje konvergence Galerkinovy metody pro ulohy
o stabilité proudoéni vazké tekutiny proudici mezi dvéma rotujicimi

valei,

Nejdiive uvedeme nékteré véty a definice. Ostatni definice zde nepodané
jsou obsazeny v knize S. G. MicHLINA [1] v tom znéni, v jakém jich budeme
pouzivat.

Oznaéme symbolem £ otevienou a omezenou oblast m-rozmérného Huklei-
dova prostoru E,,, 2 jeji nzavér, Il uplny separabilni Hilberttv prostor a D,
defini¢ni obor operatoru K v prostoru H.

r vy

Véta 1. Necht je 1 > 0 celé &islo, 2 c E,,. Necht V je mnofina funkei l-krdt
spojité diferencovatelngich v 2 a vyhovujicich libovolngm okrajovim homogennim
podminkdm. Polom V je hustd v Ly(2) ([2], § 16).

Definiee 1. Necht operdtor A, je definovdn na linedlu M hustém v H. Relneme,
Ze operdtor Ay je kladné definitni na M, existuje-li konstanta y > 0 tak, Ze pro
kaidé we M je

(Agu, w) =yl .

Véta 2. Necht linedl M je husty v I a necht A, je kladné definitné na M. Potom
Ay lze rozstFit na samodruing (sam sobé adjungovany) operdtor. ({11, § 19.)

Definice 2. Bud A, samodruzny kladné definitni operdtor definovani na linedlu
M hustém v H. Zavedme Hilbertiw prostor tim, Ze na linedlu M definujeme skaldr-
nt soucin vztahem

[, v] = (4ou, ») .

V tomto prostoru je norma ddna vzorcem

IUI‘Z = (A, v).

Takto ziskany prostor memusi byt dplny. Doplnime-li jej obvyklym zpisobem

imilnimi proky, je takto rozsiFeny prostor jiZ wiplny. Tenlo prostor oznalime
symbolem H,.
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Véta 8. Necht p je parametrem rovnice
(1) A — v =0
a M c Dy. Ddle, necht jsou splnény tyto piedpoklady:

L. Operdtor A, spliiuje pofadavky definice 2.

I1. Operdtor T = Ag'K je totdlné spojity v I,
Potom Galerkinova methoda pro vipodet charakteristickyjch ¢isel n rovnice (1)
konverguje v H,. ([1], § 52.)

V dlohéch o stabilité proudéni vazké tekutiny se uziva Galerkinovy metody
k nalezeni charakteristického &isla linearnich okrajovych tdloh. Vysetifovani
stability proudéni vazké tekutiny proudici mezi dvéma nekonednymi rotujicimi

valei poloméra a, b (b > «) vede k Gloze o charakteristickych &islech rovnice

(2) (D? — a?)3 o(x) = S o? (A - ’—r]%) vx), a=x=b,
s podminkami
(3) v=0, (D*—a2)v=0, DD*—a)v=20

d .
prox = a,x = b, pticemz D = PP A, B, x,a, bjsoukonstanty rtazné od nuly.
(3], (2.6) a (2.7).)

Ditkaz konvergence Galerkinovy metody pro vypodet charakteristickych
disel v uvedené tiloze provedeme tim, Ze dokdzeme konvergenci této metody pro

rovnici
@) — (D* — o (@) 1 pp(a) (@) = 0
s podminkami

1 (54) v(a) = v(b) =0,

(5,) (D? — o) v(a) = (D? — o) w(b) =0,

(5)
J D(D? — o) v(a) = D(D* — a) v(b) = 0,

d , .
kde D = ap &< by, funkce p(x) ¢ Ly(a, b) a dislo o > 0. K tomu stati do-

kazat, ze plati predpoklady I. a II. véty 3 pro rovnici (4) s podminkami (5).

Platnost piedpokladu T.

Necht M je mnoZina viech funkei majicich spojité derivace do Fadu Sestého
véetné v {a, b> a vyhovujicich okrajovym podminkam (5). Budiz N mnoZina
vSech funkei majicich spojité derivace az do Fadu Sestého v <{a, b> a vyho-
vujicich okrajovym podminkam (5,) a (5,). Podle véty 1 M a N jsou husté
v Ly(a, ).

Polozme

@ = — Lv, kde L =D —aqa, Aw= — L, Kv= pe .
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Podminka (5,) ma potom tvar
(6) @a) = p(b) =0,
piidem? pro »(x) plati (5;). Dokizeme nejdiive, ze operator 4, je kladné defi-
nitni na N.
Predeviim

b
(N v=— Lolp — — [G(, £ ¢(§) dE,

kde G(x, &) je Greenova funkee pro lohu danou rovniei

v =20
a okrajovymi podminkami (5,). Operator L~ je tedy omezeny a integral (7) j
Fredholmiv operiator se symetrickym jadrem aplikovany na funkce ¢(&)e
e Ly(a, b). Je tedy samodruzny (viz [4], § 30). Integraci per partes a podle (6) je

e

b
= — [(¢"y — op®) dz = ol .
Podle (5,) )
b b

llpl? = (Lo, Lo) = [(0"* + 2002 + o®?) dz = o® [0 dz = o?|p|? .

Odtud a z ptedchozi nerovnosti dostaneme
(8) (A, v) = y2ollt, 7 =o]o > 0.
Operator 4, je tedy kladné definitni na N. Protoze viak M c N, je A, téz
kladné definitni na M, lze jej tedy podle véty 2 rozsifit na samodruzny ope-
rator.

Platnost predpokladu II.

Skalarni soudin

lu, v] = (Agu, v)
definuje na uzavéru M prostor H, s normou
b
'v'2 = (4w, v) = — [(D* —o)3v.vdx.
a
Dokédzeme, 7e operator Tv = Ay 'po je totalné spojity v H,.
Predevsim je
b
To = [y, &) p(&) o(£) dE
kde G(x, £) je Greenova funkce pro filohu danou rovnici
(D2 —oPux)=0, azZa=b

a okrajovymi podminkami (5).
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Oznatime znakem J dvojrozmérny interval J = {a, b> x («, b) a znakem
({a, by mnozinu viech koneénych spojitych redlnych funkei v {u, b>. Necht @
je omezend mnozina funkei o(x) v Ly(a, b). Existuje tedy dislo ¢} > 0 tak, Ze
lol| < €, kdy7 ve . Necht U je mnozina funkei u = T'», kde v ¢ . Piedné
U c CLa, by.

Dale

b [
[ulr < [p[PdE. [|Gi(x, &) p(&)PdE < CTMIX?,
kde

b
M, = max |Gz, &, [ip(&)zde < X2,
|z, &)e] @
Funkce z U jsou tedy stejné omezené. DokédZeme, Ze jsou 67 stejné spojité.
Funkce G(z, &) je stejnomérnd spojitda v JJ. K libovolnému ¢ > 0 existuje
d(g) > 0 tak, ze
(@ e {a, by, xye a, b, v, — @] < (&) = |[Gy(xy, &) — Gy(w,, §)] < .
Potom po kazdé w e U plati
(q € {a, b), @y e {a, b, [, — @] << 8(8)) = Ju(@y) — u(w,y)]? < 201X .
Podle Arzelovy véty mnozina U je normilni. (Jarnik, Diferencialni podet,
kap. VI, § 17.) Operator 7 je tedy totalné spojity ve smyslu stejnomérné kon-
vergence a tedy tim spise je totalné spojity ve smyslu konvergence v priméru
v Ly(a, b).
Budiz F omezend mnozina funkei v(x) v H, Existuje tedy &slo By > 0
tak, Ze
[zzl < By, kdyz wvelF.

Podle (8)
) 1
R
Il GVUI l
a tudiz
1
9 Wil << —=DB,, kdyi vel .

" oo
Operator 71" je totalné spojity v Ly(a, b), 1ze tedy vybrat posloupnost v,(x) ¢ F'
tak, Ze
(10) ||T’U" - vazn[ — 0.

N, M>00

Odhadneme
|7, — Tv,|.
Podle definice normy v H,
|’l71)71 — Tvmlz = (AD T(’U“ - 17‘m)> T(U" - ”m)) =
= (p('&‘" - 7‘.m,): T(Un - Um)) .
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Odtud a podle (9) a (10)
ITUn - T”mlz ; HZ)H . H?’n - Umu . ‘;T,Un B Tv'rn,ll g

2B
=2l T, — T, — 0.

(7]/()‘ n, M—>m0

Operdtor 7' je tedy totalné spojity v H,, ¢imz je dokazano, ze podminka II. véty
3 je splnéna. Tedy Galerkinova metoda pro vypotet charakteristickych Cisel
rovnice (4) s podminkami (5) konverguje v H,,.

A
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Peswome

HPUMEHENHUE METOJIA TAJIEPKUHA B 3AIAYAX
OB YCTOMYUBOCTU TEYEHUN BA3KON KUIKOCTU

NOCE® KOJOMBI (Josef Kolomy)

B aroii crarne JAOKa3bIBaeTCcA CXOAUMOCTE METOAa TaJl‘e})x{HHa B IIpuMeHenmu
K 3aJaue OTBICKAHMA COOCTBEHHBIX 3HAUCHMIT B 3ajauax ol yCTOHYMBOCTH Te-
YGHUH BABKOH JKUAKOCTY MCHKIY IBYMbA GCCKOHCUHLIME HBIITHADAMY PAJUTYCOR
a, b (b > a), BpantalomuMcsa B OAHOM M TOM JK€ W B MPOTHBOBOIOKHLIX HANPa-~
BIEHHAX.

Summary

AN APPLICATION OF GALERKIN'S METHOD TO STABILITY
PROBLEMS OF A STREAM LINE VISCOUS FLOW

Joser KoLomy
This paper contains a proof of convergence of Galerkin’s method for the
calculation of eigenvalues in stability problems of a stream line viscous flow
between two coaxial infinite cylinders rotating in the same or opposite di-

rections.
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