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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY CisLoO 1

POZNAMKA K POJEDNANI FRANTISKA NOZICKY ,,0 JEDNOM
MODELU V KLASICKEM PROBLEMU DVOU TELES*

Mirosrav Broidxa

(Doslo dne 22. kvétna 1959.)

V éldnku je ukdzdno, jak pristupuje ke ,,Keplerovské problematice
a jak dospivd k hlavnim vysledktun, uvedenym v citované prdei
F. NoziCky, teoretickd mechanika.

V uvedeném pojednani [1] pfistupuje autor k problému dvou hmotnych téles
puasobicich na sebe gravitaénimi silami pfedeviim z hlediska geometrického.
Jeho obecné zavéry jsou pochopitelnd v naprostém souhlasu s vysledky teore-
tické mechaniky (resp. nebeské mechaniky). Tam, vzhledem k vzdalenostem
a rozmérim kosmickych téles, zpravidla stadi uvazovat hmotné body misto
bmotnych téles. S timto predpokladem viak nevystaéime, studujeme-li pohyb
raket a umélych drufic v gravitaénim poli napt. Zemé, kdy musime vzit v ivahu
jeji rozmdéry; ptitom matematicks stranka uvazovaného problému nebude pod-
statné ovlivnéna, pokladdme-li Zemi za homogenni kouli, resp. za kouli sloze-
nou z homogennich soustfednych kulovych vrstev (slupek). Druhé téleso
(raketu, druzici) povaZujeme 1 nyni za hmotny bod. Rozdil proti pfipadu, kdy
povazujeme Zemi za hmotny bod, spodiva pak jen v tom, Ze nyni nékteré tra-
jektorie druhého télesa budou prochdzet oborem zaujatym hmotou Zemdé; tyto
kiivky neptichazeji ziejmeé v tvahu pro drahy umélych druic nebo kosmickych
raket (pokud neptihlizime k odporu vzduchu, rotaci Zemé a celé fadé dalich
faktort; mohou ptichdzet v dvahu napt. pii ,,pozemskych® dalkovych rake-
tach).

Otéazka, kdy trajektorie druhého télesa bude probihat mimo obor zaujaty
Zemi, je Nozickou zodpovézéna pomoci mezni v,-hyperboly, jejiz rovnice je
v praci odvozena (rovnice (4,10)). JelikoZ Nozitka pii svém postupu dané
kuzZelosedce, jako trajektorii druhého hmotného bodu, pfitazuje kuzelosedku na
prostorovém kuzeli, nabizf se otdzka, je-li tento pfechod nutny a neni-li mozno
dospét k rovnici mezni »y-hyperboly v ramei rovinného problému. I kdyz nas
zdjem se vztahuje k zodpovézeni této otazky, checeme pouiit této pklezitosti
k tomu, abychom ukézali podstatu celého problému z hlediska mechanického.
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Hmotu prvniho télesa oznatme m,, hmotu druhého m,. JelikoZ midme na
mysli Zemi (m, = 6 . 102! tun) a raketu nebo druzici (m, fddové v tunach), mi-
Zeme gravitaéni pisobeni druhého télesa na téleso prvni zanedbat, nebot jde
nam jen o zakladni tvahu (a neni to jediny faktor, ktery zanedbavame). Je-li r
pravodiéem hmoty m, vzhledem ke stiedu O hmoty m,, je na hmotny kod m,
plasobici gravitacni sila F centralni a plati pro ni

MMy T
(1) Fe — M0 S

L]

Ty
kde » je gravitaéni konstanta.

Vzhledem k vySe uvedenému predpokladu o prostorovém rozloZeni hmoty
je silové plsobeni hmotné koule na hmotny bod m, stejné, jako kdyby celd jeji
hmota byla soustfedéna v jejim stiredu O.

Moment sily F vzhledem k bodu O je zfejmé roven nule, takze z Newtonova
pohybového zakona (v je vektor rychlosti bodu m,)

dv
2 my — = F
( ) 2 dt
plyne, ze moment hybnosti je konstantni vektor, tj.
(3) r X myv = C
kde pro vektorovy soudin jsme zavedli symbol Xx. Odtud vSak je vidét, Ze
vektory r a v stile lezi v téZe roving, &ili, Ze jde o rovinny problém.

V roviné vektori r, v zvolme bod O za poditek pravouhlych kartézskych
soufadnic z, ¥ a polarnich soufadnic #, ¢; jsou zvoleny tak, Ze mezi nimi plati
relace
(4) x=7rcos@, y=rsing.

Samozfejme jsou obecné viechny soutadnice funkeemi éasu f. Derivace podle
¢asu budeme znadit teckou, takze napt.

. de
@ = —-
T
Z rovnic (4) snadno odvodime pro Stveree rychlosti v? = v} + o) = @2 + 42
vyjadieni
(5) P = 72 - 7.29'02 X

Rovneéz neni obtizné se presvédeit, Ze z vektorové rovnice (3) jen skaldrni
rovnice piislusna z-ovym slozkiam vektori stojicich na levé a pravé strané je

vz v

rizné od nuly (osa z mi¥i ve sméru vektoru C), tj.
oo — yi) = O, ;
odtud dostavame v polarnich soutadnicich uZitim rovnic (4)

(6) o,
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kde mye = C,. To je prvni zakon Keplertv (jehoZz platnost nenf omezena jen na
sily gravitaéni (1), ale vatahuje se na viechny centralni sily): phsobi-li na hmot-
ny bod centralni sila, je ploénd rychlost konstantni. Piitom plognou rychlosti
nazyvime plochu opsanou pravodidem za jednotku éasu. Snadno se piesvéddi-
me, %o vyraz % representuje dvojnasobek této plochy a tedy konstantd ¢ pii-
slusi hodnota dvojnasobné plodné rychlosti.

Sila F, dand rovnici (1), je konservativni. To znamend, Ze
prace sily F po libovolné cesté neni zivislda na této costé
(a tedy je zavisld jen na podatedni a koneéné poloze). Od-
tud plyne, 7Ze vyraz pro elementdrni praci, totiz skaldarni

soudin F.dr musi byt tplnym diferencidlem urdité ska-
larni funkce V kterou nazyvame potencidlem (téZ poten-

r cialni energif), tj.
(7) F.dr = —dVv,;
0 3
Obr. 1. zdporné znameni je zde zavedeno z konvence. Pritom dr

znadl elementdrni zménu vektoru r; z obr. 1 jo vidét, Je je
rozdil mezi velikosti vektoru dr, tj. |dr|, a zménou délky priavoedide, kterou
znadime dr.
Pidme silu F ve tvaru

’

(8) F— F(r). ;

kde ; je ziejmé jednotkovy vektor. Podle (1) je v.naSem pripadé

) Ry = — 20

72

Jelikoz sfla F je kolinedrni s r, je # obr. 1 videét, Ze mizeme rovnici (7) psat
takto:

(10) F.dr = F@r)ydr= —4dV.

Odtud integraci dostavame, az na aditivn{ konstantu,

(11) V= — [F(r)dr.

Dogsadime-li sem za F(r) z rovnice (9), je v naSem specidlnim piipads

1,1,
(12) Vo My
r
Vratme se nyni k rovnici (2) a ndsobme ji skaldrné dr, ptidemz na lové jeji
strané zavedome za dr vyjadient '
d

r
dr:dt di = v di.
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Po jednoduché dpravé levé strany nejprve mame rovuici

(13) 51 (3mg?) dt = F . dr,

d¢
kde vyraz Im,w? predstavuje kinetickou energii hmotného bodu m,; oznadime
ji 7. Na pravé strané mzeme za F. dr dosadit bud —dV podle rovnice (7),
anebo F(r)dr podle rovnice (10). P¥i prvnim postupu nabyva rovnice (13)
tvaru

ar = — dv;
jeji integraci dostdvame zakon zachovani energie
(14) T--V=~F,

kde K je konstanta thrnné (mechanické) energie. Hodnota této konstanty je
uréena podatednimi podminkami, které uddvaji polohu ry a rychlost v, hmot-
ného bodu m, v ¢ase { = 0. V nafem specialnim piipadé, tj. pti ¥V daném rov-
nicf (12), mitZzeme psat

2N My XM Mg

15 Imop? — S = impgp? -
( ) PR r 2oty T

Tato rovnice, spolu se zakonem ploch (6) a s pouzitim vztahu (5), dovoluje jiz
nalézt Fefeni naseho problému. Prisluiny (nikoliv obtizny) postup lze nalézti
v celé Fadé ubebnic teorctické mechaniky i teoretické fysiky (viz napt. [2], [3],
[4D).

Pii druhém postupu vychdzime z rovnice (13) ve tvaru
(16) d(3mg?) = F(r) dr .
Predpoklidejme nyni, Ze trajektorie hmotného bodu m, je popsina rovnici
r = r{¢g); jeliko# @ = @(t), miZeme povazovat r za sloZenou funkei dasu. To

viak znamend, Ze v? vystupujici na levé strané rovnice (16) mazome vyjadtit,
vzhledem k (5) a (6), takto:

| e [T, 1

ot 9 g2 202 — 42 . — o2 oD e
nebot

o dr dr . e dr df1
(18) AT A T g *‘*’&,‘7(;)-
S ohledem na (17) z rovnice (16) plyne
1,'

(19) a%; (3mg?) = F(r) ::I:F

Misto proménné r(p) je vyhodné zavést novou proménnou u(p) substituci

()0) U = }‘ s
=4 p
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kterd se nabizl pii pohledu na velaci (17). Pro »2 tak mame vyjadient

1 v? = [(gj}i) + u{l ;

dale jest¢ z (20) plyne
dr 1 du
(22) o LA
do u? dep
Zavedeme-li posledni t¥i vatahy do rovnice (19) a provedeme-li na levé strané
naznatend derivovani, dostavame po jednoduchych Gpravich a za predpokladu,

Ze —— = 0, nasledujici rovnici:

C (],7
) L [d2u
(23) F = — myctu? |~ +uj.

d(/)-

To je Binetiiv vzorec pro centralni silu. Jeho platnost neni podminéna special-
nim tvarem (9) funkce F(r) resp. F(u).

Vénujme se nyni jiz vyhradné nasemu piipadu, tj. F(r) budiz dano rovnici
(9), takZe rovnice (23) nabyva po jednoduché aprave tvaru

d?u >
(24) — +u==32
do c?
Partikularni integral rovnice nehomogenni je ziejmé
XMy
U, == 5
1 2

obecny integral rovnice homogenn{ je

uy = A cos (¢ + y),
takZe obecné fesSeni rovnice (24) zni

. HMy

(25) w=u Uy = -—= | Acos(p+yp).

c2

Integraténi konstanty A4 a y lze uréit z poéateénich podminek. Vratime-li se od
proménné « k r, mizeme rovniei (25) psat takto:

cos (p + v

o, (9 +»)

To je poldrni rovnice kuzelosetky; predstavuje druhy Keplertiv zdakon, zobec-
nény i na pipady neeliptickych drah.

Tento druhy postup pro nas specidlni piipad problému dvou téles (ve smyslu,
jak je uvazovan v praci Nozickove) je v podstaté uveden v TRKALOVIE Mecha-
jak j v N kové) j podstat d T ‘ Mech
nice [5], Binethv vzorec tam viak odvozen neni. Viz téz napt. [6], [7], [8], [9]-

34



Nyni musime uréit hodnotu konstanty 4. K tomu adelu zavedme nejprve
(25) do pravé strany rovnice (21) a pak pii ipravé pouzijme vovnice (26). Dostia-
vame

Do 222
2 =c2| A% | sl . } Y
¢t r ¢t |’

takze pro poditedni hodnoty v = vy, r = 7y plyne odtud pro 42 vyjidient

Zemy - 1

(27) A% =

To ct

Jak je zndmo, nedegenerovand kuZolosedka popsand rovnici
. P
(28) r = r_

je elipsou, parabolou nebo hyperbolou podie toho, je-li & < 1, ¢ -~ 1 nebo
& > 1. Plati tedy také, podle druhu kuZelosedky,

(29)
Srovndanim (28) s (26) dostavame
Ac?
(30) - i
ALY

Zavedeme-li tento vysledek do piedeslé rovnice a dosadime-li za 4?2 z
mame nejprve

—
(8
~1

~—

&

.2 s 242
K (03 - 2xemy 4 ,}t_ml) -
29772 E
Py

odtud plyne

takZe, po vynasobeni vyrazem {m,, dospivame konecné ke vztahu

AT
(31) Y2 — T2
Ty

= 0.

Vyraz na levé strané predstavuje thrnnou energii hmotného bodu m, v gravi-
taénim poli hmoty m,. Vztah (31) miieme téz interpretovat takto: trajektorie
hmotného bodu m, v gravitaénim poli hmoty m, je elipsou (parabolou nebo
hyperbolou), je-li poédtetni kinetickd encrgie tohoto bodu mensi (rovna nebo
v&t&i) nez prosta hodnota jeho podateéni energie potencialni. Pokud pti vydtu
trajektorii mluvime o hyperbole, mame na mysli pouze jednu jeoji vétev.

Nyni se vénujeme ji% odvozeni rovnice mezni v,-hyperboly. Téleso o hmoté
4 je homogenni anebo po vrstvach homogenni kouli o poloméru R (piipadné
o efektivnim poloméru B, kdybychom chtéli piihlédnout k odporu vzduchu
ap.). Za tohoto predpokladu zlstavaji viechny hoteni tvahy v platnosti,



pouze z trajektorii musime vyloudit ty, které pii naSem rovinném problému
maji jeden nebo vice bodu spoleénych s kruznici o poloméru R.

Je-li ry = R - h podatedéni vzdalenost hmotného bodu m, od stiedu kruhu O
a svira-li vektor podateéni rychlosti v, tihel ¢, se smérem privodide ry (tj. oson @
v obr. 2), midme pro konstantu ¢ jako dvojndsobnou plosnou rychlost (nebo
jako hodnotu momentu vektoru v, vzhledem k podatku O) vyjadieni

(32) . ¢ = vy(R - h)siny,.

S v,
) \\/‘7\{‘\ Yo x
<R h &
S
Obr, 2

To je ihned vidét z obr. 2.
Pro prisediky kruznice r = R s kuZelosetkou (26) mame podminku

c?

1My
2

Ac
wm, €08 (¢ + 7)

(33) R=
1+

Z této rovnice muZeme urdit thly ¢, pFisludné uvaZovanym prisedikam.
Aby byly tyto priseéiky redlné, prichdzeji v ivahu jen realné thly ¢ a tedy
cos (@ -+ ) mize nabyvati nejvy$e hodnot 4 1; to ddvd mezni podminku
cos? (¢ + y) = 1.

Z rovnice (33) nejprve plyne

5 2
mi c?
cos? (¢ + v) = i |— — R ;
(7 + ) A?ctR? (xm1 ’
levou stranu nyni polozime rovnu 1 a pak celou rovnici upravujeme s ptihléd-
nutim k relacim (27), (32) a k 7y = R + &; po jednoduchych apravich a vy-
kriceni ¢? (piipad ¢ = 0 je celkem nezajimavy) dostdvame rovnici
2xm Bh
R+h"
V bodé¢ P, zavedme si pravouhlé kartézské soufadnice & a n tak, %e osa &
splyva s osou  a osa 7 je s osou y rovnobéind. Pak pro soutadnice koncového
bodu vektoru v, plati

(34) VAR ++ h)?sin? y, = R34

§=wy008y,, N = v,8iny,
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a samoziejmé i

2 9
vp = &% L 2.

Zavedeme-li tyto relace do rovnice (34), dostdvime po snadné Gpravé

(35) (RADER AR, BE D

! i —1.
2em R 2umh

To je rovnice mezni v,-hyperboly (viz rovnici (4,10) v citovaném pojednani
Nozigkove).

Je-li draha hmotného bodu m, parabolicka, takZe podle (31) plati
- 2%m1ﬁ ,
R+ 0

snadno odvodime z rovnice (34) vztah

12
sin? y,

R .
SRR sin f§ ;

vyznam, thlu g je ziejmy 7 obr. 2. Teuto vysledek odpovida relaci (5,4) v praci
Nozitkove.

Zéverem si uvedme jeité jeden fakt, ktery se vztahuje k drahdm eliptickym.
Ze srovnani rovnic (28) a (26) plyne

. c? Ac?
(36) pP=——y &= ;
2IMy XMy

druhou rovnici jsme si ji%z uvedli di{ve (viz rovnici (30)). Jsou-li'w a b velkd
a mald poloosa elipsy, jak je zndmo, plati
b2 a2 —_ a284

— . I, o2
P=, P a(l — &%)

Zavedeme-li sem vztahy (36) a piihlédneme-li k (27), obdrzime

c? ¢z [2xm, .
= -——-2 2 —_ 7)0 s
® xma mi\ 1y

cot lze psat také takto:

. xMm,m rM,Mm
(37) Imgpd — 2 =

To 2a

Na levé strané mame thrnnou enegii hmotného bodu m,; na pravé strané mame
vyraz, ktery je zavisly jen na velké poloose elipsy, pokud se geometrickych
prvka trajektorie tyka. Odtud plyne, Ze vSechny eliptické trajektorie o téZe
velké poloose maji stejnou energii bez ohledu na velikost poloosy malé. Mezi
tyto trajektorie je zahrnuta i kruznice.

37



Literatura

[1] F. NoZicka: O jednom modelu v klasickém problému dvou téles, Aplikace matema-
tiky 5 (1960), No 1, str. 1.

[2] A. C. Romnancey: Tceopernuccxas Guauna, Mocksa 1957, crp. 37—43.

{31 @. Joos: Lehrbuch der theoretischen Physik, 8. Aufl., Leipzig 1954, 8. 78 —81.

[4] R. A. Becker: Introduction to Theoretical Mechanics, New York-London-Toronto
1954, p. 230—234.

[5] V. Trkal: Mechanika hmotnych bodt a tuhého télesa, Praha 1956, str. 159—162.

[6] R. A. Becker: Introduction to Theoretical Mechanics, New York-London-Toronto
1954, p. 227—229.

[7] S. Banach: Mechanics, Warszawa-Wroclaw, 1951, p. 87.

[8] L. I'. Jlotiysnerui, A. H. Jypve: Kype rteopernueckoil Mexaungu, ron I, Mockna
1955, crp. 49—>53.

{91 A. Somumerfeld: Mechanik, 5. Aufl., Leipzig 1955, 8. 30— 44.

Peswowme

SAMEYAHUE K CTATHE OPAMTUIIKA HOMUYKU ,,0B OJHOW
MOJEJUN B KIIACCUYIECKON 3AJTAYE JIBYX TIJT¢

MHPOCJIAB BGPAUYKA (Miroslav Brditka)

B nuruposannon padore @. Homnura saunMaercs sajgadeil o AByX Tejax, us
KOTOPBLIX OJH0 IIPEJCTaBIIACT cobon wap, CAOMKEHHDHN N3 OJHOPOJHBIX KOH-
HeHTprMUecKuX 000iouer (3eMist), B TO BpeMs KaK BTOpOe M3 HHX (pakera)
MOKHO cyurarb marepmanbHON Toukod. Ilpmrom @®. Homwuka upucrymaer
K BTOH 3ajlaue ¢ TCOMETPMUCCKON TOUKN 3penust. B nacrosimeil pafore morasamo,
RaknM 00pasoM MOJKHO TIOJYYUTL TE Ke PE3yJIhTaThl, Hocrynast ciocobom,
OGHIUHBIM B TeopermuecKodl mexaHmre. llarimamno nokasaH BBIBOT OCHOBHEIX
dopmyr, npuaem opmyaa Bune (Binet) cnymur HeXOAHLIM TYUKTOM K BHIBOLY
TJIABHBIX Pe3YJbTATOB, cojiepsramyuxcd B ctathe M. Hommua.
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Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG ZUR ABHANDLUNG VON FRANTISEK NOZICKA
L, UBER EIN MODELIL IN DER KLASISCHEN THEORIE DES ZWEI-
KORPER-PROBLEMS*

MrrOSLAV BRDICKA

In der zitierten Arbeit befasst sich F. Nozitka mit dem Zweikorper-Problem,
wobei einer der Korper eine aus homogenen konzentrischen Schalen bestehende
Kugel ist (die Erdkugel), wihrend man den zweiten Korper (die Rakete) als
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Massenpunkt betrachten kann. Nozitka behandelt dieses Problem vom geo-
metrischen Standpunkte aus. In der vorliegenden Abhandlung wird gezeigt,
wie man dioselben Resultate durch einen in der theoretischen Physilk itblichen
Vorgang crhalten kann. Es werden tibersichtlich die Grandformeln abgeleitet,
von denen dann die Binctsche Formel den Ausgangspunkt zur Ableitung der
Hauptresultate von Nozidka's Artikel bildet.
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