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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

CLANKY

0 JEDNOM MODELU V KLASICKEM PROBLEMU DVOU TELES

FraxTISEK NOZICKA

(Doslo dne 24. listopadu 1958.)

V élanku je poddn velmi jednoduchy geometricky model drahy hmot-
ného bodu v gravitaénim poli druhého himotného bodu (resp. dvojice
hmotnyeh homogennich nebo po vrstvéich hormogennieh kouli) za pred-
pokladu platnosti pohybovych zdkont klasické mechaniky. Jako
specialni ptripad je zde diskutovan v detailech elipticky obéh télesa
zanedbatelné malych rozmért vzhledem k hmotné po vrstvich homo-
genni kouli za danych poéateénich podminek (pripad Zomé—uméld
druzice).

1. GEOMETRICKY UVOD

V trojrozmérném euklidovském. prostoru £, o pravothlych kartézskych sou-
fadnicich z, y, z je systémem rovnic

(1,1) a=rcose, y=rsing, z=r1, rel0, ), @el0,2n)
popsan rotaéni kuzel s osou rotace v ose z (obr. 1).

Zvolme v soutadnicové roviné (z, ¥) bod P o soutadnicich
0

Y =

(1,2) Z == 7 COS ¢
0 o (]

rsing, >0,
0

0 0 0
tedy bod razny od podatku soutadnicového systému. Dile zvolme v soufadni-

cové rovind (x, ¥) nenulovy vektor v s potateénim bodem v bodé P o slozkach
0 0
(vg, vy, 0) v daném souradnicovém systému v I,. Predpoklidejme jedte, Ze
0 0

>

priavodié r a vektor v jsou linedrné nezavislé, tj.
' 0 0

tw, y |
. 0 0 |
(1,3) P ) 4= 0
l.l) yll\
o |
Bod P* o soutadnicich
[\
& X s T
(]‘4) ¥ = X, y* =Y, Z* === 1/‘11’12 “{_ .?/Z
(1} 0 0 [} [{] 0 0 0



je ziejmd bodem uvaZovandho kuzele: pramétem bodu £* do soutadnicové
0

roviny (&, %) ve smérn osy 2 je ziejmé bod /2 (obr. 1). Je tedy téZ bod P* viany
) ’ 0 ’ 0 :

od podatku souFadnicového systému, tj. od vrceholn uvazovandho kuzele.

bz

,,-—”'—"____ T —

—,

Koneovy bod ¢ vektoru v md souradnice z |- »,, ¥ -} v, 0. Pimka jdouet
0 0 0 (4] 0 4]

bodem @ rovnobéind s osou z protne tednou rovinu kuzele (v jeho bodd £%)
0 0

v bodé @F, pricemz soufadnice bodu % (obr. 1) jsou
0o 0
XA vy, Y Awv,, T 0,c08¢ -4 v,sing,
0 0 Y] G 0 ] 0 Q )
jak se vypoctem snadno presvédéime.

Oznaéme symbolem v* vektor v B, s potatednim bodem v bodé I’* a konco-

0 0
vym bodem v bodd ¢J*. M4 tedy vektor v* slozky
0 0
(1.5) o=, 2F=0,c08p -} v,sin0.
i) 0 G 0 ) o Q 0 0

Nyg zdaklad¢ jeho konstrukee je evidentni, ze tento vektor lezi v tetné rovind
) J >

kvgele v bodd P* o e jeho primétem ve smiru ogy 2 do roviny soufaduicové
[

(w, #} je prave vekior v. Z predpokladu (1,3) pak vyplyva, Ze vektor v¥ nelezi
[t} 0
v povrice kuzele, kterd prochdzi bodem P*.
(4]

(3]




Na rotacni ose kuzele zwvelme nyni bod S(0, 0, k), kde £ > 0 zvolime libo-
volnd. Rovina R(P*, %, 8), jednoznadnd urdend body 7% %, 4, protne kuZel
0 0 [} 0
v nedegenerované (redaind) kufeloselee &¥(I*), kterda prochazi bodem 7.

] o
Pramétem této kuzelosedky ve sméru osy z do soutadnicové roviny (v, y) je

opdt nedegenerovand kuzelosedka & (), kterd prochazi bodem P,
0 0

YV dalsim nam pajde o to, urcéit matematicky popis kuZeloseéky &(P), t].
0
najit jeji rovnici.
Rovina jdouei body P*, ¢*, & je popsana implicitné rovnici
o 0

|2, Yy, 2 — k
|

3

|

Voo Dy, Uy COS @ |, SIN @ ‘
[}

|

O 0 0 o [l - 0 3
-, y, k—r
0 0 0

Lozepsinim

predehozi rovnice dostaneme po tGpravé

w(vyhe —— vr(eos? g 4= 8in2 @) - vy cos @ by sing) -
[ 090 0 0 00 0 o0 0
+ y(— kv, + v{cos? @ -1 gin? @) — 2,2 co8 @ — w2 80 @) -
4 00 0 0 (] 0 L] 1

bz — B)(— vy 4 aw,) = 0.
00 00

Zavedeme-li do této relace symbol x 7z relace (1,3), dostaneme po pravé

) e k .
(1,6) ai— 1, —cos g} +yl— " v, - sin (p\) Az ke
w0 0 %0 0

Pro prinik roviny (1,6) ¢ kuzelem (1,1) plyne

k \ Ji : :
] i n, — COS rp) cos p 4 | — - v, - gin @l sing - 11 =k,
%0 0 ] 0 l
tj.
k
(1,7) P B

o - ’
L4 = (n, cos @ - v, 8in ¢} — cos (¢ — ¢)
® o0 0 [0

coZ je rovnice kuZelosetky &(P) v polirnich soutfadnicich », ¢ v soufadnicové
0

roviné (&, ¥).

Uvedeme nyni bez vypodtn znamou skutednost « analytickd geometrie:

KaZdd rovina, ktevd protind kufel s popisem (1,1) a bterd neprochidzi jeho vreholes:

v 7 v

a nent rovnobéEnd s osow z, protne tento kuZel v nedegenerované kuleloseéee (elipse,
purabole nebo hyperbole), jejimz priométem ve smérw osy z do sowfadnicové rovinyy



(x, y) je nedegenerovand kufelosecka (elipsa, parabola nebo hyperbola), pro kierou
je pobdtek souradnicového systému (tj. bod O) ohniskem.

Pro zjisténi-li blizdich dat o kuzeloseéoe £(F) s popisem (1,7) je napf. vhodné

0
prejit zpét ke kartézskym soutadnicim z, ¥ v soufadnicové roviné (z, y), tj.
zavést do relace (1,7) proménné z, y z relaci
x=rcos@, Y=rsine.
Uéinime-li tak, dostaneme po tpravé

I

k 2 2
(1,8) @(x, y) = a2 [( — v, + cos rr) — 1] -+ y? [(H ¥, - sin qa) — I]—Jr

AN (] ) AN 0
k k .

+ 2xy | — — v, +-cos@|{— v, -+ smn ¢| +
%0 0 ()] 0

[k k .

+ 2kx | — — v, -} cos @| + 2ky | — v, |- sin @] -+ k2 = 0,

X 0 [} ? 0 [

coZ je rovnice typu
@y? + 20550y + Gooy® + 20058 & 2055y + agy = 0,
kde

k 2
(1,9) Qyy == (- — v, + cos (p) — 1,
X 0 0

k 2
gy = |— v, +sing| — 1,
% 0 0

k k Do

Ayg == | — — ¥, + cos @} |— v, + sin @],
# o 0 “ 0 o
k

Gy = k|{— — v, 4 cos ],
%0 0

k Do
gy = k| — v, -+ sin @],
%0 H

Qqy = k2.
Snadno si ovéiime, Ze jest

| Q11; Qyz, Gip
i
| @9, gy, Uy

=k*>0,

‘lalﬁa (a3, Q33 |

coz je jen ovéfeni faktu, Ze kuzelosecka &(P) je nedegenerovanda. Pro diskri-
0

minant D = ay,a,, — a3, kuZelosecky &(P) dostaneme z (1,9)

0
k2 2k
(1,10) D= — (o | kde o2=102 1 2.
%% r 0 0 0
)




Je tedy kuZelose¢ka &(P) s popisem (1,8)
0

a) elipsou, je-li
k2 2k _

—_— 2 -, .
e g + P 0;
0
b) parabolou, je-li
_,I(,f,v? _}__-‘Z_I(E—AO.
x40 r
0
¢) hyperbolou, je-li
2 o
— kz P2 +—é < 0.
%% o 7
0
e e . oD oD .
Resenim linedrnich rovnie = 0, oy = 0, kde D(x, y) je kvadraticky poly-

nom na levé strané v (1,8), dostaneme
v piipadé a), c) souradnice @, y, sttedu elipsy resp. hyperboly, a to:

k k
— — v, } cos @ —;;v,,—#cos(p
. — °o L Ay A A 0
(1,1 &H=k——"p I R
— = N
x 0 r
0
k . k .
— v, -} sin @ — v, + 8in @
A S R R N
: D k2o 2k°
_— 2 + e
%%

v pi{pade b) smér osy paraboly charakterisované vektorem u v souiadnicové
roviné (z, y) o slozkich

k k
1,11), Uy = — — W, - CO8@, U,=—wv, +sing,
( )? % o’ + :)P ] %o +s ((])7
jehoZ podatedni bod je poéatek soufadnicového systému.
V piipadech a), ¢) zjistime hlavni poloosy kuZelosetky &(P) velmi snadno,
0
napi. tak, ze najdeme praseéik spojnice st¥edu kuzeloseéky &(P) a jejiho ohnis-
0

ka O (tj. podatku systému soutadnicového) s kuzelosetkou &(P). Snadny vy-
0

podet vede k nasledujicim formulim pro souiadnice vrcholé V, V, elipsy resp.
hyperboly na hlavni ose

kA 1 kB 1
v, S csiall ) Ll I T TR
v % D (1 ' 'V—sz"_’_‘B’ 7.') o D (1 I l/“4'~2 Bz) ’

1
Vo wx, = kA (1 — l;ﬂ), Yp = %{-(1 . ”;.::*'_—:)’

ot



kde pro strudnost jsme poloZili

(1,12) = — 9, +cosq¢g,
0
k .
3 = — v, 4 sin ¢,
oo ]
2 Q[
= — k 2 e :l“,
®* 9 r

Poloviéni vadalenost bodt 4,, 4, urduje pak velikost o hlavni poloosy kuzelo-
sedky (t]. elipsy resp. hyperboly), pro kterou plyne z pfedehozich formuli

k k 1
(1,13) e B 7 S T X
SR sS- J it — o D
®2o T %2 o 7
1] 0

V piipadech a), ¢) uréuje ziejmé velikost pravodide sttedu kuzelosecky
&(P) (tj. v ptipadé elipsy resp. hyperboly) jeji ohniskovou vzdalenost ¢, pro
)

kterou plyne z (1,11) a (1,12)

. Az , B? ko
e? == f? DT k2 T = e (A2 -+ B?).

7 defini¢nich relaci (1,12) vyéteme, %e je
(1,12) D=1-— (42 + B?).

S piihlédnutim k této relaci miZzeme pak predchozi vztah pro e? prepsat na
tvar

(1,14) e = gg (1 — D).

Pro velikost & vedlejsi poloosy kuzelosetky &(P) dostaneme (vzhledem k (1,13),

(1,14)) po dpravé
1. v pripadé elipsy

2. v piipadé hyperboly

b = VgZi ;Lé = 1/““ ]{2 - "'_T;',L'::T,'IT‘_ .




Jak v piipadé elipsy tak hyperboly (tj. v piipadech a), ¢)) plati pro vedlejsi
peloosu kuzelosedky &(1)
: .

(1,15) . b = -

V piipadd b) na str. 5, tj. za predpokladn, Ze kuzelosetka £(P) je parabolou,
0

najdeme vrehol této paraboly tak, Ze najdeme prasedik ptimky jdouci podatkem

soutadnicového systému (tj. ohniskem paraboly) ve sméru vektoru u v (1,11),

s kuzelogeCkou €(P). Snadnym vypoétem se piesvédéime, %e soufadnice ), y,
0

tohoto vreholu V jsou popsdny relacemi

k k k
1,15)% - 2y =——-A=—_|——wv, | cosp],
(1.15) ! 2 z( %0’ “K)
k kk
Ty = — — B = — — v, - sin ¢f.
2 2 2 (/ o ! (4)

Pro vzdalenost d vrcholu ¥ paraboly &(P) od jejiho ohniska O (tedy od po-
0

tatku systému soufadnicového) plyne pak z predchozich formuli
k
(1,16) d =,
nebot za predpokladu D = 0 je 42 4 B? = 1, jak je evidentni z (1,12)".
Elementarni data geometrického charakteru, kterd jsme v predchozim
uvedli, poslouzi k fysikalnimu rozboru v dalsich odstaveich.

2. KLASICKE ZAKONY PRO POHYB DVOU TELES

Klasickym ptikladem pohybu dvou téles v prostoru je Keplerem popsany
pohyb planet kolem Slunce. Empirické zéakony Keplerovy byly vychodiskem
Nowtonovi pfi jeho odvozeni gravitadniho zdkona. Keplerovy zikony, které
jsou — na zakladé svého empirického plivodu — plirozenym vychodiskem pro
klasicky problém pohybu dvou téles, maji v plvodni Keplerové formulaci’
toto znéni:)

(I) Privedic vedeny od Slunce k planeté opisuje ve stejnych dobach stejné
plochy.

(1I) Plancty obihaji kolem Slunce v elipsach mdlo od kruznice odlidnych,
v jejichz spoletném ohnisku je Slunce.

(II1) Ctverce ob&inych dob dvou riznych planet maji se k sobé jako tieti
moeniny poloos jejich drah.

1) Viz napt. V. Trrar: Mechanika hanotnijel boda a tuhdého télesa, str. 153.
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V klasické mechanice predpokladame, Ze prostor v némz Zijeme a v némsz se
té7 odehrdvaji véechny fysikaini déje, ma charakter matematického euklidov-
ského trojrozmérného prostoru Fy, v némz je privilegovan urdity ,,absolutni
parametr*‘ {, tj. ¢as, k nému lze vztahnout soudasné kterékoli probihajici déje,
tedy té% pohyby téles. V libovolném bodé tohoto prostoru lze zvolit pravothly
kartézsky systém soufadnicovy (referenéni systém) na éase nezavisly, v ném#
fysikdlni déje — tedy téZ pohyb téles — lze matematicky popsat.

Uvazujme dvé hmotna homogenni nebo po vrstvach homogenni télesa My, M,
kulového tvaru o hmotach m, a m, v kladné vzdalenosti od sebe. V tézisti koule
M, zvolme poddtek kartézského soutadnicového systému (tedy pevné spojeného
s koulf M,); necht 2, y, z jsou souradnice stiedu (tedy tézisteé) koule M, v poca-

0o 0 ¢
teéni poloze. Predpokladejme nyni, Ze téZisti koule M, je udélena podatedni

vy

nenulové rychlost » ve sméru, ktery nespada do spojnice t87ist obou kouli. Pro
0

Vv

pohyb tézisté koule M, vzhledem k tézisti koule M,, kterou povaZujeme za
klidnou, piijmeme jako fysikalni zakony nasledujici axiomy:

(1) Priwvodi¢ téZisté koule M, opisuje ve stejnych dobdch stejné plochy.

(2) Koule M, se pohybuje vzhledem ke kouls M, tak, Ze tézisté koule M, opisuje
nedegenerovanow kufelosecku, v jejimZ ohnisku je 16581 koule M.

(3) Stly, kterymi hmotné koule M., M, vzdjemné na sebe piisobi, jsou stejné
velké, avdak opaéného sméru, jsow incidenini se spojnici 1628t obow kouli, pFicem?
vektor stly, klerow pisobi koule M, na kowlt M, je orientovdna od M,k M. Velikost
této sily zavist primo na hmotdch my, my kouli My, M, (je pfimo #mérnd soucinu
MyiMy).

Fysikalni axiom (1) je ziejmé naprostou analogii prvého.zdkona Keplerova
(I), zatim co axiom (2) je zobecnénim druhého Keplerova zakona (II) v tom
smyslu, Ze zahrnuje téz piipady parabolickych a hyperbolickych pohybu.
Axiom (3) je v podstaté tietim Newtonovym zakonem,?) modifikovanym pro na$
specialni pripad spolu s postuldtem piimé zavislosti gravitaéni sily na soudinu
hmot obou uvazovanych kouli (coZ% je postulat experimentdlné zdavodnény).
Piipomenime zde, ze axiom (3) nemuZeme nahradit néjakou analogii tfetiho
Keplerova zakona (ITT), nebot tento Keplertv zakon se tyka vyhradné pohybu
po elipse.

Gravitaéni sila mezi dvéma homogennimi nebo po vrstvach homogennimi
koulemi je pravé takova, jako kdyby hmoty obou kouli byly sousttedény v je-
jich stfedech, coz téz vyplyva z axiomu (3). MiZeme tedy — jak se obvykle
¢inf — misto homogennich koulf uvazovat fysikalnf abstrakei, tj. dvojici hmot-
nych bodd M,, M, o hmotach m,, m,, coZ je vyhodné piedevsim s hlediska
teoretickych vypodti. ‘

) Tak zvany ,,princip akce a reakee*’.




3. GEOMETRICKY MODEL

UvaZujeme v E, dva hmotné body A,, M, o hmotach m,, m,, pritemz po-
tatek O pevné zvoleného pravothlého kartézského soutadnicového systému
zvolime v bodé M. Necht v je nenulovy vektor potatedni rychlosti hmotného

0

bodu M,, pridemz vektor v o podatetnim boddé v M, nelezi ve spojnici boda
«? N . -
0

M, a M,. Predpokliddme-li platnost pohybovych zakoni (1), (2), (3) z odstavce

2 (kde pojem hmotné koule nahradime pojmem hmotného bodu), potom

pohyb hmotného bodu M, vztazeny k bodu M, se déje v roviné prolozené

bodem M, a vektorem v.?) Neni tedy na Gjmu obecnosti, jestlize zvolime sou-
0

Fadnicovy systém s pobdtkem v bodé M, tak, aby rovina, obsahujici body M.,
M, a vektor v v bodé M, byla soufadnicovou (x, y)-rovinou. Necht bod P o sou-
0 0

fadnicich z, y z rovnic (1,2) uréuje v této soutadnicové roviné poéateéni polohu
00
hmotného bodu M, (obr. 1). Za uvedenych predpokladi splnuje vektor v poca-
0
—
teén{ rychlosti podminku (1,3); tento vektor je v obr. 1 vyznaden vektorem P@).
00

Pti zvoleném éisle k£ > 0 je pak konstrukei popsanou v odstavei 1 jednoznaéné

popsana v soufadnicové roviné (x, y) nedegenerovani kuzelosetka &(P), pro-
0

chazejici bodem P, kterda ma popis (1,7) a jejiz rozbor byl v odstavei 1 uveden.
0

Dokazeme v dalsim toto tvrzeni: ‘
Za predpokladi shora uwvedenych, za platnosti pohybouvijch zikoni (1), (2), (3)
z odstavce 2%) a pit volbé

%2
(3,1) e S
y(my -+ my)
(kde y = 6,67 . 10-8 cm®/gsec? je experimentalné zjisténa gravitadéni konstanta,
K je cislo definované v (1,3) a m, je hmota bodu M, m, hmota bodu M,) je
kuteloseéka &(P) v roviné (x, y) s popisem (1,7) drahou hmotného bodu M, ve
0

zvoleném soutadnicovém systému.
Piedpokladejme, Ze draha hmotného bodu M, ve zvoleném systému soutad-
nicovém je popsdna parametricky rovnicemi
(3,2) = all),
y =y(t),
v néjakém Sasovém intervalu J, piidemz o funkeich x(t), y(¢t) predpokladime,

3) v md poddtedni bod v bodé M,.
2
0

4) Vyslovenych pro hmotné body misto pro hmotné koule.



” - e . .
zeela pirozeny piedpoklad, nebot ndm jde o popis takového pohybu, kde Ize
v kazdém okamziku mluvit 0 okamzité rychlosti eventudlné okamzZitém zrych-
lent pohybujiciho se hmotného bodu. Pokud kittvka s popisem (3,2) neprochazi
podatkem systému soutadného, mizeme ji lokdlné pro kazdé te.JJ popsat
téZ rovnicemi
(3;3) r—= }(/) 2 @ - Q’(t) :‘))
kde 7, ¢ jsou poldmi soufadnice v roving vazané s kartézskymi soutadnicemi
(7, 7) relacemi
(3,4) wo= oS @, Y == TSN g,

Plocha opsana pravodi¢em r bodu kiivky s popisem (3,3) v éasovém intervalu
{t, > je urdena integralem
0
1

e J 1 21,5 S d(/‘
{(3,5) S(t) = <§f7’“{(/x] dt | ((/, = W} R

t

0

odkud plyne pro plognou rychlost o

(3,6) o= %Aj = —;- erty (s ==sign ¢).

Z (3,4), (3,3), spotteme

(3,7) E==Fcosqg —rsinge, ¥§-7sing +rcosep;
odtud a z (3,4) plyne pak

(3,8) f z — g

Podle pohybového zdkona (1) z odstavee 2 opisuje pravodié vedeny od bodu
M, k bodu M, ve stejnych dobédch stejné plochy, co¥ znaéi, Ze plodnd rychlost
je konstantni. Odtud, = (3,6), (3,8) a (1,3) plyne pak

| Y x, Yy (7:" :/ ‘
(3,9) r o= ’A ‘~ S = x40,
|, Y Vys Vy| ‘ Vys Uyt
o™ o

kde v, = @, v, == y jsou slozky vektoru v okamiité rychlosti bodu M,.

Podle pohybového zékona (2) z edstavee 2 opisuje bod M, nedogenerovanou
kuzelosetku, v jejimz ohnisku je bod M. Aviak kazdou nedegenerovanou ku-
zelosedku v soufadnicové roving (x, i) s ohniskem v bodé M, ktery je v podathku
systému souiadnicového, lze ziskat jako pramét ve sméru osy z priniku roviny
s kuzelem (1,1), kterd neprochizi jeho vreholem, do soufadnicové roviny (w, y).

5) Maji-li funkee x(t), y(¢) spojité derivace nejméné druhého fddu, potom tuto vlastnost
maji za uvedenych piedpokladn téz funkee »(1), ¢(¢).

10




To je bezprostiedni disledek faktu uvedeného v odstavei 1. MiZeme tedy
snadno najit diferencidIni rovnici pro viechny tyto primdéty, tj. pro kuielo-
sedky v soutadnicové roviné (x, %), pro které je bod O ~: M, ohniskem.

Necht rovnici

(3,10) Le - My + Nz K =0
je popséna roviua, kierd ma s kuzelem (1,1) neprazdny primik. Rovnicemi

(3,11) a = r(t) cos (t),
y = r(t) sin @(f),

kde »(t), ¢(t) jsou funkce majici spojité derivace podle t aspon drihého Fadu
v néjakém Gasovém intervalu f, pliéemz #* |- @? = 0 viude v tomto intervalu,
je popsina reguldrni kiivka na kuZeli (1,1). M4a-li tato kiivka byt prinikem
roviny (3,10) s kuzelem. (1,1), potom musi nutné platit

L r(t) cos @(t) 4 M r(t) sin @(l) + Nr(f) - K =0.
Odtud plyne
Licos ¢ — Lr @ sing + Mysing + Mrgcosg -+ Ni =0
tedy po Gprave
#HL cos ¢ + M sin g -- N) + r¢p(— Lsing - M cos ¢) = 0.
Tuto rovnici mizeme, vzhledem k (3,11), (3,10) prepsat na tvar
: K 4 §(— Ly + M) =0
a tedy t6Z na tvar
— K 4 r2p(— Ly 4+ Mx) = 0 .
PouZijeme-li relace (3,9), dostaneme
(3,12) — 7l + w(— Ly -+ Mz) = 0.
Opétnym derivovanim podle Gasu ¢ plyne odtud s prihlédnutim k (3,7)
— #rK — 72K - %(— L#sin ¢ — Lr ¢ cos ¢ -
4+ M7 cos ¢ — Mr ¢ sin ) =
= — #irK — 72K r;)" (— Lrsin ¢ + Mr cos ¢) —
-~y (Lr cos ¢ -+ Mrsing) = 0.
S pouzitim (3,10), (3,12) dostaneme piepis

- irK — 72K -+ Ki2 e p(Nr + KY =0

11



predchozi rovnice. 8 pfihlédnutim k (3,9) upravime jeité tuto rovnici na tvar

. 5% r » 283
3,13 = ——— - L 1} = 4
(3,13) ! r3( [ ]) 3 kr?’
kde pro struénost jsme polozili
K
k= - N

Tedy, podle pFedpokladu v (3,10), je k > 0 a je to zfejmé z-ova soutadnice bodu,
v ném# rovina (3,10) protne osu z. M4 tedy toto éislo £ stejny vyznam jako v od-
stavel 1.

Diferencialni rovnice (3,13) je zfejmé diferencialni rovniel vsech nedegene-
rovanych kuzelosedek v roviné (z, %), pro které je bod O == M, tj. poéitek
soufadnicového systému, ohniskem a pro které plati (3,9). Abychom dostali
diferencidlni rovnice téchto kuZelosetek v kartézskych soutradnicich, zderi-
vujme v rovnicich (3,7) podle ¢asu £. Obdrzime tak

(3,14) & = F cos @ — 2rF sin @@ — 7 cos pg? — 7 8in @@ ,
§j = #sin @ + 2rf cos g — 7 sin @@? - r cos p@ .
Derivovanim podle ¢ plyne z (3,9) po upraveé
% Lrp —= 0.

Odtud a z (3,14), (3,11), (3,9) plyne dile

& = (¥ — re?) cos p = ! (7 LS

= ¥ ¢ = ’ o )
j = (F — r¢?) sin ¢ = ! i LS
Y= pry S @ = o\ T s y

Dosadime-li sem za # z (3,13), obdrzime po tpravé

xZ

(3,15) : & = s T
. %2
Y ‘_Wyr

co? je systém. diferencidlnich rovnic druhého ¥adu pro hledané funkee x(t), y(t);
popisujici pohyb bodu M,. Pt daném &isle k& > 0 a pii podateénich podmin-
kéch

(3,16) () =z, yit)=1vy,
0 0 0 0
E(l) = vy, Yt) = v, ,
(1} 0 0 0
vyhovujicich podmince (1,3), je FeSeni rovnic (3,15) jednoznaéné urdeno.
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Abychom dokézali, ze kuzelosetka & () s popisem (1,7), ziskand konstruket

o
‘popsanou v odstavei 1, je kitivkou, po niZ se pohybuje hmotny bod M, vzhledem

k bodu M,, stadi zfejmé ukazat, %e pii pocateénich podminkach 2, vy, v,, v,
06 0 o
vyhovujicich podmince (1,3), jsou pro kuzelosedku &(P) spluény podminky
0

(3,16), oviem za predpokladu, %e ¢islo k& = 0 je vhodné pevné zvoleno. Pro
uréeni &isla & > 0 vyjdeme z pohybového zdkona (3) v odstavei 2, kterého jsme
dosud nepouf#ili.

V problému dvou hmotnych téles (tedy téz v nadem pripadé, kdy jde o dvo-
jici hmotnych bodt) je tteba uvazit, Ze kazdy element této dvojice se v prostoru
pohybuje vzhledem k soufadnicovému systému pevné zvolenému v prostoru;
moZnost volby takovéhoto ,,absolutniho referen¢niho systému‘ je postulatem
klasické mechaniky. Mysleme si tedy néjaky pevny referenéni kartézsky
systém v K, o pravouhlych soutadnicich £* (x = 1, 2, 3), v némi &= = £(l)

1
je lokdlni popis dréhy bodu M, a &= = £=(t) lokalni popis drahy bodu M ,. Je-li
2
P« vektor sily ptsobici na bod M, a P vektor sily ptsobici na bod M,, potom
1 2
— podle druhého zakona Newtonova — jest
17 3 L P
3,1 m &= m; - &% = P¢=
( ) ) lé: 1 dtz 1 1 ’
. az P
M= My —— && — &® 0{,:1,2,:.
2§ 2 de ; A »

Podle axiomu (3) je viak

Pe = mygmy [()(§* — §9), Pr= — myms f(r)(E% — &)

1
(kde f(r) > 0 je zatim neurdeny skalir nezavisly na hmotach m,, m,). Mizeme
tedy rovnice (3,17) prepsat na tvar

myEe = mym, f(r)(E2 — E2), maEx = — mym, f(r)(E2 — ), & =1,2,3,
1 2 1 2 2 1
% ného# plyne

(3,18) o — Ex o — (my 4 my) f)(E: — &%), x=1,2,3,
2 1 2 1

Vektor o sloikach x*= £« — &2 g poditetnim bodem v bod¢ M, udava
2 1

zfejmé polohu bodu M, vzhledem k bodu M, v soutadnicovém systému (x=)
s podatkem v bodé M, a se soufadnicovymi osami roviob&Znymi se soutadnico-
vymi osami systému (&«). Veli¢iny z* (x = 1, 2, 3) jsou tedy ,,relativnimi sou-
fadnicemi bodu M, vzhledem k bodu M,. Zavedenim soutadnic z= do (3,18)
dostaneme rovnice

(3,19) &= — (my - my) (. (x = 1,2,3),

13



kteréd popisuji pohvb bodu M, vzhledem k bodu M. Podie axiomu (2) jsou to
pohy 2 1 J

tedy rovunice nedegenerované kuzeloseéky s ohniskem v bodé M, a tedy téze

kuZelosecky, kters je v soufadnicové roving s popisem z =: a® == 0 popsina

relacemi (3,15). Porovnanim (3,15) a (3,19) (kde klademe ! == u, 22 == y)

plyne

= (my Loy ()
a tedy
(3,20) fr) . = R '

k(my -+ m,)
kde y je kladnd konstanta nezivisld na hmotdch m,. my. Z (3,20) plyne pak
ihned vztah (3,1), v némi y je experimentilni zjigiéna gravitaini konstanta.
Dosazenin z (3,1) do (3,15) dostaneme znawmé pohybové rovnice

My - My

(3,21) B » .7_‘.5_,,,, T,

. mqy -+ m,
Yy=—7 Ga Y

pro pohyb hmotného bodu M, vzhledem k bodu 37,. Jde zde zPejmé o Newto-
nav gravitaénf zakon (v ,,relativiich soutfadnicich®), ktery jsme tak z axiom
(1), (2), (3) v odst. 2 odvodili.
Nyni jiz snadno dokazeme, ze kuzZelosecka &(P) s popisem (1,7), kde ¢islo k
0
je definovano relaci (3,1). vyhovuje danym podateénim podminkim a je za

téchto podminek jednoznac¢nym Fedenim pehybovyeh rovnie (3,21). Jsou-li 7, ¢
I J \ (2, " l('f

polérni soutfadnice bodu P, tj. potateéni polohy bodu M,, potom z (1,2), (1,7)
’ 0

a (1,3) plyne

k »
Tpay, = e N e
Y COS . / oy 0
o (1/7’ COS @ — Uy sin q) '7 (7)”.’1, - VYY)
%0 0 0 G r 00 0 0
0

tj. bod P lezi na kuZelosetee €'(P), coz je t67 % jeji konstrnkee v odstavei 1 evi-
0 O

dentni.
Z (L,7) a (3,3) plyne derivovanim podle i:

I . .
I lr—r (v, sin @ -F v, 08 @) + sin(p — q;)}
% o o 0

o= B S

I3 . :
I - = (9, cos g — 2, 81N @) — cos(@g — ¢)
70 0 0

o/ 74




tedy, vzhledem k (1,3). (1,2)

I
— (0, sin @ - v, 008 ¢) r
. e 5} 0 0 0 . 0 .
7"]' i s 0 = - (7"1!.7/ 1 7",7"7:) G .
! rﬂ . - X o060 00
[—— (1, cos g~ v, 81N r/‘)]
% 0 4] 0 0

Odtud a z (3,7) plyne dale

P - Fl oS (¢ L) cos @ — ¥ sin o o ==
s ety g = peng] -
- @

| 0 . [ ‘ .
el B R R o B A B (A R e e
X 00 00 ol o % 000 00 [
4 i
0 2 | Q 0 2
moe (Rgey b vt - yaw, b oyte,) = e gt s
o000 40 000 00 PN 0

Analogicky gi oveétime, Ze je t8% 4|, = v,.
v 0
P¥i pobybu bodu M, po kuzeloseéee &(P) z (1,7), charakterisovanym postu
o
laty (1), (2), (3) z odstavee 2, jeou tedy spinény podminky (3,16). Vzhledem
k jednoznacnosti feseni pohybovych rovnic (3,17) je kuzelosetka &(P) pii volbs
0

(3,1) &¢isla b bledanou drahou hmotného bodu M, v soutadnicovém systéniu
pevné spojeném & bodem M, (s poditkem v M ). Tim je geometrickd konstrukee
drahy bodu M, popsand v odstavei 1, zdavodnéna.

Poznimka. V nafem geomeitrickém modelu jsme volili rotani kuzel s po-
. Py . 5 v ot . T -
pisem (L, 1), tedy kuZel, jehoz povrika svird s osou rotace thel e Kdybychom

pii konstrukel vysli od kudele s popisem 2 = v cosq, y = rsing, z = ur
(¢ > 0 konstantni), potom cely geometricky postup povede k tymi vysledkam,

ot L v
*L = -— (cof se pro-
12

i

jestlize misto &isla &, definovaného v (3.1), vezmeme ¢islo

poctem snadno overi).

4. BLIPTICKT POHYBY V POLI HOMOGENNID NEBO PO VRSTVACH
HOMOGENNT KOULK

Uvazujeme hmotnou homogensi nebo po vestvach homogeuni kouli 3/,
o hmoté m, a poloméru R. Ve vadalenosti A > 0 od povrchu koule mysleme si
hmotné téleso M, vanedbateind malyeh rozmért a malé hmoté oproti kounli A7,
takze jo lze prakticky povazovat za hnmotny bod se zanedbatelnon hmoton
vedle hmoty m, koule M, (ptiklad: Zemé—umdid druzice). Za téehto predpo-
Kladd polozme si tento problém: Jalkyjm omezujicim podminkdm je podroben



vektor v pocdtedni rychlosti hmotného bodu M ,, jestlize st klademe poZadavek, aby
0

drdaha bodw M, vahledem k t82i8ts hmotné koule M, byla eliptickow a neprotinala
povrch koule M, ? Strudné Fedeno: Hledejme podminky, za jakych se hmotuy
bod M, ve vzdalenosti £ od povrchu koule M, stane jeji obéinici.

Ponévadz draha bodu M, ve zvoleném souiadnicovém systému je rovinnou
kiivkou, mizeme uvedeny problém ¥edit ziejmé jako problém rovinny, kde
draha bodu M, je kuZelosetkou &(P) z odstavee 1, kterd ma popis (1,7), s tim

0

jedinym rozdilem, Ze misto defini¢ni formule (3,1).

- pro ¢&islo k pouzijeme aproximativniho vztahu
2
(4,0) b=
Yy

K tomu, aby kuzelosetka &(P) byla elipsou, je
0

nutné a stadi, aby platilo

k? 2k
1 S S B Bl = R
(4,1) D %23) | ; >0 (ﬂr R 4 h)j
(4]

ak je uvedeno na str. 5. Nemd-li kuzelosecka
&(P) s vlastnosti (4,1) (tedy elipsa) protnout po-
0

Obr. 2.

vreh koule, potom musi nutné platit
(4,2) a—e=R,

kde a je hlavni poloosa elipsy &(P), e jeji ohniskova vzdalenost, E polomér
0

koule M, (obr. 2). Podminku (4,2) lze vzhledem k formulim (1,13), (1,14) pie-
psat na tvar
k

50— /1 —D) =R,

co% po apravé vede k nerovnosti

2])2 9
Q+D(1_ R);;o.

k? k

Vzhledem k podmince (4,1) 1ze tuto nerovnost piepsat (po zkraceni D) na jed-

nodussi tvar ‘
R2D
o

2R _
—k:—f‘ 0.

b1 —

Dosadime-li sem za D vyraz na pravé strané v (4,1), dostaneme po dpravé

o2 2R? 2R
4. — - p? i N
(4.3) pol iy

16




Na zaklad§ relace (4,0) lze nerovnost (4,3) upravit na tvar

1 1 x?

4,4 2+ 2yvm = — — | — 5

(%:4) o VAR T R2

0

Neni na Gjmu obecnosti, jestlize bod P, tj. potatetni polohu bodu #,, volime

0
takto: @ = R - h, y = 0. Symbolem y oznac¢ime iihel, ktery svird pravodié
0 o [}

bodu M, v jeho polatecni poloze P s vektorem pocatedni rychlosti v (obr. 3).

0 0

Pro slozky v,, v, vektoru v plati pak
0 0 0

v,=vceosy, v, == esiny (v =02 -} d).
0 ] 4] o 0 o 0 0 ]
Odtud a z (1,3) plyne pak
(4,5) w—vrsiny = (R -+ h)vsiny 4 0.
00 0 0 0
Je tedy w #+ 0, m. UZitim (4,5) dostaneme po drobnych tpravich nasledujief
0

prepis nerovnosti (4,4)

2ym
kde jsmie poloZili
., R
(4,6), sin 8 == Rk

Uhel p ma zfejmé vyznam patrny z obr. 3. Z (4,6), vyplyva predeviim
(4,7) sin? p > sin? j
0
jako nutna podminka pro to, aby platila nerovnost (4,2). To viak znamena, Ze

pro elipticky obsh hmotného bodu M, kolem hmotné koule M, v uvazované
roviné piichdzeji v ivahu nejvyse takové vektory v poditedni rychlosti bodu
9

M ,, které maji poéatedni bod v bodd P a smétujl do takové oblasti vymezené
2 ! ) J Y

teénami z bodu P, ktera neobsahuje body ptimky spojujici podatek soutadnico-
0

vého systému s bodem P (vydarkované obory na obr. 3).
0

Necht v je vektor podatedni rychlosti bodu M, s vlastnosti (4,7). Polozme
0
(obr. 4)

(4,8) E=wcosy, n—=wvsiny.
0 0 0 o

Potom muzeme nerovnost (4,6), na zakladd relaci (4,8), (4,6), pfepsat na tvar

e oy | o B 2ymhR
(2 4 9% (52 e (Bt 7”>2) SRR



Odtud plyne Gpravou

(4,9) 72 (EchQRj’ h) — 2 R(R :{“ h)

2ym, B 29m b =

Mnozina vech bodt [£, 7] vyhovujicich nerovnosti (4,9) predstavuje v uvaZo-
vané roviné dvé uzaviené oblasti vymezené hyperbolon

(B 4 h)(2R 4-h) R(R -+ h)
2 S A, JEUS . —
(4,10) K 2ym, R & 2ym,h

které neobsahuji jeji stted P (obr. 4). Pro délku a, hlavni polocosy a délku b,
0

vedlejsi poloosy hyperboly (4,10) vypoiteme

2ym, R £
4,10)2 Y
(+:10%% @ ((R TR)2R + h))

b *( 2ymyh \*
"TA\r@® W)
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Jeji ohniskové vzdalenost e, je pak

o |[2ymy(R - R) 3
TV RRE 1)
Mame tedy tento vysledek: P eliptickém obéhu bodu M, kolem koule M,

v wwatované roviné lezi nutné koncovij bod vektoru v (tj. vektoru podatedni rych-
0

(4,10)

losti bodu M ,, jehoZ potatedni bod je v bodé P) v jedné z uzavienych rovinngjch
0
oblastt, jejiz konturou je vétev (4,10) hyperboly a kterd neobsahuje bod P. Jde
0

ziejmé o dvé uzaviené neomezené oblasti; oznaéme je v dalsim spoleénym
symbolem &2 (obr. 4).
Piedpokladejme, Ze vektor v poéateéni rycblosti bodu M, ma svij koneovy
(1]

bod v oboru £ shora popsaném (obr. 4). Potom je podminka (4,2) ziejmésplné-
na, jak vyplyva z pfedchoziho rozboru. Aby za téchto podminek nastal eliptic-
ky obéh bodu M, kolem koule M, v uvazované roving, k tomu postadi pak jiz,
aby platila podminka (4,1), kterou lze piepsat na tvar

k 2
4,10 — Dz D0,
( ’ )w 22 {7J % R ‘i“' ]7/ — 0
Dosadime-li sem za ¢éislo k z (4,0), dostaneme po tpravé:
<y
2ym,
4,10 L A
( H )b . (7;7 “~ R T h
Vzhledem k (4,8) mtuzZeme nerovnost (4,10), pFepsat na tvar
Q
) ) 2ymy
411 £2 0e < LT
( H ) B + [/ R + I

MnozZina vech bodt [£, 5], které vyhovuji nerovnosti (4,11), predstavuje
vnitiek kruhu o poloméru

2ym
(4: ]2) 0 ___-I/;,,,Z,il,,
VEh
se stfedem v bod& P. Pro vektor v potitetni rychlosti bodu M, s potateénim
0 0
bodem v bodé P a kencovym bodem v oboru, ktery je prinikem mnoZiny Q
0

a vnittku uvazovaného kruhu, je tedy splnéna vedle podminky (4,2} téZ pod-
minka (4,1).
K vili struénosti nazveme hyperbolu s popisem (4,10) mezni v-hyperbolow,
0

kruZnici s popisem
2
4,13 g2 g2 g2 2V )
(4,13) =t = phiy
mezni v-kruinici. Stfedem obou téchto kuzelosedek je bod P, tj. bod wréujici
0

0
pocateéni polohu bodu M,.
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Viimnéme si jedté, Ze plati
a; < €n < e,

jak plyne z (4,10),, a z (4,12). Pranik mnoZiny £ s vnitikem mezni v-kruznice
0

obsahuje tedy ohuiska mezni »-hyperboly.
0

Odpoved na otazku, kterou jsme si kladli na poatku odstavee 4, miZzeme
nyni struéné vyslovit takto:

% U

>
Ny 7 /7///

a

K tomu, aby nastal elipticky obéh hmotného bodu M, kolem hmotné homogenni
nebo po vrstodch homogenni koule M, pri dané vzddlenosti bodu M, od povrchu
této koule, je nutné a staéi, aby koncovy bod vektoru v poldtetni rychlosti bodd M,

. 0
byl vnitinim bodem oblaste vymezend mezni v-hyperbolow a mezni v-kruinict, a to
0 0
takovou oblasti, kleré obsahuje ohnisko mezni v-hyperboly (obr. 5).
0

V nasledujicich odstaveich jsou uvedena nékterd znama fakta jako bez-
prostiedni disledek plynouci z relaci ziskanych v piredchozich odstaveich.

5. UNTKOVA RYCHLOST A PARABOLICKY POHYRB

Jestlize diskriminant D kuZelosetky &(P) s popisem (1,7) je roven nule,
0

potom je draha hmotného bodu M, vzhledem k hmotnému bodu 3, (eventudl-
né vzhledem k homogenni nebo po vrstvach homogenni kouli) parabolou. Plat-

nost relace

(j,]) D = — _7 »2 e e == 0
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je jak nutnou tak postadujici podminkou pro to, aby (za platnosti piedpokladt
z odstavee 1) draha bodu M, byla parabolickou. Vzhledem k (4,0) lze relaci
(5,1) prepsat na tvar

po 2
° 4
tj. .
(5,2) y — Viyﬂl
o -
0

Rychlost v definovand formulf (5,2) se nazyvd dnikovou rychlosti. 7 (4,12) a
-0
(5,2) vyplyva: Unikovd rychlost je rovna poloméru mezni v-kruznice a je nezd-
[}
visld na sméru (tj. ne sméru vektoru v poédlecni rychlosti bodu M,).
0

V piipadé studovaném v odstavei 3, kdy jde o hmotnou homogenni (nebo po
vrstvach homogenni) kouli 4, poloméru B a o hmotny bod M, ve vzdalenosti
kh > 0 od jejiho povrchu, muZeme si poloZit téZ otdzku, jaké je omezeni pro
vektor v podateéni rychlosti, aby bod M, se pohyboval vzhledem k tézisti

0

koule M, po parabolické draze, kterd neprotind povrch koule M. K tomu, aby
takovy pohyb nastal, je nutné a staéi, aby vzdalenost ohniska a vrcholu para-
boly byla vétsi, nejvyse rovna poloméru koule M. Ponévadz ohnisko paraboly
je v poéatku O systému soufadnicového, lze tuto podminku psdt ve tvaru

(5,3) — =R,

jak vyplyva z (1,16). Vzhledem k (4,0) mtuzZeme (5,3) plepsat na tvar

%% = 2ym R

a dile — podle (4,5) —
(R + hPEvisin®y = 2ym R .
0

0

Dosadime-li sem jesté za v z formule (5,2),9) dostaneme po apravé
0 :

R
5,4 sin?y = - .
(3,4) O + h
Abychom mohli vysledek (5,4) geometricky imterpretovat, najdeme nejd¥ive
praseciky mezni v-hyperboly (4,10) s mezni o-kruinicf (4,13). Pro soutadnice
0 0 Ve

- / 2277),171/ '
R+ h

&, 7 téchto priscéika vychdzi

~ / Jymlﬁ
(5,5) =+ l/ yars

8) Kde polozime r = R - h.
0

el



Oznaéme

sin & :VR_E 7

a_ i | B _g
0 #Vanl—:E—_VR‘f”hnsmé’

jak snadno spodteme. Geometricky vyznam tGhlu § je patrny z obr. 6.

Potom je

Obr. 6.

Md-li nastat parabolicky pohyb bodw M, vzhledem ke kouli M, a to takovy, aby
parabolickd drdha neprotinala kouli, k tomu je nuiné a staéi, aby koncovy bod
vektoru v poldteéni rychlosti byl bodem jednoho z oblouki mezni v-kruinice, které

0 0

jsou na obr. b vytaZeny silné. To je viak vysledek, ktery je téZ mozno snadno
vyéist ze zavéru v odstavei 4.
Kdybychom vektor v poéateéni rychlosti bodu M, (jehoz poddteéni bod je
0

v podatedni poloze P bodu M ,) zvolili tak, ze jeho koncovy bod je bod 4, na
0

mezni v-kruznici (obr. 6), jehoZ soutadnice jsou?)
1]

V2ym,h V2ym,R
b= — SpTn =g
R+h R+ h

?) Viz (5,5).

22



potom pro soufadnice x,, ¥» vrcholu piisiuiné parabolické drihy bychom nasli,
na zakladé formuli (1,15)%, (3,1), (4,5), (5,2)

o — B(B—h)  _ 2R|Rh

Ly ’R_{_h": J“ﬁRW}_h
Snadifo zjistime, #e je x5 |- y2 = R2, tj. vrchol V pifsluiné paraboly lezi na
povrehu koule M, (obr. 6).

6. DOBA ELIPTICKEHO OBEHU A KRUHOVA RYCHLOST

Abychom spodetli dobu obghu hmoty M, (vzhledem k M) pfi eliptickém
pohybu, vyjdeme z formule (3,6) pro plognou rychlost. Doba obéhu 7" naso-
bena plodnou rychlosti dava plo§ny obsah eliptické drahy, tj.

To = mab ,
kde a, b jsou délky hlavni a vedlej&i poloosy eliptické drahy bodu M,. Je tedy

72a2h?

T =

o2

Dosadime-li do této formule z (3,6), (3,9), (1,13) a (1,15),, dostaneme (vzhledem
k (4,0))

B4 dnk B 4

6,1 T2 = m2 = = 3
(6.1) D e x2 D3 ymla’
t.

T  4m?

at  ymy’

coZ neni nic jiného ne% matematicka formulace tretiho Keplerova zikona
(zakon (ITI), dstavec 2).
Vzhledem k (3,1), (1,10) plyne z (6,1)

o oo A
’ 52 (* ‘k_ﬂ v | %
’ x2 g 7
0

42k - 472

e = : S
Ke|l— 2 g2 o 2 =
( e J ,r) 77ﬂ1( ymlg + ,r)
0 0

Odtud vyplyva: Doba eliptického obéhu zdvist na velikosti vektoru v poldteéni
0

rychlosti bodu M ,, nikoli véak na sméru tohoto vektoru.

Hledejme nyni, pii dané poditedni poloze r bodu M, a p¥i dané velikosti v
0 0

vektoru v (pro ktery jsou splnény podminky pro elipticky pohyb kolem M)
[\]



takovy smér vektoru v, ktery vede k eliptickému pohybu o maximaln{ délee
0

r

vedlej&i poloosy b pFislusné elipsy. Z (1,15),, (4,0) plyne pro b

%2
o | P2
My | — ~—s ¥ -+
7P vimZo | ymgr
0
_— ‘;)'fﬂ'.j—’_.,
Bl
;
0

P¥i podateéni poloze bodu M, uvazované v odstavei 3 je viak (dle (4,5), kde
klademe » = R -|- k)
0

% = rvsiny.
Q0 0

Je tedy

00 . .
b= e giny , kde & =sgsiny.

2vm. 0 0
[ g 2
/ r
.

Z podminky ( = 0 nutné pro extrém délky poloosy b v zavislosti na » vy-
| oy - 0

plyva z predchoziho
7 37

cosy = 0, tj. p=—-—, —.
’ U

Snadno si ovéiime, Ze pro tyto hodnoty dhlu v dostaneme maximum funkce
. 0

b(y).
0
Dospéli jsme tak k zavéra: Mezi viemi vektory v pocdateéni rychlosti bodu M.,
0

které maji stejnow délkw o kieré vedow b eliptickému pohybu hmotného bodu M,

vzhledem k hmotnému bodu (hmotné homogenni nebo po vrstvich homogenni kowle)

M, md vektor v kolmyf na spojnici bodid My, M, v pocdteéni poloze tu vlastnost, Ze
0

vede k eliptické drdze bodu M, 0 maximdlng vedlejsi poloose. To je vysledek, ktery
se dal zFejmé odekavat.
Polozme si jedté tento problém: Za jakych okolnosti se bude bod M,, pti
dané jeho pociatedni poloze r, pohybovat po kruhové draze kolem M, (at M, je
0

hmotny bod nebo homogenni, resp. po vrstvach homogenni koule)? Pro tako-
vyto pohyb plati ziejmé

. T 3
(‘)7&) =10 y W= 5 5
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kde a, b jsou poloosy eliptické drahy. Z (6,3), (1,13) (1,15) plyne pak

D= 1
Tedy, vzhledem k (1,12)
—Jvc;'szrlk:l
x50 r
]

S pouzitim (4,0) mazeme tuto formuli piepsat na tvar

52 2~ 2
(6,4) =1

ymyr

0

Q

B m-u 2
Yimy o

3

Z podminky p = % , J;E a 7 (4,5) plyne viak
0 Z e

n? = 22 8

00
Odtud a z (6,4) plyne pak po apravé
2ym,w?
1 v lo )/2'771/%
ph e P
0 r ré
0 0
tj.
m
P2 — paias
0 ¥
a tedy »

m
(6,5) w= /7",
0 r

Podsatecni rychlost » bodu M, v pocateéni poloze 7, kterd je definovana relact
0 o

(6,5), nazyva se rychlosti kruhovou. Z (6,5), (5,2) vyplyvéa: Kruhovd rychlost bodu

B

M, je rovna dnikové rychlosti ndsobené faktorem 2, pristusné téZe polatecni po-

loze bodu M,.
Pro ¢tverec ob&zné doby 7' pii kruhovém obéhu dostaneme z (6,5), (6,2)

e 4?[276
s 5 4 0
((),f)) Tz — e e S g -
1 ymy, 2 yin,
Yy, | — — — _l. I
Y, T r
1) 4]

Zaveérem Fesme jesté tento ukol:
Bod M, necht se pohybuje pti danych podateénich podminkach (tj. pii jeho

podateini poloze charakterisované vzdalenosti » od hmotného bodu 3, a pii
: ,

vektoru v pocatedéni rychlosti) po eliptické driaze vzhledem k hmotnému bodu
0

8) V (4,5) klademe r == R -} k.
0

[
Zt



M. Mame uréit takovou kruhovou drahu, pro kterou doba ob&hu bodu M, by
byla taz jako doba obshu pii pivodni eliptické dréze.
Oznadéme »" polomér hledané kruhové drahy. Podminka rovnosti dob obéhu
M .

po pivodni drize a po draze kruhové vede pak k podminece

4 2,73
472 ] 7 f,
1 2 3 ymy T
m — 2 —_
Yy ( v, g + T)
]
jak plyne z (6,2), (6,6). Upravou obdrzime z pfedchozi rovnice ihned
, 1
(6,7) Z‘ =gy
. R Ed
Yy, o 7

pro hledany polom&r kruhové drahy. Pro kruhovou rychlost v, ktera je v ka#-
0

dém bodé kruhové drahy stejnd, plyne pak bezprosttednd z predchozi formule
a 7z (6,5)

e
— V_.-Uz i AN
0 0 r
0

Abychom uréili vztah mezi délkou @ hlavni poloosy plivodni eliptické drahy
a polomérem ', vyjdeme z formule (1,13), kterou upravime pomoci relace (4,0).
1]

Tedy

1 1
4 = — e
c 2 1 2
— =5 0 = — D
% r ymy o r
0

Odtud a z (6,7) vyplyvé, Ze polomér hledané kruznice je roven délce hlavni
poloosy puvodni eliptické drahy.

Pesiowme _
OB OIHOI MOJEJN B KJACCUUECKON BATAYE JIBYX TEN
OPAHTUINTER H()H(l’l‘l[‘{A (Frantisek Nozicka)
Ypanuenus

(1 x=rcosg, y=rsing, z=1r (r=0,qe0 2x))

OTMCBIBAIOT B TPCXMCPDHOM EBRAMIOBOM HPOCTPAHCTRC E& ¢ NPAMOYIOJIBHLIMA
JICKapTOBLIMIL KOODJIMHATAMH Z, Y, 2 KOHYC BpalliCHUA ¢ OChI0 BpallcHnsa 2.
Jlwban IJTIOCKOCTE, HMEIOTAsI HCHYCTOC YIicpeceyeipe ¢ 9TUM KOWYcom, HC PO~
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NOMAIIAH YCPe3d CI'0 BePUINIY H 1¢ HapPatieliLias 0CIt 2, HePCCCKACTCH ¢ 1THM
10 Beoco00IT RpuBOI BTOPOro MOPAAKA, WPOERUMel KOTOPOR B HalpaniIeluM
0ocu 2 B KOOPAHHATHYIO MITOCKOCTh (X, i) ABAAETCA Taine Heocobasi Kpupas
BTOPOro HOPAfKA, GOKYCOM ROTOPOR CIYKNT BCPIINHA Kowyca. I10 obeTosn-
TEIBETBO, XOPOIIO H3BECTHOC W3 AMAIMTUYCCKON FCOMETPHM, MOFKHO HCHOTb-
BOBATH 1PH TCOMETPMYECKOI KOHCTPYKHWM HYTH MATEPHAJIONH TOUKN B IOJO
THIKECTH JIPYTOH MATePUATLHON TOTKH HPU IAHUBIX YCIOBUAX U 11PH coBiojienmn
OCHOBHBIX YPUIUMIIOB RIACCHYCCKON MCXaHUKM.

Ilyers M,, M, — nBe MaTepHaILHbIE TOUKI MAChIbL My, My M ITYCTH 7 > 0 —
0

UX mavaibnoe paccrosgume. IloMecTnm Hauallo MPAMOYIOJIBHOM CHCTEMEBl KOOP-
puHaT B TOMRY M, u opnenTapyem oty cucremy B i Tar kar nyrs rourn M0
OTHOIEHUIO K HeTIOABUHO Touke M mpeacrasisiet coB0M IOCK Y0 KPUBYIO (4TO
BBITEKACT M3 3aKOHOB KJIACCHUYCCKOII MeXaHUKM), MOMEM B KaUeCTBC MAOCKOCTH
COOTRETCTBYIOMIET0 HYTH B3ATEL MIIOCKOCTh Koopauuar (#, ). OGosHauum uepes
15’(;&:, (’_I)/) HauambHOC wonomkewse toukud M, B nsbpadHOU creTeMe KOOPAMHAT

a 4gepes v(x,, v,, 0) — BOKTOP HAYANLHONH ckopoctu ToYKRN M,y 110 OTHOMCHIIO
0 0 0

—_—
® TouKe M, ¥ npeionoRuUM, 4to pekropsl OF, v He muumentust, 1. e. (puc. 1),
0 0

uTo
2
[y 0
(2) % = + 0.
"Ecm U‘U i
o o |

[Tpm srux mpepnoxoReHUsX noxydaM oyrh Toury M, (o ornomennio k M,)

creyommm ()Gpa;:(‘)M: B roure P MOCTPONUM HPCTCJIHUKYIISAD R I(O()pIU/llIaTH()ﬁ
¢

WwockoeTw (X, ¥), KOTOpLT nepecever rouye (1) B oxnoil Touxe P¥*. B aron
0

TOYKE KOHYCa HOCTPOMM ero KacaTesblyio 1ocKoeTb. V3 gommeBoil Toury ¢
BEKTOD V (HavasibHast TOYKA KOTOPOTO ecth P) onycrum lLepuenmryaap Ha
0 0

ROOPIAHATHYIO WIOCKOCTD (X, ¥); MOCTEIHUIT iepecedeT YHOMIHYTYIO Kacarellh-

P
HYIO TJI0CROCTh B ToUKe %, TaknM o0pasoMm MGl MOTYYAM BekTop v¥ = P*Q*,
0 0 0 o

KOTOPBIFT JISKUT B KAcATENLHOH K KOHYCY MIOCROCTH, TIOCTPOEHHON B TOYKe
P* (puc. 1). Ha ocn 2 otmernm 104y S ¢ KOOpJMHATAMI
0

2
el
g, =0, y,=0z,= —

rje ¥ o3lavaeT LOCTOSHITYIO THIKCCTH, My -— Macey Touky M, w k — wucito, onpe-
sestennoe B (2). TlocTpouM 110eKk0CTh, OLPEieNeHHY0 TpeMst Touramu %, @, S.
0 0

Jra wimocKoeTh nepeceder Kouye (1) mo HeocobHoil RPUBOI BTOPOro HOPSHITKA,
HPOCKIMEIT KOTOPOH 110 HANPABIACHWI0 OCH 2z B KOOPAMHATHYIO ILIOCKOCTL
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(%, ¥) ABIACTCH KPUBAA BTOPOrO NOPSIKA, HPCUCTABIAIONASL cOBOH MEKROMBI
nyrs roukn M, (puc. 1).

Hocrpoenne u ero guanyeckoe onpapiaiue JeTaanLio ONUcato 1 OU0JHeHo
MATCMATHUCCKUM AHAJMBOM B oTjieax 1—3 npeinyiyuiell ¢crathil Ha YeHickoMm
SHBBIKC.

Janpreilmne oTHerbl ¢TaThy MOCRIIICH Bl CITCHUANLHBIM ¢lyuasaM. B uepsioy
oyepelb CHeLyeT OTMCTUTH HCOOXOJIMBIE M JIOCTATOYHBIC YCHOBHS I TOTO,
9ro0BL BOBHURIIO HIUIHITAYCCKOC Bpaliene marepuanniuoi poun M, BORpyr
JAHAOTO MaTepuaJbHOTO Mmapa FaHuoro pajuyca R u npurom darriauecKoe
BPATICHNC, T. C. YWTOODI 3ITMITHYCCKITH 11yTL HEe HepPeceKas NoBepXnocTh mapa.
COOTBETCTRYIONUM YEAOBHAM MOMKIO JIETRO J@aTh IFCOMCTPUUCCKYIO MHTCPIpeTa-
IMI0, KaK HOKaszano na pue, 2—06 npejbylymeil craTel 11a UYCHICKOM f13BIKE.

Zusammenfassung

UBER EIN MODELL IN DER KLASSISCHEN THEORIE
DES ZWEL-KORPER-PROBLEMS

FranTISEK NOZICKA

Durch das Gleichungssystem
(1) r=rcosqp, y—=rsing, t=1r (r=0, pe0,2n))
wird im dreidimensionalen eukleidischen Raum F,, der mit rechtwinkligen
kartesischen Koordinaten x, 7, z versehen ist, der Rotationskegel beschrieben,
dessen Rotationsachse mit der z- Achse zusammenfillt. Jede Ebene, die keinen
leeren. Durchschnitt mit diesem Kegel ausweist und die weder zur z-Achse pa-
rallel ist noch den Gipfelpunkt des Kegels enthilt, schneidet den Kegel in einer
nicht-singuliiren Kegelschnittlinie, deren Projektion in Richung der z-Achse
in die (x, y)-Koordinatenebene ebenfalls eine nicht-singulére Kegelschnittlinic
ist, welche den Gipfelpunkt des Kegels zum Brennpunkt hat. Aus dieser in der
analytischen Geometrie bekannten Tatsache ergibt sich unmittelbar eine geo-
metrische Konstruktion der Bahn des Massenpunktes im Gravitationsfelde
eines anderen Massenpunktes unter gegebenen Anfangshedingungen und mit
Beriicksichtigung der Grundgesetze der klassischen Mechanik. ‘

108 seien M, M, zwei Massenpunkte mit den Massen my, m, und » > 0 ihre

(1}

Anfangsentfernung. Wir wihlen den Ursprung O des rechtwinkligen Bezugs-
systems im Punkte M, bei fester Orientierung des Bezugssystenis im Raume £ .
Da die Bahn des Massenpunktes M, in Bezug auf den festen Punkt M, eine
ebene Kurve ist (was sich aus den Gesetzen der klassischen Mechanik ergibt),
konnen wir als Ebene der betreffenden Bahnkurve die (z, y)-Koordinaten-

28




ebene wihlen. Bezeichnen wir mit P(z, ) dic Anfangslage des Punktes M, im
00 0

gewohlten Bezugssystem und mit v(»,, »,, 0) den Vektor der Anfangsgeschwin-
60 o )

digkeit des Punktes M, in Bezug auf 3/, und setzen voraus, dass die Vektoren
OP, v nicht incident sind, d. h. (Abb. 1)
0

1r§, Y

(2) =1 "1 40.
‘v;ra v?'l%
to o '

Unter dicsen Voraussetzungen gewinnen wir die Bahn des Punktes M, (in
Bezug aul M) durch folgende Konstruktion: Durch den Punkt £ fithren wir
0

eine zur (x, y)-Koordinatenebene senkrechte Gerade, die den Kegel (1) im
Punkte g’* schneidet. In diesem Punkte des Kegels wird die Tangentialebene
konstruiert. Die Gerade durch den Endpunkt %2 des Vektors v (dessen Anfangs-
punkt in f’ ist), die senkrecht auf die (x, y)-Ebenc gefithrt wird, schneidet die
erwihnte Tangentialebene im Punkte ¢*.

0

So gewinnt man den Vektor v* == P*@Q*, der in der Tangentialebene des
0 o 0

Kegels im Punkte P* enthalten ist (Abb. 1). Auf der z-Achse wihlen wir den
0
Punkt S mit den Koordinaten

%2
70520, ’18:0, 2y = ——————
Y y (my - my)
wo y die Gravitationskonstaute, m; die Masse des Punktes M, und » die Zahl

aus (2) bedeutet. Durch die Punkte 7%, Q¥ S legen wir die betreffende Ebene
0 0

fest. Diese Ebene schneidet den IKegel (1) in nicht-singuldren Schnittlinie
durch, deren Projektion in Richtung der z-Achse in die (x, y)-Koordinaten-
ebene ebenfalls eine Kegelschnittlinie ist und zwar die gesuchte Bahnkurve des
Punktes M, (Abb. 1).

Die Konstruktion und die physikalische Begriindung werden in den Ab-
gitzen 1—3 des tschechischen Artikels mit mathematischer Erliuterung aus-
fithrlich beschrieben,

In weiteren Absitzen des Artikels werden speziclle Fille behandelt. Tn erster
Reihe werden hier notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir angege-
ben, dass ein cliptischer Umlauf des Massenpunktes M, in Bezug auf eine homo-
gene Massenkugel vom gegebenen Durchmosser R entstehe, d. h. damit die
eliptische Bahn die Kugeloberflache nicht durchkreuze. Die betreffenden Bedin-
gungen lassen sich leicht geometrisch interpretieren, wie es aus den Abbildun-
gen 2—6 des tschechischen Artikels gsichtbar wird.
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