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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY : CisLto 6

EXTREMALNT PRINCIP PRO PRVNT VLASTNI FREKVENCI
PRICNYCH KMITU PRUZNLEHO KONTINUA

Lubpvik Jawos

(Doslo dne 8. Gervence 1958.) DT:534.18.011

V préci je dovozen extremalni princip pro prvni viastui islo jisté
soustavy dvou integralnich rovnic. Jo ukézéno, %o soustava popisuje
piiéné kmity prufného kontinua s libovolnd rozloenon hmotou a s libo-
volné prom&nnym momentem setrvaénosti.

Budeme se zabyvat soustavou dvou integrdlnich rovnic

1

f (, £) y(t) pw(t) dt = az(z),

' , (1)
[ K(z, 1) 2(t) p(t) dt = oy() , ‘
0
kde jadro K(z,!) je definovano vztahy
. (1l —1t), z=t,
Kz, t = 2
@0 \(]—~x)t, x=t, @

a funkee p(t) a p(t) jsou spojité a nezdporné na <0, 1>,

Soustava (1) nabizi uréité zobecnéni funkef u(t) a p(t) prechodem k integralu
Lebesque-Stieltjesovou.

K tomu cili utvofme mnozinu vsech neklesajicich funkei na intervalu
{0, 1) a oznadéme ji y.

Pro libovolné jeji dva prvky m(x) ey, P(x) ¢ Y mlZeme napsat soustavu
integralnich rovnic

1

[ Kz, t) y(t) dm(t) = o2(@)

o

fl K(x, t) 2(t) dP(t) = xy(%) -

0



V piipads, Ze funkce m(t), P(t) maji viude spojité derivace m’(t) = u(t), P'(t) =
= p(f), bude soustava (3) identickd se soustavou (1).

Ve svych tivahdch budeme proto vychdzet z obecnéjsiho problému (3)
a nagim tikolem bude dokdzat, Ze pro nejvétsi viastni &slo o soustavy (3) plati
nerovnost

f f K(x, 1) p(x) (t) dm( x) dP(t)

& \é S —————— 3 (4)

]/f¢~ dm f@/v dpP

kde funkece ¢(z) resp. w(z) probihaji mnoziny funkei, pro néZ integraly na pravé
strand nerovnosti maji smysl a jmenovatel je nenulovy.
To znamend

plz) e L§, () e LY,

kde L™ resp. L{” jsou mnoziny redlnych funkei integrovatelnych s kvadra-
tem vzhledem k m resp. P ve smyslu Lebesque-Stieltjese. Mnoxiny L§™, L{”
tvoli Hilberav prostor, zavedeme-li do nich skaldrni soudiny vztahy

P> P2 € L(m) ‘ Y Yo € Lgp)’
1
(p1> P2) f 1z dm (91, Ya)p = of Py dP .

Utvofme nyni kartézsky soutin L{™ x L. Prostor Ly x L; se stane
Hilbertovym prostorem, zavedeme-li skalarni soudin takto:

(@1 il e L(;n) X LSzP); f‘Pz, Y] € Lgm) X Lgp)7

1 1
U lpn vl - L@e: va]) = (01@0)m + (prwa)p = J‘P]‘f’é am -+ 0[#’1‘/)2 dpP .

Zavedeme nyni na Ly X L; operator R definicf
1 1
Rlp, vl = [[E(z, ) p(t) dP@), [K(z,t) () dmi].
0 0

Snadno nahlédneme, %e R je totalnd spojity operator, zobrazujici Ly' x L
~do sebe (viz napi. [1], str. 216). Pomoci operatoru B muZeme soustavu (3)
napsat ve tvaru

Rly, z] = «fy, 2] . (5)
Nyni dokdzeme, Ze operator R je samoadjungovany, to znamend, Ze plati
([@1 1] - Bloa, pol) = ([92 ol - Blgy, 9,])
I-,‘pls 1/"1] P [(F‘Z! 1/"2.] € L;n X L2P '
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Vyéislime nap¥. levou stranu
1

({91, i1 - Bloz, wal) = ([pos 91l - [fK x, 1) py(t) dP(F) , OfK(w, t) @lt) dm(t)] =

11
ffK(w t) @,(x) po(t) dm(z) dP(t) + ffK(-T t) pa(t) vy (@) dm(t) dP(2) ,

y - 12
coZ po snadné upravé da

11

{ Df K (@, 1) [p1(2) wolt) + @o(@) i(1)] dm(x) AP(E) -

ProtoZe v8ak tento vyraz je soumérny vzhledem k zdméné indext, je roven
i pravé strand, ¢imZ je samoadjungovanost operdtoru B dokézana.
Protoze R je totalné spojity samoadjungovany operdtor, plati pro prvni
vlastni &islo « problému (5) a tedy téz (3) vztah
(I, v] - Ble, y1)

= T )

pro [, ] = 0 (viz [2], str. 185).
Polozime-li v rovnici, kterou jsme dokazovali samoadjungovanost, @ =
=, =@, P, = P, =y, mi &itatel na pravé strand hodnotu 2 f f K(x, 1) .
. o(x) p(t) dm(x) dP(t), a jmenovatel mé hodnotu fgvz dm + fzpz dP Plati
tedy pro libovolné ¢, v, takové, ze 0 + [, p] € Ly X LI, nerovnost

11

_ 2 OfﬂfK(x t) @(x) p(t) dm(x) dP(t)
o = i — .

o2 dm + f?/ﬂ dprP
0

Necht nyni a, b jsou libovolnd &isla @ > 0, b > 0. Pak posledni nerovnost
zlhstane spravna, dosadime-li do ni agp(x) mlsto p(z) a by(x) misto y(x). Tim
dostaneme nerovnost

11

Zabffot p() (t)dP()

@
v

a? f @* din -+ b2 f-z,ﬂ dP
0 0

zévislou na dvou parametrech a, b. Pii pevnych g(x), y(x) dosdhne prava strana
svého maxima, polozime-li

a? = [y2dP, b0*= [p2dm,
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co% dosazeno do hotejsf nerovnosti ddva vyslednou nerovnost

/ 0f K(x, t) o) p(t) dm(z) dP(t)
& = - I — —

= =
Vf(pz dm [y dP
0

Poznamenejme, %e nas postup je urditou specialisaci Ritzovy metody urdeni
vlastniho é&isla samoadjungovaného problému.

Vv

Abychom nahlédli fysikdlni smysl vysledku, ptipometime, Ze pii¢né kmity
nosniku jsou popsany rovnici

[BI(@) y'@)] = (@) pl@), 0=z <1,

7y
v VA

-

y(z) znadi prihyb v misté x [em],

I(z) moment setrvacnosti v misté x [cm?],
u(x) hustotu hmoty v misté & [kg cm~2 sec?],
E  modul pruznosti [kg cm~?],

{ znati délku nosniku [em],

o  je frekvence, s jakou nosnik kmitd [sec—']
[rozméry jsou udany v technickych jednotkéch].

Vyraz El(x) y”(x) je zdporné vzaty ohybovy moment v misté x, ktery ozna-
¢ime M(x) [kg cm]. Uvedend rovnice je tedy ekvivalentni soustavé

M'(x) = — w?y(x) p@),
1
"(2) = — M(x) —— .
y'(2) () @)
Vyraz El(x) se nékdy nazyva hustotou ,,poddajnosti’‘ v misté a, mé rozmér
kg~lem~2, a oznacuje se p(x). Polozime-li
(x:i’ 2(2) = M(x) ’
w )

pievedeme nasi soustavu na soumérny tvar
o2"(@) + y(a) u(z) = 0,
ay"(e) + 2(@) p(x) = 0.

Je-li uvaZovany nosnik na obou koncich volné podepteny, tedy jsou-li tam
prahyby i momenty nulové, maji krajové podminky tvar

YO) =y =0, =0)=2=0.
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Piimou integraci uvedené soustavy s ohledem na krajové podminky do-
staneme soustavu dvou integrdlnich rovnic (1), kde jadro K(z, t) je ddno vztahy

|
|~
S
3
A
~

x (]
]{(;’L‘, t) -

X

Na jednoduchém piipadé ukéZeme pouZiti odvozeného principu.
Budeme uvaZovat nekoneéné
tuhy nosnik, ktery ma v misté x

Y

t

{

, j;\ pruzny kloub o celkové poddaj-

t hmota m Kloub P nosti P [kg—t em~?]. Velidinu P
X muzeme definovat limitnim pte-

= chodem takto: Predstavme si,

Obr. 1. Ze na malé délee k je konstantni

: poddajnost p. Pak celkové pod-
dajnost elementu % je p .k = P. Zmen¥ujeme-li & k nule a soudasnd p zvit-
$ujeme do nekonedna tak, aby hodnota soudinu zistala zachovina, dospéje-
me k pojmu ,kloubu* o poddajnosti P. Nosnik necht je nehmotny, jen v
misté ¢ m4 koncentrovanou hmotu m [kg em=* sec?]. Necht napt. ¢ < z, jak
ukazuje schéma na obr. 1.

Odvozeny princip nyni ¥ika, Ze

11 w
[[K(x, t) p() p(t) dm(z) dP ¢
e Vfo® dm [y2 ap

Cit@ﬁel mé vak v naem, ptipadé hodnotu K(t, ) (t) y(x) mP a jmenovatel
o(t) Vm . p(x) VP. Je vidét, Ze neznamé libovolné funkce ¢ a v se v tomto
piipadé vykrati a my obdrzime dokonce exaktni vysledek

x = K, x) Vm—P .

Pro t < x dostaneme K(t,x) =t (1 — %) ,
a tedy
———l_—v,,.._‘
(il — z) V;n_l_) '
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Peaoume

AKCTPEMAJILHBI TTPTUHITNIT JIJI5I HEPBOM
COBCTBEHHO YACTOTHI [IONEPEYIILIX KOJEBANNNA
YIPYTOI'O KOHTHITYVYMA

JIOOBUEK AHOII (Ludvik Janof)
(TTocrynmio B pepaxiuio 8/VII 1958 r.)

B pafore mriBemenma srerpemannHas (OpMyma I HepBOH coBCTBEHHOM
YACTOTH @, OaKm.

Pacemorpum Ganry jummHet I, ¢BoGojiHO yaoKenuyo Ha ABYyX omopax. Ilyern
pacupepeseHune Macchl na Oanke zajano neyoseiBaiouicit QyHrimneir m(x), e
€<0,1>, obmasa Macca mareppaia {0, x> uUmCIEHNO paBua m(x). ANAJIOrMYHO,
NycTh HOJATINBOCTL 3afana neybnsawnein Gynrnueit P(x), x € {0, 1); uncmo
P(xz) osmauwaer obmywo uomgariusocte uurepnano <0, x). Ecmum m(x) umeer
IPOM3BOJHYIO, TO M'(X) 0OBHAYAET MIIOTHOCTL MACCH B TouKke . Keam sxe Gynrmms

1
P(z) umeer mpomssonuyo P'(x), To P'(x) = @)’ rjie £ ecth MORYIbH drdac-
x
THYEOCTH ¥ I(X) — MOMEHT WHepuun B TOYKE X.
B srnx 00o3HaUCHHAX CIEKTP 4acToT GAJK¥W [JAH CUCTEMOH HMHTErpabHBIX

ypaBHeHNH
14

fK(x: ) y(t) dm(t) = oz(z),

flK(x, t) z(t) dP@t) = ay(x),

°

1
e o = — , a aapo K(x, t) oupeiedcno coOOTHOMEHAIMMU
)

t
w(l—T), x =i,

z s
t(]_'—'T), x&t.

Has mepsoro coGeTBEHHOTO uMeaa x, == — HMEeT TOTIA MecTo
Wy

Bfofl((x, t) y(x) z(t) dm(x) dP(?)

Kz, t) =

&y == sup e
ny“ dm [z2dP
0 0
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Summary

AN EXTREMUM PRINCIPLE FOR THE FIRST PROPER FREQUENCY
OF TRANSVERSE VIBRATIONS OF ELASTIC CONTINUA

Lupvir Jawo§
(Received July 8th, 1958.)

In the paper there is deduced an equation of extremal character for the
first proper frequency w, of a beam.

Consider a beam of length [ freely resting on two supports. Let the distribut-
ion of mass of the beam be described by a non-decreasing function m(x) defined
on the interval <0, I> in such a manner that m(z) is the total mass on the in-
terval <0, x>. Similarly, let the non-decreasing function P(zx) on 0, I> describe
the yielding, so that P(x) is the total yielding of the interval <0, x>. Thus, if
m(x) has a derivative, then m/(x) is the mass-density at x; if P(x) has a deriva-

tive, then P'(z) = where EF is Young’s modulus and I(x) the moment

El( x)

of inertia at x.

Then the frequency spectrum of the beam is determined by the system of

integral equations
l
K (x, t) y(t) dm(t) = xz(x),
0
l

!K(;v, t) z(t) dP(t) = ay(x) ,

where & = L , and the kernel K(z, t) is given by
w

ﬂ x(lm%), x =t,
Kz, t) =

\ x -
t(l—'T), x =1,

. . . 1
The result is that for the first eigenvalue «; == — there holds the extremum
Wy
principle
11

[ [K(z,t) y(x)=(t) dm(z) dP(t)

oy = sup

nyzdm [=2dP
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