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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 6

UBER SYSTEME LINEARER GLEICHUNGEN VOM TYP
DER RAHMENTRAGWERKE

Ivo BaBuska, Mirosrav FIEDLER

(Eingegangen am 3. Januar 1959.) DT:624.072.32

In dieser Arbéit wird die notwendige und hinreichende Bedingung
dafir angegeben, dass zu einem gegebenen System lincarer Gleichun-
gen ein Rahmentragwerk mit unverschiebbaren Rahmenknoten exis-
tiert, dessen Deformationsgleichungssystem das gegebene System ist.

I. EINLEITUNG

Eines der grundlegenden Probleme der Baumechanik ist das Problem der
Rahmentragwerke. Dieses Problem stand eine Reihe von Jahren im Mittel-
punkt des wissenschaftlichen Interesses, vor allem in den 30. Jahren dicses
Jahrhunderts. Bis heute wird cine Reihe von Arbeiten aus diesem Gebiet ver-
offentlicht. Eine der wichtigsten ist die Arbeit von OsTENFELD [1] (1926), in
welcher die Grundlage fir die heute sehr verbreitete Deformationsmethode
angegeben wird. Diese Methode, die fiir die Praxis von TakaBEya [2] (1930)
bearbeitet wurde, fithrt das Problem der statischen Losung des Rahmentrag-
werkes auf das Problem der Losung eines Systems linearer (ileichungen, der
sogenannten Deformationsgleichungen zuriick.

Grosse Aufmerksamkeit wurde gleichzeitig den Fragen der einfachsten und
schnellsten Ausrechnung der Deformationsgleichungen gewidmet und allge-
niein auch dem Studium anderer Methoden fir die Berechnung von Rahmen-
tragwerken. Fiihren wir hier einige aus der grossen Reihe von Abhandlungen
itber diese Problemstellung an. Es sind dies die bekannten Arbeiten von
H. Cross [3], [4], H. Cross und N. D. MoraaN [5], die Arbeit von M. FORNE-
roD [6], V. Dadzx [7], C. Krovdek [8], Ta. T1rz 9], O. Novixk [10], K. GAsrar
(117, A. J. SEcaL [12], I. M. RaBiNovi¢ [13], die Studie von O. LUueTKENS [14]
und eine Reihe weiterer.

Alle diese Arbeiten beniitzen grosstenteils rein mechanische Begriffe und
Zusammenhiinge mit Riicksicht auf die speziellen Eigenschaften der Rahmen-
tragwerke. Weil jedoch die Berechnung des Rahmentragwerkes dquivalent mit
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der Losung des Systems seiner Deformationsgleichung ist, so lassen sich alle
diese Methoden als Losungsmethode fiir ein spezielles Gleichungssystem auf-
fassen.

In dieser Arbeit werden wir uns nur mit einem Typ der Rahmentragwerke
befassen, mit dem Rahmentragwerk mit unverschiebbaren, drehbaren starren
Knoten. Sofern wir von Rahmentragwerken sprechen werden, werden wir
immer diese Art von Tragwerken meinen.

Mit Riicksicht auf das, was schon gesagt wurde, ist leicht zu sehen, dass die
Deformationsgleichungen des Rahmentragwerkes einige spezielle Eigenschaften
haben. Es hat also auch die umgekehrte Frage einen Sinn: ob wir ein gegebenes
System linearer Gleichungen als System der Deformationsgleichungen eines
Rahmentragwerkes mit unverschiebbaren Knoten betrachten konnen.!) In
dieser Arbeit wird die Beschreibung eines solchen Systems gegeben und die
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir gefunden, dass zu einem
gegebenen linearen Gleichungssystem ein Rahmentragwerk existiert, dessen
Deformationsgleichungssystem das gegebene System ist.

Wenn ein solches Tragwerk existiert, so lassen sich verschiedene Methoden,
mechanische Begriffe und Vorstellungen aus der Rahmentheorie auf diese
Systeme linearer Gleichungen Ubertragen. Es lassen sich dabei auch die experi-
mentellen Losungsmethoden der Deformation von Rahmentragwerken be-
nutzen und das Rahmentragwerk kann als System linearer Gleichungen des
gegebenen speziellen Gleichungssystems aufgefasst werden. Am Ende dieser
Arbeit zeigen wir noch, dass das Deformationsgleichungssystem des Rahmen-
tragwerkes mit Hilfe elektrischer Netze gebildet aus Vierpolen realisiert werden
kann.

II. DAS RAHMENTRAGWERK

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff des Rahmentragwerkes genauer
an.

Es seien in der Ebene n Punkt 4,, 1 = 1, 2, ..., n gegeben. Ein einfaches
Rahmentragwerk nennen wir ein Tragwerk mit unverschiebbaren drehbaren
starren Knoten in den Punkten 4,, ¢ = 1, 2, ..., n. Dabei sind je zwei Knoten

A, A (3 # j)allgemein durch einen Triger P, ; = P, ; verbunden. Wir setzen die
Belastung des Rahmen durch die Momente M, in den Knoten A, voraus. Als
Unbekannte betrachten wir die Drehung ¢, in den Knoten 4,, ¢ =1, 2, ..., n.
Der Begriff des einfachen Rahmentragwerkes wird am besten durch ein Beispiel
(siehe Abb. 1) erlautert. In den Knoten A4,, 4,, A,, A, wird eine starre Ver-

1) Wenn ein gegebenes Rahmentragwerk existiert, dessen System der Deformations-
gleichungen das gegebene System ist, dann ist es klar, dass auch eine ganze Reihe solcher
Tragwerke existiert, die deformativ dquivalent sind, d. h. die auf das gleiche System von
Deformationsgleichungen fithren. .
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bindung vorausgesetzt, Die Kreuzung der Stibe P, ; und P, , ist bloss schein-
bar, d. h. diese Stibe sind iiberhaupt nicht verbunden. Das System der Defor-
mationsgleichungen fiir dieses Tragwerk ist von folgender Form:
@1(Pre P+ Pra) ) M M
+ @oly, 2+ P31z + Padys = Myas ﬁ V/Zﬁ
@1do1 + PoPar + Poa T+ T
+ Paa) T Palas + Pulaa = My,
@931 + Pals,e -+ P3(Ps1 +
-+ P32+ 203,4) + Qafsa = M,,
P11 1 P + @Psdas +
+ (174(274,1 + Pa,2 + ]04,3) =M,.
Hier bedeutet p,; resp. ¢, ; ¢,
j=1,2,..., n das Moment in
dem Knoten 4, resp. 4; des Sta-
bes P;,;, welcher im Punkte A,
die Knotendrehung ¢; = 1 und
im Punkte A; die Drehung ¢, = 0
hat, M, (i = 1, ..., 4) ist das Mo-
ment, welches im Knoten A4,
wirkt (siehe Abb. 2). Die Zeichen-
verabredung fassen wir so auf wie
es allgemein iiblich ist: die Kno-
tendrehung ist .posmv, wenn shlch A Pt hg
der Knoten im Uhrzeigersinn -
dreht. Das Moment M; im End-
punkt A; des Stabes P,; des
Tragwerkes ist positiv, wenn es
sich im Uhrzeigersinn dreht. Alle
Koeffizienten p, ;, q.; (¢ + 7, 1,
j=1, ..., 4) sind offensichtlich ) )
nichtnegativ. A M_A’
Um auch negative Koeffizien- b q’d
ten ¢, ; realisieren zu konnen,
werden wir das allgemeine Trag-
werk studieren, wo die Stibe
P, ; durch durchlaufende Trager
von zwei Feldern realisiert werden. Der Begriff wird wieder am bcsten durch
ein Beispiel (siche Abb. 3) erlautert. Die Deformationsgleichungen fiir dieses
Rahmentragwerk — wenn wir die Drehung der Hilfsknoten 4, ,, 4,,, usw.
nicht als Unbekannte betrachten — werden dieselben sein, nur die Koeffizien-
ten p;,; und ¢, ; haben eine andere Bedeutung. So z. Bspl. fiir den Stab P, ,

Abb. 2a. Die Durchbiegung.

Abb. 2b. Das Moment.
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wird p,, resp. ¢, das Moment in den Knoten A4, resp. A, des Stabes P,

bedeuten, der im Punkte 4, dic Knotendrehung ¢, = 1 und im Punkte 4,
die Drehung ¢, = 0 hat. (Siehe Abb. 4.) In diesem Fall wird ¢, , = 0 sein.

Der Unterschied zwischen einem einfachen und allgemeinen Tragwerk besteht

also darin, dass das einfache Tragwerk nur einfache Triger von zwei Auflagen

in den Knoten enthilt, wogegen

A, Arg A, das allgemeine auch zusammen-

gesetzte Triger, die durch durch-

laufende Trager von zwei Feldern

gebildet werden, enthalten kann.

R Soweit wir im Weiteren von
einfachen oder zusammengesetz-
ten Trigern sprechen werden,

Azz werden wir immer das, was wir

hier erliutert haben, im Sinne
haben,

III. DER EINFACHE UND
ZUSAMMENGESETZTE TRAGER

Az Aas A

Abb. 3. Das allgemeine Rahmentragwerk. Im Vorhergehenden Abschnitt
haben wir den Zusammenhang
zwischen einem einfachen und
T 2 zusammengesetzten T'riger und
j’,M ' $= den Zahlen p, ;, q; ; gezeigh. Hier
wollen wir uns eingehender mit
dieser Frage beschaftigen.

™
2
>
“\)
D,
oS

Satz 1. Es seien Py, D21 Q1o
Qs vier Zahlen. Dann ist die not-
wendige und hinreichende Bedin-
gung fir die Existenz eines einfa-
chen Trigers Py, dessen entspre-
chende Zahlen aus dem wvorherge-
Abb. 4b. Das Moment. henden Absatz P1,20 P2,15 91,2 92,1
sind, folgende:

Loy 0, D1 >0, ¢a=0, ¢y,=0;

2. 2= a1 (1)

3. P1,ePan — 93,2 > 0.

Beweis. Wir beweisen zuerst, dass die Bedingung notwendig ist. Es sei also
ein Triager P, , vorhanden und die gegebenen Zahlen haben fiir ihn die Bedeu-
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tung aus Abschnitt TI. Dann folgt aus dem Satz {iber die Deformationsarbeit
und dem Maxwell’schen Satz sofort, dass
P> 0, Po1>0, G12=¢s, und  p; ape — (]iz >0
ist. Die Koeffizienten ¢, , und ¢, , sind offenbar nichtnegativ.
Wir beweisen nun, dass die Bedingung (1) auch hinreichend ist. Wir unter-
scheiden zwei Fille: A) ¢, > 0, B) ¢, , = 0.

Y
A, X, X, A, R, Ry
VAN L A VAN AN
| ! b4 4, 4,
IS - 1 2 3
Abb. 5. Der Triger mit den Konstanten Abh. 6. Der zusammengesetzte Trager.

P1,2> P2,1» 91,2-

A) Wir konstruieren direkt den Trager P, ,, der die angefithrten Kigenschaf-
ten hat. Den Triger Py , wihlen wir folgendermassen: Der Tréiger hat die Lange {
und besteht aus zwei vollkommen starren Teilen und zwei elastischen Gelenken
K., K, mit den Starrheiten x,, z, (siche Abb. 5). Eins von diesen Gelenken K,
liegt im Stiitzpunkt 4,, das zweite K, in der Entfernung Al (0 << 2 << 1) von
diesem Auflager A4,. Die Starrheit z, resp. @, bedeutet den Drehwinkel im Ge-
lenk fiir das Einsermoment. Es muss sichtlich 0 << 2, < o (7 = 1, 2) gelten.
Wir behaupten nun, dass sofern wir

5

—, A= P1,2Po1 — (ﬁﬂ » Ay = T2 = —/1};(

— _Puo L4 Q1,2
Q1o+ P e’ I —

setzen, der Triger alle erforderlichen Eigenschaften hat. Da nach Voraus-
setzung ¢, , > 0, 4 > 0 ist und p, , > 0 gilt, so ist 0 < A <1, 0 <&, < 0
und 0 <Z z, << oo, Ks geniigt daher zu verifizieren, dass die Deformations-
gleichungen (2), (3), (4) und (5) erfiillt sind:

(Popd — Ga1(1 — A)) @d = 1, (2)
— o1y A+ (Paph — qoa(l = ) ay(1 — 2) = 0, (3)
Pro®y + (Pro(l — 4) — ¢124) (1 — 2) = 1, (4)
(P11 — A) — q12A) Xad = 0. (5)
Durch einsetzen in diese Gleichungen sehen wir leicht ihre Richtigkeit ein.
B) Iis sei ¢, , = 0. Dann setzen wir 2 = 1, x; = L, Ty = L Wir veri-
P12 P2y

fizieren die Gleichungen (2)—(5) leicht. Satz 1 ist hiermit vollkommen bewiesen.
Wir wollen nun zum Studium des zusammengesetzten Trigers iibergehen.
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Satz 2. Es seten P13 P31 91,35 93,1 vier Zahlen. Dann ist die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Ewistenz eines zusammengesetzten Trigers Py 5,
fur den die Zahlen P43, Ps1s 91,3 5,1 die Bedeutung aus Absatz 11 haben, fol-
gende:

L o pa>0, psi>0, 1350, ¢,,=0;

2. 415 =01 . (6)

3. PrgPsy— (3¢18)* > 0.

Beweis. 1. Wir beweisen zuerst, dass die Bedingung notwendig ist. Es
existiere also ein zusammengesetzter Trager P, , mit den angefithrten Figen-
schaften. Iis existieren einfache Stédbe P, , und P, , (siche Abb. 6), welche den
Trager P, , bilden. Weil die Trager P, , und P, , einfach sind, existieren Zahlen

P12 Q1,2 = Q2,10 P21 und P25 92,3 = Q3,9, P3,. aus Satz 1. Wenn wir nun die
Deformationsgleichungen bilden; so gilt

Q1,292,3
— _fi2123 = , 7
Pa,a -+ Pay T T )
932
g 2 = 8
Ps, Pos + Doy Psa (8)
91
Pro -+ — = Py - 9
L P23 T P2a Prs ®)

Da nach Satz 1 ¢35 20, go5 =0, pyy >0, pyy > 0, Pay > 0, pyy > 0ist, s0
gilt q13 <0, P31 >0, P15 > 0und ¢, 3 = g5 ,. Es bleibt die dritte Beziehung
aus (6) zu beweisen. In der Tat ist

2 2
( ,_(3Q,)2:( +&_)( ,,,,, q 1-2__,)._
P1.3P31 1,3 ' P30 Pos + Doy D12 + Poa - Poa

943 2933 1

- (Pz,s + Pyq)? = ’(p23 1 292—1)3 [21,203,2( P23 + Pan)® -+

+ (P1.293,3 + P3,29%,0)(Pes -+ Pa1) — 84dq054) =
1

= (17:; __{u’pz?)é [P1,208,2(P23 — P21)? + G3.a(P12Pes — 93s) +

+ q3a(PesPse — ¢3a) + (‘12.3Vp;2??;3 - %,avmz)z +
+ 2(Vp1,2p2,]p2,3p3.2 - 91,292,3)(2]/?91.21772/,1772.379;2 + 3¢1.902,3)] > 0,
denn in der eckigen Klammer sind (wie aus (1) folgt) alle Summanden nicht-
negativ und der letzte sogar positiv.

2. Wir beweisen nun, dass die Erfiillung des Systems (6) auch eine hinrei-
chende Bedingung ist. Wir bilden einen zusammengesetzten Triger mit den
erforderlichen Eigenschaften. Mit Riicksicht auf Satz 1 geniigt es, die Zahlen
P12 Pats G120 = Gy UNA Doy, P Gaz = 3,9 50 2 bestimmen, dass sie die Glei-
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chung des Systems (1) und gleichzeitig die Gleichungen (7), (8), (9) erfiillen.
Wir setzen zuerst voraus, dass — ¢, 5 == ¢ = 0 ist. Wir setzen

q
Pre = Pra — ~" 5 YPo1= P31 — 9¥,

Y
wo
3q
= ——, P23 = YPPr2, Ps2 = ¥Pr,
P13
% pl,3 3 2 —
% 412 = Tq‘ (PsaPrs + 39%) , Goz = VY2
ist. ‘

Wir iiberzeugen uns leicht, dass die Gleichungen (7), (8) und (9) erfiillt sind.
Ausgerdem ist ersichtlich, dass p,, > 0 ist. (In der Tat ist p,, = 2p,; 4 > 0,

Poq = L 3'}%51'3 — ¢ > 0.) Es geniigt daher die Ungleichungen

2 2 .
PrePey — Q12 = 0 und PosPss — oy > 0
zu verifizieren. Es ist jedoch

D o a2
PrePey — Ghe = 191;’,3 (2Paaprs — 69 — P3Pz — 3¢%) =

= %_q{ (PaaPra — 99%) > 0, DosPse — @32 = V2(PrePey — ¢3s) > 0.
Wir setzen nun den zweiten ¥all voraus, den, dass — ¢, 3 = ¢ == 0 gilt. Dann
genligh es Py, = D3 Pa1 = Psp G2 = Ga3 = 0 Zu setzen und p,5 > 0,
P21 > 0 beliebig zu wihlen und Satz 2 ist bewiesen.

IV. DIE DEFORMATIONSGLEICHUNGEN DES RAHMENTRAGWERKES

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Eigenschaften der Systeme von
Deformationsgleichungen eingehender beschiftigen. Wir fithren folgende
Definition ein.

Definition 1. Wir werden sagen, dass die Matrix 4 = (a; ), t,§ =1,2,...,n
die Eigenschaft U hat, wenn die Malrizen

S

.

Piir 9i,5 N Y
Bl; ! 1, 7’:’:75 %7:1,
o (%,n Pi,i)

so existieren, dass
a) die Matrizen B, ; symmelrische positiv definite Matrizen sind oder alle
Elemente gleich Null haben;

b) a;; = q:; (@ *j);

n
€) @y = 2 piy st
j=1

i
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Wir beweisen nun folgenden Satz.

Satz 3. Es ser
Ay 1@y F CraPy A - F GLap, = by,
Aoy 1+ G Py | oo b gy = by, (10)

Ay 11 T Qo2 4 QP = by,

ein lineares Qleichungssystem und a, ; = 0 fir alle ¢, j. Dann existiert ein ein-
faches Rahmentragwerk, dessen Deformationsgleichungen donn und nur dass das
gegebene System sind, wenn die Matrix A = (a, ;) dieses Systems die Bigenschaft U
hat.

Beweis. Es sei ein einfaches Rahmentragwerk mit unverschiebbaren Knoten
gegeben. Wir beweisen, dass die Matrix des Systems der Deformationsgleichun-
gen die Higenschaft U hat. Wir bezeichnen A,,¢ =1, 2, ..., n die Knoten dieses
Tragwerkes und I; ; (¢ = §) seine Triger. Nach Satz 1 lasst sich zu jedem Tra-
ger P;; die Matrix I3, ; mit allen nichtnegativen Elementen zuordnen, die
positiv definit und symmetrisch ist. Das System der Deformationsgleichungen
dieses Tragwerkes ist ein System mit einer Matrix, deren Elemente wie in
Definition 1 gebildet sind. Im Falle, dass die Knoten 4; und A4 ; nicht durch
einen Trager verbunden sind, setzen wir B, ; gleich der Nullmatrix.

Es sei ein Gleichungssystem gegeben, dessen Matrix die Eigenschaft 2 hat.
Dann existieren symmetrische positiv definite Matricen B, ; mit nichtnega-
tiven Elementen, fiir die ein Zusammenhang mit den Elemente der Matrix der
Deformationsgleichungen nach Definition 1 besteht. Fir B;; # 0 existiert
nach Satz 1 ein Triager P, ; mit den Koeffizienten p, ;, q,; = q,, p; ., welche
die Eigenschaft aus Abschnitt IT haben. Das entsprechende Rahmentragwerk
hat dann » Knoten 4, (i == 1, 2, .., n), wobei die Knoten durch Trager P, ;
verbunden werden, wenn B, ; # 0 ist, und nicht verbunden werden, wenn
B, ; = 0ist. Der Satz ist bewiesen.

Bisher haben wir vorausgesetzt, dass alle Elemente der Matrix 4 = (a, ;)
nichtnegativ sind. Weiter werden wir uns mit dem Fall, der dies nicht voraus-
setzt, beschiftigen. Es ist dann notwendig vom einfachen Tragwerk zum zu-
sammengesetzten allgemeinen itberzugehen.

Satz 4. Es ser

Ay 1Pyt By oPa + oo AP, = by,
Qg Py - QgoPp + oo+ Ay = by, (11)

@y 171 Jf_ @p 2P + ..o+ Ay, P, = bn
ein lineares Qleichungssystem, A = (a;,;) sei die Malriz dieses Systems. Es set
4= (c/ivi, ;) die auf folgende Art zu A zogeordnete Matriz: -
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a) sofern a;; = 0 ist, set 4, ; = a;,; ;

b) sofern a; ; < 0, dann sei 4, ; = 3a

id -
Das System (11) ist dann und nur dann das System der Deformationsgleichungen
eines allgemeinen Rahmentragqwerkes, wenn die Matrix A die Eigenschaft N hat.
Beweis. Es sei ein allgemeines Rahmentragwerk mit » Knoten 4; (4 —
= 1,2,..., n) gegeben. Dann lasst sich zu jedem einfachen Triger P, ; eine
positiv definite symmetrische Matrix 53, ; zuordnen, deren Elemente alle nicht-
negativ sind. (Siche Satz 1.) Im Fall, dass es sich um einen zusammengesetzten
Trager handelt, ist die Matrix B, ; so wie die zugehorige Matrix ]/3\,-,! eine

o J
symmetrische positiv definite Matrix. (Siehe Satz 2.) Sofern die Knoten 4;, 4,
nicht verbunden sind, setzen wir B, ; = 0. Nun ist es klar, dass das System der

Deformationsgleichungen die Matrix A hat, deren Elemente auf gleiche Weise
A

wie jene der Definition 1 gebildet werden und dass 4 die Eigenschaft U hat.?)

Ganz analog wie im Satz 3 konnen wir beweisen, dass die Eigenschaft

A
der Matrix 4 auch eine hinreichende Bedingung ist.

V. UBER DIE EIGENSCHAFT ¥ EINER QUADRATISCHEN MATRIX

In diesem Abschnitt wollen wir diese Eigenschaft ausfithrlicher studieren.
Wir beschrinken uns auf den Fall, wo in jeder Reihe der Matrix 4 = (a;;)
wenigstens ein von Nullverschiedenes Element existiert.?) Unter dieser Voraus-
setzung ist die Eigenschaft U der Matrix 4 dquivalent mit folgender Eigen-
gchaft A"

Iis existieren positive Zahlen s, ,, ¢, k= 1,2,...,n, ¢ % k, so, dass

n

@ > z Sik o
K-1
ki

2 , y I —
SipSes > (B FEk 4, E=1,2..n)

gilt. Wenn niimlich die Matrix A die Bigenschaft U hat, so existieren Zahlen
Per (0 *+ k4, k= 1,2,..., n) derart, dass

n
a;; = z Pix
k=1
ki

gilt und weiter p; ,p,; = af,,c ist; wenn p, . p.; = uf’k ist, so gilt a,, = p;p =

2) Wir bemerken, dass das System der Deformationsgleichungen des gegebenen

A
Rahmentragwerlkes ein System mit der Matrix 4 ist. Das System mit der Matrix 4 hat
jedoch keinen mechanischen Zusammenhang mit dem gegebenen Tragwerk.

3) Wir beschriinken uns auf diesen Fall, weil Matrizen, die in der ganzen Reihe lauter
Nullen haben, praktisch ohne Bedeutung sind.
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= p.; = 0. Wir zeigen, dass fiir jedes i =1,2,...,n ein Index [, & ¢ so
existiert, dass p,,p,,; > @, ist; wenn fiir jedes & + ¢ das Gleichheitszeichen
gelten wiirde, wire (fir n» = 2) a,;, = 0 und p,, = 0 fiir k& + 4, d. h. auch
a;; = 0 und die i-te Reihe wire aus Jauter Elementen gleich Null gebildet,
das entgegen unserer Voraussetzung ist.

Nun definieren wir fiir 7+ = 1, 2, ..., n die Zahlen s, , wie folgt: s; , wihlen
wir derart, dass 0 <C i, < Ps, 18b, aber dabei so, dass Si1Pi > a/f,li gilt;
wenn s, ; schon definiert wurde, so fordern wir noch die Erfiillung von s; 8, ; >
> a’,. Die weiteren s, erhalten wir durch eine kleine Vergrosserung der

n
- . i
entsprechenden p,; und zwar so, dass noch a;; > Zsi,k ist. Ks ist nun klar,
k=1

ki
dass diese s, , die Bedingungen der Eigenschaft 9’ erfiillen.

+

Hat nun umgekehrt 4 die Eigenschaft ', so setzen wir alle p,, (i + k)
gleich den entsprechenden s, ;, mit Ausnahme eines p, ., (k; & ¢) fir jedes 4,

n

welches wir so wihlen, dass kZ1pi’k = @, ist (sodass Py, > 85, gilt). Setzen
ks

wir g, = @, filr ¢  k, so werden die Bedingungen der LKigenschaft U er-
fillt.

Wir beweisen nun folgenden Satz.

Satz b. Essei A = (a;;) (¢, k = 1, 2, ..., n) eine symmelrische Matriz (n = 2).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) jede symmetrische Matriz B == (b, ;) (¢, k =1, 2, ..., n), fiir die b, ; = a, ,,
[b:k] = asal (3 % k) gilt, ist positiv definit;
C(b) die Matriz C = (¢, 1), €0 = @4 Cip = — ;5] (0 ¥ k), tst posiliv de-
finit; :

(c) es ewistieren Zahlen d; > 0 (1 =1, 2, ..., n) so, dass

ai,idi = Z |a’i,lcl dlc (i = 1: 2: e n)
k=1

kg
18t}

(d) es existieren positive Zahlen s, (¢ + k, i,k = 1,2, ..., n) so, dass
a; ;> zsi,k (t=12,...,n)
K1
LEX)
ist (oder A hat die Eigenschaft A’).
Beweis. 1. Aus (a) folgt (b). Es geniigt B = C zu wihlen.

11. Aus (b) folgt (c). Von der Matrix ' kénnen wir voraussetzen, dass sie
unzerlegbar ist, denn der Beweis der Implikation (b) = (c¢) fiir eine zerleghare
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Matrix folgt leicht aus der Giiltigkeit dieser Implikation fiir eine unzerlegbare
Matrix.

Es seien y; < y, < ... = v, (reelle und positive) Eigenwerte der Matrix (.
Dann ist die Matrix y,£ — C, wo I die Einheitsmatrix ist, eine hichtnegativ
definite Matrix mit den Eigenwerten v, — y; (1 = 1,2, ..., n). Die Matrix
yull — C'ist jedoch auch nichtnegativ (sie hat in der Diagonale nichtnegative
Zahlen, denn sie ist nichtnegativ definit, ausserhalb der Diagonale hat sie die
Elemente |¢;,|) und unzerlegbar. Nach dem Satz von Frobenius?) existiert ein
positiver Eigenwert 1 und ein positiver Eigenvektor d (Spalte) mit den Koordi-
naten d,, d,, ..., d, derart, dass

(voB —C)d = 2d
gilt, wobei .
A= max |y, =yl =yn—n
ist. Hieraus folgt
Cd = yd <0,

oder durch Umformung mit Hilfe der «, ,

n

a;d; > Z ;] di s

A
wie wir bewcisen wollten.

- N dy. ,
III. Aus (c) folgt (d). Es geniigt s;, = |a,,] j + e (5% k) zu setzen,

wo &;; > 0 so klein sind, dass

n 1 n
z i < 5 (az',idyi — Z ]ai,k] dy)
k=1 dl =1
ki kg

gilt.
IV. Aus (d) folgt (a). Es ist ndmlich fir (x), ,, ..., z,) + 0

zbz/rlec? zaz,$1+22677%T15,>2 ”-1 +8,1£Lk)-—

i,k=1 —

ikZi ol 2] [l ;11»2_1(1/;—'%} — V@]x,ﬁl)z +

n

_}' {Zl l/si,;cgk.—i - l[)i./‘:[)lxil ’xk‘ = Z_ g il:] - ’bikl) lef ,fCL[ ;_' () .

i<k

Also ist B pomtlv definit.

1) Zum Belsplel [15], S. 323.
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Der Satz 5 erlaubt uns zusammen mit dem Satzen 3 und 4 die Fragen zu be-
antworten, welche wir in Absatz I gestellt haben. Er 16st vollstindig die Frage,
wann zu einem gegebenen Gleichungssystem ein Rahmentragwerk existiert,
dessen Deformationsgleichungen durch das gegebene System reprasentiert
werden. Hir geben diesen Satz in seiner endgiiltigen Form an.

Satz 6. Es sei
L N S R b, ,
a‘?,lml ,’ az,z(f’z 1'” e + “2,71(])11 = bz > (12)

(1/71,1(7)1 + (I/n,zq-“z _"' - + a’n,n(pn - bn E

ein lineares Gleichungssystem mit der symmelrischen Malrix A = (a, ;) (i, ] =
=1, 2, ..., n) und es sei in jeder Rethe der Malriz A wenigstens ein von Null ver-
schiedenes Element vorhanden. Das System (12) ist dann und nur dann das System
der Deformationsgleichungen eines Rahmentragwerkes, wenn die Matriz

B =(,, bi,z =, bjy=—a;; fir ¢ %7 und a

=
“{,§ == 0 b

biy=3a;; fur i+7j wund a,; <0 (i,j=1,2,...,0),
positiv definit ist.

Aus diesem Satz folgt auch, dass nicht jedes System mit einer positiv defi-
niten Matrix die Deformationsgleichungen eines Rahmentragwerkes darstellt,
sofern » > 2 ist. So ist z. Bspl. die Matrix

H ’

1,1
v 2,1
1, 2

’

— -

3

-
positiv definit, kann aber nicht die Matrix der Deformationsgleichungen eines

Rahmentragwerkes sein, denn die Matrix
2, —1, —1
1, 2, —1
=1, —1, 2

ist nicht mehr positiv definit.

V1. EINIGE BEISPIELE

Stellen wir uns die Frage, ob die Deformationsgleichungen eines Rahmen-
tragwerkes mit verschiebbaren Knoten als Deformationsgleichungen eines
Rahmen mit nichtverschiebbaren Knoten ausgedriickt werden konnen. Wir
betrachten Rechteckrahmen mit eingebauten Pfosten. Die Stibe P, ,, P,
EJ.,

P, 5 seien von konstantem Durchmesser. Bezeichnen wir k,;; = ]
Qi

die
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Starrheiten des Tragers P, ;, wobei J, ; resp. [, ; das Trigheitsmoment resp.

igd

die Stiitzweite des Trigers P, ; und £ der Elastizititsmodul ist. Es sei weiter
ko = ko = k. Dann ist das System der Deformationsgleichungen dieses
Rahmen mit verschiebbaren Knoten nach Abb. 7 folgendes:

2(k - kv o) @1 & Ky gy — Bky = M,
kyapr -+ 20k - Byg) @ — 3ky = M, ,
— 8y, — Bk, + 12kyp =TV .

Ay A Ay
jp»/ - - l._ 50.‘2

R s
k
Koz 23
Y T ;/7\7/'/77
AO A3
Abb. 7. Der Rahmen mit verschiebbaren Abb. 8. Das allgemeine Rahmentragwerk
Knoten. mit unverschicbbaren Knoten, welches derp-

jenigen nach Abb. 7 entspricht.

weil die Matrix dieses Systems negative Elemente enthilt, existiert ein allge-
meines Rahmentragwerk mit unverschiebbaren Knoten, welches dieselben
Deformationsgleichung erfiillt, dann und nur dann, wenn die Matrix

Q(k + ]("1,2:) *k1,27 ' —9]{}
”’kl,z, 2(k -+ ]01,2); —9k
—OF, —oF, 12k

positiv definit ist. Dazu geniigt es in unserem ¥all offenbar, dass die Determi-
nante dieser Matrix positiv ist. Bezeichnen wir noch %2- = 4. Nun ist die
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Determinante positiv
ist, dass 4 > 11,5 ist. Wenn also A > 11,5 ist, so existicrt ein allgemeines Rah-
mentragwerk mit unverschiebbaren Knoten, das dieselben Deformations-
gleichungen hat wie das gegebene Tragwerk nach Abb. 7. Die Verschiebung
stellt nun die Drehung des Ersatzknotens vor. Das Rahmentragwerk nach
Abb. 8 wird nun dem Rahmen nach Abb. 7 entsprechen.
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VII. SCHLUSS

In den vorgehenden Abschnitten wurde die Frage nach der Aquivalenz
zwischen den Deformationsgleichungen eines Rahmentragwerkes und einem
System linearer Gleichungen endgiiltig gelést. Sehr dhnliche Gleichungen, in
Bezug auf Bau und Eigenschaften, gelten auch fiir elektrische Netze, welche
aus Vierpolen zusammengesetzt sind. An stelle des Trigers tritt ein Vierpol
und die unbekannte Drehung wird durch die Spannung ersetzt. Dabei kénnen
wir entweder Vierpole, gebildet aus Spulen ohne Kapazitdt und Widerstinde,
betrachten, die von Wechselstrom durchflossen werden, oder Vierpole aus
Ohmschen Widerstianden gebildet, welche von Gleichstrom durchflossen werden.
Mit diesen Fragen wollen wir uns hier jedoch nicht befassen. Uber Fragen,
welche elektrische Netzwerke, zusammengesetzt aus Vierpolen, vom algebrai-
schen Standpunkt aus behandeln, siche [16].
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Souhrn

0 SOUSTAVACH LINEARNICH ROVNIC TYPU RAMOVYCH
KONSTRUKCI

Ivo BaBusika, MirosLAv FIEDLER
(Doslo dne 3. ledna 1959.)

Pfi vypodtu patrovych rdmi s neposuvnymi styéniky deformaéni metodou
se pievadi problém ramu na soustavu linedrnich rovnic specidlniho typu, na
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soustavu tzv. deformacnich rovnic. Prace udava nutnou a postadujici podminku
pro to, aby k dané soustavé linedrnich rovnic existovala ramova soustava
s neposuvnymi sty¢niky, jejiz systém deformadnich rovnic je soustava dana.

Pezome

0 CUCTEMAX JIMITENHBIX YPABHEHWIA TUIA PAMHBIX
KOHCTPY RI[A

UBO DADVIIKA, MUPOCITAB OUJEP (Ivo Babuska, Miroslav Fiedler)

(Hocrymmio B peaaxnno 3/1 1959 r.)

Pacwuer a1a/RHEIX paM ¢ HeTOHBAKHBIMU PAMHBIMI Y3TIaMI CBOTHTCA K pemnie-
HHUIO T. wa3. ypapucHmil Fedopmanmu. CnereMa takuX ypapHenuil gedopManun
ABIACTCS CHCTCMOM JUBCIHHIX ypaBHeHWH cLenuanasHoro Tnma. B cratbhe
VKa3LIBACTCH HE0OXOMMMOE ¥ JIOCTATOYHO® YCIOBHUE IS TOIO, YTOOB K AaHHOM
CHCTCMe JIMHEeMHBIX ypaBHEHWI CYIeCTBORAJIA PaMHAad KOHCTDYRIUA ¢ Helol-
BIRHBIMH PAMHBIMI y3JIaMH, CHCTeMOH ypaBHeHwW meopMalum KOTOPOM
ABJIACTCH NaNHasA cycTeMa.

B ToM cayuae, korfa Marpuma CHCTEMBl MMECT JTUIIbL HOJIOMKATENBHLIC YIIe-
MeHTBI, OKa3LIBAeTcA, UTO JUIA TOTO, UTOOB K JAaHHON cHeTeMe CyUlecTBORAIa
HOAXOJHINAA PAMHAA KOHCTPYKIUMA, He0OX0MUMO 1 TOCTATOUYHO, YT0OLI MATPHLA
ocramach NOJIOMKATENBLHO OLPeJefIecHHON U ocde M3MEHCHNIS 3HAKA BJIEMeHTOB,
HC JIeHKalluX B AHaroHasIm.

B paBore Taxixe HOKa3aHO, KAKUM O0PA30M MOJKHO TIPOM3BECTU Peallu3aliio
CUCTEMBL ¢ OTPUIATCIBHBLIMU, HE JIEKAINTUMU B JIMATOHAIN 3TIeMeHTaMHU; TAKIKE
IpuBeflelno HeoOX0MMoe W JI0CTATOYHOE YCAoBUe JUIA peansaliiy JIaHHOH
CHCTEeMBbI.

B sarioyeHne 3aTparnBaloTCA HPWIOKeHUA K HpobieMaM aJ1eKTpoTe XHUKY,
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